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Exercice 1

On considéere R? muni du produit scalaire usuel et I’endomorphisme f : R3 — R? de matrice A dans la base
canonique

o = o
—_ O

Dire pourquoi f est diagonalisable.
Calculer le polynome caractéristique P4(\) puis les valeurs propres de f.
Déterminer une base orthonormée de vecteurs propres.

En déduire une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telle que D = P~1AP.
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En déduire une expression simple en fonction de n € N de la matrice A™.

Exercice 2

Pour un a un réel positif fixé soit dans le plan R? la conique C, d’équation suivante
ﬂ:2—i—aﬂ:y—|—y2—i—x—1 =0
La forme quadratique g, est définie par q,(x,y) = 22 + azy + y>.
1. En décomposant en carrés la forme quadratique ¢,, déterminer selon la valeur de a > 0 le genre (ellipse,
parabole ou hyperbole) de la conique C,,.
On fixe a = 1.
2. Réduire ¢; dans un repére orthonormé.
3. En déduire ’équation dans ce repere de l’ellipse C] en précisant les longueurs de ses demi grand axes.

Exercice 3

On considere l'espace vectoriel E des fonctions continues 2m-périodiques muni du produit scalaire

(f,9)

1 2m
=— [ [fl@)g(z)de.
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On rappelle la formule

1
cosacosb = §(cos(a +b) +cos(a — b)), Va,beR.

1. Montrer que dans E, la famille de fonctions cosnx,n > 1 est orthonormée pour (., .).
Soit h la fonction de E définie par h(z) = (cos x)(cos 2z)(cos 4z).
2. Exprimer h(x) a l’aide des fonctions cosnz,n=1,...,7.

3. En déduire les coeflicients de Fourier a,, de h.

1 2
— / h%(z) da.
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4. En déduire un calcul de l'intégrale
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