
UJF 2009-2010 L2 UE MAT244Contr�le 
ontinu du Vendredi 30 Avril 2010, Amphi A1 et A2Horaire : 15h15-16h45. Une attention parti
ulière sera portée à la 
larté de la réda
tion. En parti-
ulier, on demande de justi�er les réponses et de toujours expliquer, même rapidement, les 
al
ulsutilisés.Question de 
oursSoit E l'espa
e des fon
tions f : R → C qui sont 2π-périodiques, 
ontinues par mor
eaux. On dé�nitsur E le produit s
alaire
< f, g >=

1

2π

∫

2π

0

f(t)g(t)dt.1) On 
onsidère pour tout n ∈ Z, la fon
tion en : R → C dé�nie par en(t) = eint. Démontrer que
(en)n∈Z forme une famille orthonormée de E pour le produit s
alaire < ., . >.2) Soit f ∈ E. Donner les 
oe�
ients de Fourier 
omplexes cn(f) de f et leur interprétation enfon
tion du produit s
alaire < ., . >.3) Soit f ∈ E. On pose SN (f) =

N
∑

n=−N

cn(f)en. Donner une interprétation géométrique (en fon
tionde < ., . >) de SN (f). Donner un énon
é pré
is sur la 
onvergen
e de SN (f) (plusieurs 
hoixpossibles, en 
hoisir un seul).4) Soit f la fon
tion de E qui vaut 1 sur [0, π] et −1 sur [−π, 0[. Tra
er l'allure du graphe de f .Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier réels an(f) et bn(f) de f .Exer
i
e 1Soit φ la forme bilinéaire dé�nie sur R
3 par

φ(x, y) = x1y1 − x2y2 − x3y31. Déterminer la matri
e J qui représente φ dans la base 
anonique de R
3.2. (a) Soit e1 =





3
2
2



, e2 =





2
2
1



 et e3 =





2
1
2



.Montrer que C = {e1, e2, e3} est une base de R
3.(b) Déterminer la matri
e qui représente φ dans la nouvelle base C.(
) En déduire que ∀X, Y ∈ R

3 on a
φ(PX,PY ) = φ(X,Y )où P est la matri
e de passage de la base 
anonique vers la base C.3. Soit q la forme quadratique asso
iée à φ (
'est à dire q(X) = φ(X,X))(a) Cal
uler q(X0) où X0 =





1
1
0



(b) Pour n ∈ N, on pose Xn = Pn.X0i. Cal
uler X1 et X2.ii. Cal
uler q(X1) et q(X2).(
) Cal
uler, pour n ∈ N, q(Xn).



4. En déduire qu'il y a une in�nité de solutions de l'équation de Fermat
x2 + y2 = z2 ave
 x, y et z ∈ NExer
i
e 2Soit E = Rn[X] l'espa
e des polyn�mes de degré 6 n à 
oe�
ients réels.On pose b(P,Q) = 1

2

∫

1

−1
(P (x)Q(−x) + P (−x)Q(x))dx1) Véri�er que b est une forme bilinéaire symétrique.On note F = {P ∈ E|P (x) = P (−x),∀x ∈ R} et G = {P ∈ E|P (x) = −P (−x),∀x ∈ R}respe
tivement les sous-espa
es ve
toriels des polyn�mes pairs et impairs.2) Montrer que E est la somme dire
te de F et de G.3) Véri�er que F et G sont b-orthogonaux.On note q(P ) = b(P,P ) la forme quadratique dont b est la forme polaire.4) Montrer que q est dé�nie positive sur F et dé�nie négative sur G.On suppose à partir d'i
i que n = 3.5) En utilisant 2) et 3), expliquer pourquoi il existe une base b-orthogonale B = (P1, P2, P3, P4)ave
 
ha
un des Pi dans F ou G.6) Dé
rire expli
itement les sous-espa
es F et G. En déduire leurs dimensions.7) En exprimant q(P ) dans les 
oordonnées (x1, x2, x3, x4) par rapport à B (
'est à dire P =

x1P1 + x2P2 + x3P3 + x4P4 ) déduire de 4) et 6) la signature de q et le rang de b.8) Retrouver 
e résultat en exprimant q(P ) dans les 
oordonnées (a0, a1, a2, a3) par rapport à labase 
anonique B0 (
'est à dire P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 ) puis en appliquant la rédu
tionen 
arrés de Gauss.

2


