MAT244 - Année universitaire 2009-2010
Feuille d’exercices 2

Exercice 1.

Déterminer si les fonctions suivantes sont des formes bilinéaires /semi-linéaires,
et dans affirmative, si elles sont symétriques/hermitiennes.

1. b: R2XR2—>R b((l’) <y1)):l’1y2+l’2y2.
2

Y2

Ty Y1
2.bZR3XR3—>R,b( T2 |, | Y2 ):$1y3+$1x2

x3 Ys
3. b:R?x R? 5 R, b((i;),(gl)):mlyg—l—mgxl.

x U1
4. 0 :CxC = Coo(| 22|, | %2 ]) =T1ys + T2 + 1110

€3 Y3
5. b: R, [X] xR, [X] = R, b(P,Q) = P'(1)Q(0) + Q'(1 ) ( ),
6. b:C([a,b],R) x C([a,b],R) — R,b(f,g) = f f(x)g(x
7. ¢:C([a,b],C) x C([a,b],C) — C,p(f.g) = [ ffc’g
8. ¢ : C(la,b],C) x C([a,b],C) — C,o(f,9) = [ f(x)g(x)

Exercice 2.

Pour chacune des formes bilinéaires suivantes, calculer sa matrice M; dans la
base B et sa matrice M, dans la base By Calculer P, la matrice de passage
de By & By, et vérifier que My = ‘PM, P.

1. :R2xR2 >R

A@) ) =rmsnes s ni= (o). (p=i() o))

2. qb : RQ[X] X RQ[X] — R

¢(P7Q) - P(2>Q(1) ) B, = {17X7 X2}7 By = {17 (X_1)7 (X2_3X+2>}



3. ¢ Ry[X] x Ry[X] — R

¢(P,Q):/01 P(x)Q(1—z)dx , By ={1,X,X*}, By ={1,(X-1), X*-X}.

Exercice 3. Soient ¢ et ¢ deux formes linéaires définies sur le C-espace
vectoriel E.

1. Démontrer que ’application
b:ExE—C (u,0) — o(u)p(v) +o()d(u)

est une forme bilinéaire symétrique, et que la forme

h:EXE = C,(u,0) = @u)y(v) +(u)p(v)

est semi-linéaire hermitienne.

2. Démontrer que 'application
Ui E X B o C,(u,0) — p(u)i(v) - p(v)i)
est une forme bilinéaire vérifiant
U(v,u) = =W(u,v) pour tout u,v € F.

3. Supposons que E = R? et que, pour tout z € R?, o(z) = ylx, Y(z) =
ybr, ot (y1,y2) € R® sont deux vecteurs colonnes fixés. Donner les
matrices de b et ¥ dans la base canonique de R3.

Exercice 4.

Soit @ une forme bilinéaire définie sur ' x E ou E est un R-espace vectoriel
de dimension n. Soit A une matrice représentant ® dans une base B fixée.
Montrer que 'application

UV:ExFE—R

définie par V(u,v) = ®(v,u) est une forme bilinéaire et préciser, en fonc-
tion de A, sa matrice dans la base B. Montrer que ¥ est symétrique (resp.
antisymétrique) si et seulement si A Dest.

Exercice 5. Soit (a,b,c) # 0,0,0), et soit

xr
fave R =R |y | — ax + by + cz.
z



Soit
0 :R*xR® - R, (u,v) — fape(uAv).

Montrer que ¢ est bilinéaire et calculer sa matrice représentative dans la base
canonique.

Exercice 6.

Soit b: V x V — K une forme bilinéaire symétrique, et soit h: V xV — K
une forme semi-linéaire hermitienne. Montrer les relations suivantes :

(1) 50 + 9, + ) — blar, ) = b(y, ) = b{a9)

(2) (0 + 9,2+ ) ~ bla — y.7 — ) = bz )
(3) 5(h(e + .+ ) — h(z,2) ~ h(y. ) = Reh(r,)
(3) 5o — i, — ig) — h(z,2) — h(y, ) = mh(z,y)

(4) (h(z +y,+y) — iz~ y, 2~ y)) = Reh(z. )
(5) i(h(x —iy,x —1y) — h(x + 1y, +iy)) = Imh(z,y).
Exercice 7.

Soit b: V x V — K une forme bilinéaire symétrique. Pour une partie S de
V', on pose

S+ ={x €V |b(z,s) =0 pour tout s € S}.
(1) Montrer que S* est un sous-espace vectoriel de V.

(2) Pour chaque forme bilinéaire b ci-dessous, montrer que b est symétrique,
et calculer le rang de b.

Calculer également V+ et S*.

x Y1 x
Lb:RXRY =R, b(| 22 |, |92 |)=01pn+zoyi+2192, S={| v | |z+
€3 Ys <

y+2z=0}.
2. b: Ry[X] x Ry[X] = R, (P,Q) — P'(0)Q(0) + P(0)Q'(0), S = Ry[X].

Exercice 8. Démontrer que, pour toute forme bilinéaire symétrique b sur

3



un espace vectoriel E, pour tous sous-espaces vectoriels W, U, nous avons les
propriétés suivantes.

1. (U+W)t=UH)n (W),
2. (UnW)t > U+ Wt
Donner un exemple d’une forme bilinéaire de rang 1 sur R? et des sous-espaces

U, W C R? tels que
(UnNW)*:£Ur+ W

Exercice 9. Soient A, B € M,,(R) des matrices n X n. Montrer que, si pour
tout X, Y € R" on a X'AY = X!BY, alors A = B.



