
Chapitre ISéries entières et fontions holomorphes
La plupart des fontions omplexes dites élémentaires (exponentielle, loga-rithme, fontions trigonométriques et hyperboliques) peuvent se dé�nir direte-ment omme des sommes de � séries entières � ∑n∈N

anz
n de la variable om-plexe z. C'est d'ailleurs ette approhe qui permet d'en démontrer les prinipalespropriétés de la manière la plus rapide et la plus e�ae. Dans e hapitre, noussuivons ette voie : après une brève desription des propriétés générales des sériesentières, nous introduisons d'abord la fontion exponentielle omplexe, puis à par-tir de elle-i, nous déduisons les prinipales propriétés des autres fontions élémen-taires. Nous introduisons ensuite les dé�nitions de base onernant les fontionsholomorphes et l'opérateur de Cauhy-Riemann ∂/∂z, et disutons brièvement lanotion d'appliation onforme.Notations. Tout au long de et ouvrage, nous désignerons par N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ Cles ensembles de nombres usuels (entiers naturels, entiers rationnels, nombresrationnels, réels et omplexes). Si X est un espae topologique (voir appendie A)et S une partie de X , on notera S◦ l'intérieur de S, S l'adhérene de S et

∂S = S r S◦ la frontière de S (ii r est l'opérateur de � di�érene ensembliste �,ainsi noté pour éviter toute onfusion ave la di�érene algébrique −). En�n, si
z0 ∈ C et r ∈ ]0,+∞], on notera respetivement

D(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| < r},
D(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| 6 r},
Γ(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| = r},le disque ouvert de entre z0 et de rayon r, le disque fermé qui en est l'adhéreneet le erle frontière Γ(z0, r) = ∂D(z0, r).1. Séries entières1.1. Rayon de onvergene d'une série entièreRappelons d'abord quelques points de terminologie. Si (un)n>n0

est unesuite de nombres réels ou omplexes, on appelle série de terme général un, notée∑
n>n0

un (ou simplement ∑un), la suite des sommes partielles
sn = un0

+ · · ·+ un, n > n0,



2 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannette suite pouvant être onvergente ou non. Si n0 = 0, la série sera aussi notée∑
n∈N

un. On dit que la série est onvergente si la limite S = limn→+∞ sn existe,et on désigne alors par
S =

+∞∑

n=n0

un,la somme de la série ∑un. Le reste d'ordre n d'une série onvergente ∑un desomme S est par dé�nition
ρn = S − sn =

+∞∑

p=n+1

up.Si la suite un est une suite de fontions réelles ou omplexes x 7→ un(x) dé�niespour x dans un ensemble E, on dit que la suite est uniformément onvergente(resp. normalement onvergente) sur E si∑un(x) onverge pour tout x ∈ E et si
‖ρn‖E = sup

x∈E
|ρn(x)|onverge vers 0 quand n tend vers +∞ (resp. si la série ∑ ‖un‖E onverge).Comme il est bien onnu, la onvergene normale entraîne la onvergene uniforme.Une série entière (omplexe) est par dé�nition une série de la forme∑n∈N

anz
noù les oe�ients an ∈ C et la variable z ∈ C sont omplexes. Le domaine deonvergene de la série entière est l'ensemble ∆ des nombres omplexes z ∈ Cpour lesquels la série onverge. Lorsque la série onverge, nous désignons par

f(z) =

+∞∑

n=0

anz
nla valeur de la somme. Le prinipal résultat onernant le domaine de onvergeneest le suivant.Théorème. Soit∑n∈N

anz
n une série entière omplexe et soit R ∈ [0,+∞] dé�nipar

(1.1.1) R = sup
{
r > 0 ; la suite (|an|rn)n∈N est bornée}Alors le domaine de onvergene ∆ de la série véri�e
D(0, R) ⊂ ∆ ⊂ D(0, R).De plus, la série ∑ anz

n onverge normalement sur tout disque fermé borné
D(0, r) ⊂ D(0, R). Le nombre R est appelé rayon de onvergene. Il est donnépar la formule de Hadamard
(1.1.2) R = lim inf

n→+∞

1
n
√

|an|
,



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 3où la limite est alulée dans [0,+∞], ave la onvention 1/0 = +∞. Si lesoe�ients an sont non nuls et si le quotient de deux termes onséutifs admetune limite
(1.1.3) ℓ = lim

n→+∞

|an+1|
|an|

∈ [0,+∞],alors le rayon de onvergene est R = 1/ℓ (ritère de d'Alembert ).Démonstration. Soit E = {r > 0 ; (|an|rn) est bornée} et R = supE ∈ [0,+∞].Alors, pour |z| > R, on a |z| /∈ E, don la suite (|an||z|n) n'est pas bornée, et parsuite la série ∑n∈N
anz

n diverge. Cei montre que ∆ ⊂ D(0, R).Soit maintenant r > 0 un réel positif tel que r < R = supE. Il existe alors unréel ρ > 0 tel que ρ ∈ E et r < ρ < R. Il existe don une onstante C > 0 telleque |an|ρn 6 C pour tout n ∈ N. Pour z ∈ D(0, r) on en déduit
|anzn| 6 |an|ρn

( |z|
ρ

)n
6 C

( r
ρ

)nave r/ρ < 1. La série est majorée en module par une série géométriqueonvergente. Cei montre que la série onverge normalement sur le disque D(0, r)pour tout r < R, et en partiulier D(0, R) ⊂ ∆. Il ne reste plus qu'à démontrerla formule de Hadamard. C'est presque immédiat : si r > lim inf 1/n
√
|an|, il ya une in�nité d'indies n tels que 1/n

√
|an| 6 r′ pour un ertain r′ ∈ ]0, r[, don

|an|r′n > 1 et la sous-suite orrespondante |an|rn > (r/r′)n n'est pas bornée, paronséquent R 6 r. Inversement, si r < lim inf 1/n
√

|an|, nous avons 1/n
√

|an| > rpour n > n0 assez grand, don la suite |an|rn est bornée (majorée par 1 pour
n > n0), et R > r. Cei implique bien l'égalité R = lim inf 1/n

√
|an|. En�n, leritère de d'Alembert s'obtient en montrant que l'hypothèse lim |an+1|/|an| = ℓimplique limn→+∞

n
√

|an| = ℓ, e qui est élémentaire.Exemples. La série géométrique ∑n>0 z
n admet pour rayon de onvergene

R = 1 et pour domaine de onvergene le disque ouvert ∆ = D(0, 1). Les séries∑
n>1 n

−nzn et∑n>1 n
nzn admettent respetivement pour rayon de onvergene

R = +∞ et R = 0 (d'où ∆ = C, ∆ = {0} respetivement). La formule deHadamard montre qu'on ne hange pas le rayon de onvergene en remplaçant anpar nαan pour α ∈ R quelonque, puisque limn+∞
n
√
nα = 1. Cei peut néanmoinsa�eter les points situés sur la frontière du domaine de onvergene. Ainsi la série∑

n>1 n
−2zn admet pour domaine de onvergene ∆ = D(0, 1) (domaine sur lequelelle est normalement onvergente), tandis que∑n>1 n

−1zn admet pour domaine deonvergene ∆ = D(0, 1) r {1}. En z = 1, on obtient en e�et la série harmonique∑
1/n qui est divergente. Pour z = eiθ de module 1, z 6= 1, la série onverge,omme on peut le voir à partir du lassique lemme d'Abel :Lemme d'Abel. Soit∑n>n0

unvn une série à termes omplexes. On suppose que
un > 0 est une suite déroissante onvergeant vers 0 et que les sommes partielles

sn = vn0
+ vn0+1 + · · · + vn



4 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannsont bornées en module, i.e. |sn| 6 M pour tout n > n0 et une ertaine onstante
M > 0. Alors la série ∑unvn est onvergente.Démonstration. Pour tous les indies q > p > n0, on peut en e�et érire
upvp + · · ·+ uqvq = up(sp − sp−1) + up+1(sp+1 − sp) + · · · + uq(sq − sq−1)

= −upsp−1 + sp(up − up+1) + · · ·+ sq−1(uq−1 − uq) + uqsq.(1.1.4)Comme |sn| 6 M , on déduit de là
|upvp + · · ·+ uqvq | 6 Mup +M(up − up+1) + · · ·+M(uq−1 − uq) +Muq = 2Mup(on a utilisé ii la déroissane de (un) pour voir que up − up+1 > 0). Comme
up → 0 quand p→ +∞, ei montre que les sommes partielles de la série ∑unvnsatisfont le ritère de Cauhy, et la onvergene s'ensuit.Dans l'exemple onsidéré plus haut, on a n0 = 1, un = 1/n, vn = zn = eniθ.Un alul immédiat montre que la somme

v1 + · · ·+ vn = eiθ
eniθ − 1

eiθ − 1est majorée en module par M = 2/|eiθ − 1| pour eiθ 6= 1, d'où la onvergene dela série ∑n>1 z
n/n pour |z| = 1, z 6= 1.1.2. Sommes et produits de séries entièresConsidérons deux séries entières ∑anz

n et∑ bnz
n, de rayons de onvergenerespetifs R′ et R′′. Alors la série somme ∑(an + bn)z
n onverge au moins dansl'intersetion D(0, R′) ∩ D(0, R′′) des disques ouverts de onvergene respetifs,par onséquent son rayon de onvergene R+ satisfait l'inégalité

(1.2.1) R+ > min(R′, R′′).L'inégalité peut être strite. C'est le as par exemple si nous hoisissons an =
2n + 1, bn = −2n, an + bn = 1, les rayons de onvergene respetifs étant
R′ = R′′ = 1/2, R+ = 1. Il est lair néanmoins que l'égalité R = min(R′, R′′) alieu si R′ 6= R′′, puisque la série somme diverge alors pour |z| ∈ ]R′, R′′[, l'une desséries étant onvergente et l'autre divergente.Venons en maintenant à la série produit. On rappelle que le produit∑

p>0 up
∑
q>0 vq des sommes de deux séries numériques absolument onvergentesest égal à la somme ∑n>0 wn de la série de terme général

(1.2.2) wn =
∑

p+q=n

upvq =

n∑

p=0

upvn−p,qui est appelée série produit des séries∑un et∑ vn. Pour le voir, on peut observerqu'on a une majoration
(1.2.3)

∣∣∣
N ′∑

n=0

wn −
N∑

p=0

up

N∑

q=0

vq

∣∣∣ 6 ̺
(u)
N

+∞∑

q=0

|vq| + ̺
(v)
N

+∞∑

p=0

|up|



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 5où ̺
(u)
N , ̺(v)

N désignent respetivement les restes d'ordre N des séries ∑ |un| et∑ |vn|, et où N ′ est un entier arbitraire tel que N ′ > 2N ; en e�et, le membrede gauhe de (1.2.3) est la somme des termes upvq dont les indies sont tels que
p+ q 6 N ′ et (p > N ou q > N) ; les termes upvq tels que p > N ont une sommeinférieure ou égale en module à

N ′∑

p=N+1

|up|
N ′∑

q=0

|vq| 6 ̺
(u)
N

+∞∑

q=0

|vq|,et on a une majoration analogue pour les termes upvq tels que q > N . Si nousappliquons en partiulier e résultat au as des séries entières un = anz
n et

vn = bnz
n, la formule (1.2.2) donne aussit�t wn = cnz

n ave
cn =

∑

p+q=n

apbq =

n∑

p=0

apbn−p,et la série∑ cnz
n est appelée série entière produit (ou parfois produit de Cauhy)des séries entières ∑ anz

n et ∑ bnz
n. On sait que la série produit onvergedans l'intersetion D(0, R′) ∩ D(0, R′′), puisque haun des fateurs y onvergeabsolument en haque point. Le rayon de onvergene R× de la série produitsatisfait don enore l'inégalité

(1.2.4) R× > min(R′, R′′).On peut avoir ii l'inégalité strite, même si R′ 6= R′′. Il su�t de prendre parexemple ∑

n>0

anz
n = 1 +

∑

n>1

2n−1zn =
1 − z

1 − 2z
,

∑

n>0

bnz
n = 1 −

∑

n>1

zn =
1 − 2z

1 − z
,dont la série produit ∑ cnz

n se réduit au seul terme c0 = 1, les rayons deonvergene respetifs étant R′ = 1/2, R′′ = 1, R× = +∞.1.3. Théorème de dérivation terme à termeNous démontrons ii la propriété importante de dérivabilité terme à terme desséries entières.Théorème. Soit f(z) =
∑+∞
n=0 anz

n une série entière de rayon de onver-gene R > 0. Alors la dérivée omplexe
f ′(z) = lim

h∈C∗, h→0

f(z + h) − f(z)

hexiste en tout point du disque ouvert de onvergene D(0, R), et ette dérivée estdonnée par la dérivée � terme à terme � de la série, 'est-à-dire
f ′(z) =

+∞∑

n=1

nanz
n−1.



6 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLes dérivées suessives s'expriment de même sous la forme
f (p)(z) =

+∞∑

n=p

n(n− 1) · · · (n− p+ 1) anz
n−p,et les séries obtenues ont un rayon de onvergene égal au rayon de onvergene

R de la série initiale.Démonstration. Le fait que les séries dérivées terme à terme admettent le mêmerayon de onvergene R vient de e que limn→+∞
n
√
n(n− 1) · · · (n− p+ 1) = 1pour tout p ∈ N. Maintenant, la formule du bin�me donne

(z + h)n = zn + nhzn−1 +

n∑

p=2

Cpnh
pzn−pave Cpn =

n(n− 1)

p(p− 1)
Cp−2
n−2 6 n(n− 1)Cp−2

n−2, d'où
∣∣∣
(z + h)n − zn

h
− nzn−1

∣∣∣ 6 n(n− 1)|h|
n∑

p=2

Cp−2
n−2|h|p−2|z|n−p

= n(n− 1)|h|(|z| + |h|)n−2.Supposons z ∈ D(0, R) et z + h ∈ D(0, R). En multipliant la di�érene i-dessuspar an et en sommant sur n, notre inégalité implique
(1.3.1)

∣∣∣
f(z + h) − f(z)

h
−
∑

n>1

nanz
n−1
∣∣∣ 6 |h|

+∞∑

n=2

n(n− 1)|an|(|z| + |h|)n−2.Si nous prenons |h| 6 δ < R− |z|, alors |z| + |h| 6 |z| + δ < R et par suite
+∞∑

n=2

n(n− 1)|an|(|z| + |h|)n−2 6 M :=
+∞∑

n=2

n(n− 1)|an|(|z| + δ)n−2 < +∞.Cei montre que
lim

h∈C∗, h→0

f(z + h) − f(z)

h
=
∑

n>1

nanz
n−1pour tout z ∈ D(0, R), et le théorème s'ensuit.Inversement, étant donné une série entière f(z) =
∑+∞
n=0 anz

n de rayon deonvergene R > 0, il est lair que f admet sur D(0, R) une � primitive omplexe �
(1.3.2) F (z) =

+∞∑

n=0

an
n+ 1

zn+1 =

+∞∑

n=1

an−1

n
zn ,telle que F ′(z) = f(z) au sens omplexe. De plus la série entière de F admet enore

R omme rayon de onvergene, et les autres primitives sont données par F + Coù C ∈ C est une onstante arbitraire (une fontion G sur D(0, R) admettant unedérivée omplexe G′ nulle est néessairement égale à la onstante G(0), omme onle voit en regardant les fontions de variables réelles u(t) = G(tz), t ∈ [0, 1], dontles dérivées réelles u′(t) sont nulles ; on verra plus loin en (2.1.5) un énoné plusgénéral).



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 71.4. Continuité à la frontièreIl est souvent utile de onnaître le omportement de la somme d'une sérieentière en un point z0 de la frontière du disque de onvergene. La situation peutêtre très ompliquée (au sens où la somme f(z) n'est pas néessairement ontinueen z0 ni même bornée dans un voisinage). On a ependant le résultat de ontinuitépartielle suivant.Théorème. Soit f(z) =
∑
n>n0

anz
n une série entière de rayon de onvergene

R > 0 �ni, et z0 ∈ Γ(0, R) un point du erle de onvergene en lequel la sérieonverge. Alors, si S = Sz0,δ,η ⊂ D(0, R)∪ {z0} est un seteur irulaire fermé desommet z0, non tangentiel, de la forme
Sz0,δ,η =

{
z ∈ C ; |z − z0| 6 δ, | angle(z0 − z, z0)| 6 π/2 − η

}
,on a limz∈S, z→z0 f(z) = f(z0).Autrement dit, la propriété de ontinuité attendue a bien lieu pourvu qu'onne s'approhe pas � tangentiellement � de la frontière.Démonstration. De manière assez analogue à e que nous avons fait pour latransformation d'Abel (1.1.4), posons un = (z/z0)

n, vn = anz
n
0 et ̺n =

∑
p>n vp.Pour q > p > n0 nous obtenons

q∑

n=p

anz
n = upvp + · · · + uqvq

= up(̺p−1 − ̺p) + up+1(̺p − ̺p+1) + · · · + uq(̺q−1 − ̺q)

= up̺p−1 + ̺p(up+1 − up) + · · ·+ ̺q−1(uq − uq−1) − uq̺q.Étant donné ε > 0, la onvergene de la série ∑n>n0
anz

n
0 assure l'existene d'unentier Nε tel que |̺n| 6 ε pour n > Nε. Pour p, q > Nε, nous avons alors

∣∣∣∣∣

q∑

n=p

anz
n

∣∣∣∣∣ 6 ε

(
2 +

∣∣∣
z

z0
− 1
∣∣∣
q−1∑

n=p

∣∣∣
z

z0

∣∣∣
n
)

6 ε

(
2 +

|z − z0|
|z0| − |z|

)puisque
q−1∑

n=p

∣∣∣
z

z0

∣∣∣
n

6

+∞∑

n=0

∣∣∣
z

z0

∣∣∣
n

=
1

1 − |z|/|z0|
=

|z0|
|z0| − |z| .L'hypothèse z ∈ Sz0,δ,η assure préisément que le quotient |z − z0|/(|z0| − |z|)reste borné par une onstante indépendante de z ; en e�et la ondition angulaire

| angle(z0 − z, z0)| 6 π/2 − η équivaut à Re(z0 − z)z0 > |z − z0| |z0| sin η, d'oùsuessivement
|z − z0|2 = |z|2 − |z0|2 + 2 Re(z0 − z)z0 > |z|2 − |z0|2 + 2 |z0| |z − z0| sin η,

(2 |z0| sin η − |z − z0|)|z − z0| 6 (|z| + |z0|)(|z0| − |z|) 6 2 |z0| (|z0| − |z|),e qui implique, pour |z − z0| 6 δ′ := sin η |z0|, l'inégalité
|z − z0|
|z0| − |z| 6

2

sin η
.



8 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannOn en déduit que la série∑ anz
n satisfait le ritère de Cauhy uniforme sur Sz0,δ,η.Cei entraîne la onvergene uniforme de la série et la ontinuité de f sur Sz0,δ,η.1.5. Fontions omplexes élémentairesLa fontion omplexe la plus fondamentale est d'une ertaine façon la fontionexponentielle omplexe. On peut la dé�nir au moyen de la fontion exponentielleréelle et des fontions trigonométriques (à supposer que elles-i aient déjà étéonstruites de manière rigoureuse). Le proédé le plus simple onsiste en fait à ladé�nir diretement à partir de sa série entière.Dé�nition. On pose

ez = exp(z) :=
+∞∑

n=0

zn

n!
.pour tout z ∈ C, le rayon de onvergene de la série étant +∞.D'après le théorème de dérivation des séries entières, la fontion exp estdérivable sur C tout entier et on a exp′ = exp. L'autre propriété fondamentale deette fontion est la propriété d'homomorphisme de groupe.Propriété fondamentale. Pour tous z, w ∈ C, on a ez+w = ezew, et la fontion

exp dé�nit un homomorphisme du groupe additif (C,+) sur le groupe multipliatif
(C∗,×).Démonstration. On a ezew =

∑
p>0 up

∑
q>0 vq ave up = zp/p! et vq = wq/q! , etla formule (1.2.2) fournit alors une série produit ∑wn telle que

wn =
n∑

p=0

zp

p!

wn−p

(n− p)!
=

1

n!

n∑

p=0

Cpnz
pwn−p =

(z + w)n

n!
.L'égalité ezew = ez+w en déoule. De là, en partiulier, on déduit eze−z = e0 = 1,d'où ez ∈ C∗. L'appliation exponentielle dé�nit don bien un homomorphismede groupes exp : (C,+) → (C∗,×). La surjetivité de ette appliation seradémontrée plus loin.À partir de la fontion exponentielle, on dé�nit lassiquement les fontionsosinus et sinus hyperboliques

ch z :=
ez + e−z

2
=

+∞∑

n=0

z2n

(2n)!
,

sh z :=
ez − e−z

2
=

+∞∑

n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
,aussi notées cosh et sinh dans le monde anglo-saxon ('est-à-dire partout sauf en



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 9Frane !), et les fontions trigonométriques usuelles
cos z :=

eiz + e−iz

2
= ch(iz) =

+∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
,

sin z :=
eiz − e−iz

2i
=

sh(iz)

i
=

+∞∑

n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
.Ces séries entières ont un rayon de onvergene in�ni. Comme leurs oe�ientssont réels, les fontions ainsi dé�nies prennent des valeurs réelles sur R, et véri�entles relations de onjugaison exp z = exp z, ch z = ch z . . .La propriété d'homomorphisme de la fontion exponentielle entraîne toutesles formules trigonométriques usuelles, par exemple les formules � d'addition �

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b . . . , qui sont valables pour tous a, b ∈ C.Par ailleurs, si on érit z = x+ iy, il vient
(1.5.1) ez = exeiy = ex(cos y + i sin y)où (cos y)2 + (sin y)2 = eiye−iy = 1. De là on déduit leThéorème.(i) La fontion exponentielle réelle induit un isomorphisme de groupes

(R,+) → (R∗
+,×), x 7→ ex.(ii) La fontion cos : R → R admet un plus petit zéro positif qui sera noté π/2

('est don là une dé�nition de π). La fontion exponentielle omplexe estpériodique de période 2iπ et induit des isomorphismes de groupes
(R/2πZ,+) → (S1,×), y 7→ eiy,

(C/2iπZ,+) → (C∗,×), z 7→ ez,où S1 = {z ∈ C ; |z| = 1} désigne le erle unité dans C.Démonstration. (i) Il su�t de montrer que exp est une bijetion ontinue roissantede R sur ]0,+∞[. C'est lair d'après la théorie élémentaire des fontions d'unevariable réelle : on a par dé�nition même ex > 1 + x > 0 pour x > 0, d'où
limx→+∞ ex = +∞, tandis que la relation ex = 1/e−x implique ex > 0 pour x 6 0et limx→−∞ ex = 0 ; en�n exp est dérivable de dérivée exp′ = exp > 0, donstritement roissante sur R.(ii) Supposons par l'absurde que la fontion cos ne s'annule pas sur [0,+∞[.Comme cos 0 = 1, le théorème des valeurs intermédiaires entraînerait alors
cos y > 0 pour tout y ∈ [0,+∞[. Comme sin′ = cos, la fontion sin seraitpositive et stritement roissante sur [0,+∞[. Le théorème des aroissements�nis et l'égalité cos′ y = − sin y donneraient alors cos y 6 cos 1 − (y − 1) sin 1pour tout y > 1, par onséquent cos y < 0 pour y assez grand, e qui est uneontradition. L'ensemble [0,+∞[ ∩ cos−1(0) qui est fermé et non vide, possède



10 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemanndon un plus petit élément π/2, on a par suite cosπ/2 = 0 et cos y > 0 pour
y ∈ [0, π/2[. Cei entraîne que la fontion y 7→ sin y est une bijetion roissante de
[0, π/2] sur [0, 1], et on voit ainsi que l'appliation [0, π/2] ∋ y 7→ eiy paramétrisebijetivement le premier quart de erle |z| = 1, Re z > 0, Im z > 0. Les relations
eiπ/2 = i, ei(y+π/2) = i eiy, e2iπ = 1 montrent alors failement que y 7→ eiy induitun homéomorphisme R/2πZ → S1 qui est par ailleurs un isomorphisme de groupes(� théorème fondamental de la mesure des angles �).En�n, le troisième isomorphisme se déduit failement des deux premiers etdu fait que tout nombre omplexe z 6= 0 s'érit de manière unique sous la forme
z = ρu ave ρ ∈ R∗

+ et u ∈ S1, à savoir ρ = |z| et u = z/|z|.Nous noterons ln la fontion logarithme népérien (réel), qui est par dé�nitionl'isomorphisme de groupes
ln : (R∗

+,×) → (R,+) inverse de exp : (R,+) → (R∗
+,×).Par ailleurs si z = ρeiθ est un nombre omplexe non nul, ave ρ = |z| > 0, nousnoterons θ = arg z ∈ R/2πZ. Pour z = x + iy ∈ C, la relation (1.5.1) donne lesrelations fondamentales

|ez| = ex = eRe z(1.5.2)

arg(ez) = y = Im z mod 2πZ.(1.5.3)1.6. Fontion logarithme omplexeÉtant donné un nombre omplexe w 6= 0, la résolution de l'équation omplexe
ez = w s'obtient aisément à partir des formules (1.5.2) et (1.5.3). Celles-i donnenten e�et

|w| = eRe z, arg(w) = Im z mod 2πZd'où Re z = ln |w| et
z = Re z + i Im z = ln |w| + i argw mod 2iπZ.Pour lever l'ambiguïté du hoix de l'argument, on proède omme suit. Soit θ0un réel �xé et Ωθ0 ⊂ C l'ouvert onstitué des nombres omplexes non nuls z dontl'argument n'est pas égal à θ0 + π mod 2π, 'est-à-dire

Ωθ0 = C∗ r (R∗
−)eiθ0 .

(R∗
−)eiθ0

Ωθ00

θ0 + π



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 11Pour z ∈ Ωθ0 , on dé�nit alors argθ0 z omme l'unique détermination θ del'argument de z telle que θ ∈ ]θ0 −π, θ0 +π[, et on dé�nit la � détermination logθ0du logarithme omplexe � par
(1.6.1) logθ0 z = ln |z| + i argθ0 z, ∀z ∈ Ωθ0 .Il est important de noter que les fontions argθ0 et logθ0 ne peuvent se prolonger parontinuité à C∗ ; en e�et, en un point de la demi-droite ouverte R∗

−e
iθ0 , les limitesdes fontions argθ0 et logθ0 de part et d'autre de la demi-droite di�èrent de 2π(resp. 2iπ). Dans la suite de et ouvrage, on onviendra de noter respetivement

Arg et Log les déterminations orrespondant au hoix θ0 = 0 ('est-à-dire quel'argument est hoisi dans ] − π, π[). Ces déterminations, qui sont dé�nies dansle omplémentaire C r R− de la demi-droite réelle négative, seront appelées lesdéterminations prinipales de l'argument et du logarithme omplexe.Proposition. Pour tout θ0, la fontion logθ0 est telle que exp ◦ logθ0 = Id sur Ωθ0 .Elle admet en tout point une dérivée omplexe
log′θ0 z = lim

C∋ζ→z

logθ0 ζ − logθ0 z

ζ − z
=

1

z
.Démonstration. La propriété exp ◦ logθ0 = Id résulte diretement de la onstru-tion. Pour la deuxième, posons w = logθ0 z et η = logθ0 ζ. Quand ζ tend vers z,il est lair que η tend vers w par ontinuité du logarithme (ontinuité qui résulteelle même de la ontinuité de la fontion argθ0 sur Ωθ0), et par suite le quotient

logθ0 ζ − logθ0 z

ζ − z
=

η − w

exp η − expw
=

(
exp η − expw

η − w

)−1onverge vers 1/ exp′ w = 1/ expw = 1/z.Considérons maintenant la fontion Log(1 + z), qui bien dé�nie sur l'ouvert
Ω = C r ] −∞,−1]. Sa dérivée omplexe est donnée par Log′(1 + z) = 1/(1 + z),et on a don un développement en série entière

Log′(1 + z) = 1 − z + z2 − z3 + · · · + (−1)nzn + · · ·sur le disque ouvert D(0, 1). Comme Log 1 = 0, la formule (1.3.2) donne
(1.6.2) Log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · · + (−1)n−1 z

n

n
+ · · · ,ave un rayon de onvergene enore égal à 1. Comme on l'a vu dans le § 1.1, la sérieentière (1.6.2) onverge en tout point de Γ(0, 1)r{−1}. On en déduit par ontinuitéque l'égalité a lieu en tout point du domaine de onvergene ∆ = D(0, 1) r {−1}.En partiulier, nous trouvons pour z = 1 l'identité lassique

ln 2 = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ · · · .



12 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannMaintenant que nous disposons de la fontion logarithme (ou plut�t desdiverses déterminations du logarithme), nous pouvons dé�nir des déterminationsorrespondantes
(1.6.3) zα = exp(α logθ0 z), z ∈ Ωθ0de la fontion � puissane omplexe �, dé�nies pour un exposant α ∈ C quelonque.La formule de dérivation des fontions omposées montre que l'on a enore
(1.6.4)

d

dz
zα = αzα−1 sur Ωθ0 .On prendra ependant garde au fait que les valeurs zα obtenues peuvent êtreomplètement di�érentes suivant les déterminations hoisies. Ainsi, on obtient

ii = e−π/2 ave la détermination prinipale du logarithme, tandis que ii = e−5π/2ave la détermination log2π.La détermination prinipale (1 + z)α = exp(αLog(1 + z)) dé�nie sur l'ouvert
Cr ]−∞,−1] admet sur le disque unité D(0, 1) un développement en série entière
(1.6.5) (1 + z)α = 1 + αz +

α(α− 1)

2
z2 · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
zn · · · ,onnu sous le nom de formule de Newton. Pour le voir, notons f(z) la sommede la série. Celle-i admet un rayon de onvergene R = 1 d'après le ritère ded'Alembert, ar

an+1

an
=
α− n

n+ 1
→ −1 quand n→ +∞.D'autre part, une dérivation terme à terme fournit la série ∑n>1 nanz

n−1 ave
nan =

α(α− 1) · · · (α− n+ 2)

(n− 1)!
(α− n+ 1) = αan−1 − (n− 1)an−1,d'où f ′(z) = αf(z)− zf ′(z). Cei implique que la somme f(z) de la série satisfaitl'équation di�érentielle linéaire (1+ z)f ′(z) = αf(z). On voit alors d'après (1.6.4)que la fontion quotient f(z)/(1 + z)α admet une dérivée identiquement nullesur D(0, 1). Le quotient est don identiquement égal à sa valeur pour z = 0,soit 1.Remarque. Pour développer (1+z)α en série, on pourrait aussi songer à appliquerla formule de Taylor, mais on se trouve devant une di�ulté pour majorer le reste,notamment lorsque z est prohe de −1 ; ette di�ulté sera omplètement résoluepar les résultats du Chapitre II (f. § 3.3, Corollaire), démontrant l'analytiité desfontions holomorphes.Conséquene. Les développements en série entière de (1 + z2)−1 et (1− z2)−1/2fournissent par intégration des développements en série entière onvergents sur



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 13le disque D(0, 1) de fontions qui étendent au plan omplexe les fontions réellesorrespondantes
Arctan z = z − z3

3
+
z5

5
− · · · + (−1)n

z2n+1

2n+ 1
+ · · · ,(1.6.6)

Arcsin z = z +
+∞∑

n=1

1.3.5 . . . (2n− 1)

2.4.6 . . .2n

z2n+1

2n+ 1
.(1.6.7)La série de l'Artan, égale à 1

2i Log 1+iz
1−iz , onverge pour tout z ∈ D(0, 1)r{+i,−i},tandis que elle de l'Arsin est absolument onvergente sur le disque fermé D(0, 1).2. Fontions holomorphes, ondition de Cauhy-Riemann2.1. Dé�nition des fontions holomorphesOn a vu dans la setion § 1 l'importane de la notion de dérivabilité au sensomplexe. Cei justi�e la dé�nition suivante.Dé�nition. Soit Ω ⊂ C une partie ouverte du plan omplexe et f : Ω → C unefontion omplexe. On dit que f est holomorphe si f est C-dérivable en tout point,'est-à-dire si la limite

f ′(z) = lim
h∈C∗, h→0

f(z + h) − f(z)

hexiste en tout point z ∈ Ω.Notations. Conformément à l'usage ourant (dérivé de l'Italien, où holomorphese dit olomor�o), l'ensemble des fontions holomorphes sur Ω sera noté O(Ω).Si f ∈ O(Ω), la dérivée de f sera notée indi�éremment f ′(z) ou df/dz.Comme l'existene d'une dérivée implique automatiquement la ontinuité, on a
O(Ω) ⊂ C0(Ω), où C0(Ω) désigne l'espae des fontions ontinues Ω → C.Propriétés élémentaires. Soit Ω ⊂ C un ouvert et f, g ∈ O(Ω). Alors(2.1.1) ∀λ, µ ∈ C, λf + µg ∈ O(Ω) et (λf + µg)′ = λf ′ + µg′.(2.1.2) fg ∈ O(Ω) et (fg)′ = f ′g + fg′.(2.1.3) f

g
∈ O(Ω r g−1(0)) et (f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
.(2.1.4) Si f(Ω) est ontenu dans un ouvert Ω′ et si h ∈ O(Ω′), alors h ◦ f ∈ O(Ω)et (h ◦ f)′ = (h′ ◦ f) f ′.(2.1.5) Si f ′ = 0, alors f est onstante sur haque omposante onnexe de Ω.Démonstration. La démonstration de es propriétés est presque entièrementanalogue à elle des propriétés orrespondantes pour les fontions réelles d'une



14 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannvariable réelle, nous omettrons don les détails. En e qui onerne (2.1.5), onpeut supposer Ω onnexe. Alors deux points quelonques de Ω peuvent être jointspar un hemin polygonal traé dans Ω, et il su�t don de montrer que f(a) = f(b)pour tout segment [a, b] ⊂ Ω. Or ei résulte du fait que la fontion de variableréelle ϕ(t) = f(a+ t(b−a)) a une dérivée ϕ′(t) = (b−a)f ′(a+ t(b−a)) nulle pourtout t ∈ [0, 1].Il résulte en partiulier des propriétés (2.1.2), (2.1.3) que l'ensemble desfontions holomorphes (O(Ω),+,×, ·) a une struture de C-algèbre pour les loisusuelles d'addition, de multipliation et de produit d'une fontion par un salaireomplexe.Fontions entières. On appelle fontions entières les fontions qui sont holo-morphes sur C tout entier, 'est-à-dire les fontions de O(C).Exemples. Nous avons déjà démontré que les sommes de séries entières dé�nissentdes fontions holomorphes sur leur disque ouvert de onvergene. Ainsi lesfontions polyn�mes P (z) = a0 + a1z + · · · + anz
n, les fontions exp, cos, sin,

ch, sh dé�nissent des fontions holomorphes sur C tout entier (i.e. des fontionsentières). On a par ailleurs
tan =

sin

cos
∈ O

(
C r (π/2 + πZ)

)
, cotan =

cos

sin
∈ O

(
C r πZ

)
,

th =
sh

ch
∈ O

(
C r (iπ/2 + iπZ)

)
, coth =

ch

sh
∈ O

(
C r iπZ

)
,et de même les déterminations logθ0 et z 7→ zα = exp(α logθ0 z) du logarithme etdes fontions puissanes sont holomorphes sur l'ouvert Ωθ0 = C∗ r (R∗

−)eiθ0 .Contre-exemples. Il n'est pas très di�ile de trouver des exemples de fontionsnon holomorphes, on peut même en donner qui soient indé�niment di�érentiablesau sens réel. Ainsi la fontion f(z) = z n'admet nulle part de dérivée omplexe,puisque la limite
lim

C∗∋h→0

f(z + h) − f(z)

h
= lim

C∗∋h→0

h

hn'existe pas (si on pose h = ρeiθ, alors h/h = e−iθ/eiθ = e−2iθ admet des limitesdi�érentes suivant haune des demi-droites issues de l'origine). On véri�era demême que la fontion f(z) = |z|2 n'admet pas de dérivée omplexe, sauf au point
z = 0 en lequel la dérivée est nulle.2.2. Rappels sur la notion de di�érentiabilitéSoient E et F des espaes vetoriels de dimension �nie sur le orps K = Rou C. Étant donné un ouvert Ω dans E, rappelons qu'une appliation f : Ω → Fest dite K-di�érentiable en un point x ∈ Ω s'il existe une appliation K-linéaire
ℓ ∈ LK(E, F ) et une fontion ε dé�nie sur un voisinage V de l'origine dans E,telles que pour h dans V on ait
(2.2.1) f(x+ h) = f(x) + ℓ(h) + ‖h‖ε(h),



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 15ave limh→0 ε(h) = 0 (‖ ‖ désigne ii une norme quelonque sur E ; parailleurs, l'adjetif � di�érentiable � utilisé seul fera toujours référene à la R-di�érentiabilité, si le orps de base n'est pas préisé). L'appliation linéaire ℓs'appelle di�érentielle de f au point x et elle est notée ℓ = dfx. Rappelonspar ailleurs les onventions de notations usuelles onernant les O et o, ditesonventions de Landau : si h 7→ η(h) est une fontion arbitraire, on érit
η(h) = O(‖h‖p) ⇐⇒ ∃C > 0, ‖η(h)‖ 6 C‖h‖p,
η(h) = o(‖h‖p) ⇐⇒ ∃ε, lim

h→0
ε(h) = 0 et ‖η(h)‖ 6 ε(h) ‖h‖p.La formule (2.2.1) peut alors se rérire sous la forme

(2.2.2) f(x+ h) = f(x) + dfx(h) + o(‖h‖).Si f est di�érentiable sur Ω, on note df : Ω → LK(E, F ), x 7→ dfx, l'appliationdi�érentielle de f . Étant donné une base (e1, . . . , en) de E et h =
∑

16j6n hjej ∈
E, une appliation linéaire ℓ ∈ LK(E, F ) s'exprime de manière unique sous laforme
(2.2.3) ℓ(h) =

∑

16j6n

hjvj , vj ∈ F,ave des veteurs vj = ℓ(ej) quelonques. En partiulier, la di�érentielle df s'érit
(2.2.4) dfx(h) =

∑

16j6n

hj
∂f

∂xj
, ∀h =

∑
hjej ,où ∂f/∂xj = dfx(ej) ∈ F est la dérivée partielle de f dans la diretion ej . Si

f est linéaire, il est lair que f admet une di�érentielle en tout point et quesa di�érentielle oïnide ave f . Les fontions oordonnées xj , vues ommedes fontions E → K, admettent elles-mêmes des di�érentielles dxj telles que
dxj(h) = hj . L'identité (2.2.3) devient alors
(2.2.5) ℓ =

∑

16j6n

dxj · vj =
∑

16j6n

dxj · ℓ(ej)et, en partiulier, (dx1, . . . , dxn) est une base du K-espae vetoriel LK(E,K). Ceinous permet d'exprimer la di�érentielle df sous la forme plus familière
(2.2.6) df =

∑

16j6n

∂f

∂xj
dxj .



16 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann2.3. Opérateurs ∂/∂z et ∂/∂zDans le as où f prend sa soure dans un ouvert Ω ⊂ C, nous utiliseronsl'identi�ation anonique C ≃ R2 pour érire la variable indi�éremment z = x+iyou z = (x, y). Si f : Ω → C est R-di�érentiable, nous avons une di�érentielle
df =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.Comme on travaille sur C, il est beauoup plus ommode de faire intervenir lavariable omplexe z = x + iy et sa variable onjuguée z = x − iy plut�t que lesvariables réelles x et y. La propriété de C-linéarité de la di�érentiation entraîne

dz = dx+ i dy,

dz = dx− i dy.Cei permet de substituer dx = 1
2 (dz + dz) et dy = − i

2 (dz − dz) dans (2.2.6), equi donne
df =

1

2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
dz +

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
dz.L'idée sous-jaente à e alul est qu'on dispose de deux bases du C-espae vetoriel

LR(C,C), à savoir (dx, dy) et (dz, dz), et qu'à bien des égards la deuxième est plusommode que la première. On est alors amené à poser la dé�nition suivante.Dé�nition. Si z = x + iy ∈ Ω ⊂ C, et si f : Ω → C est une fontion R-di�é-rentiable, on note
(2.3.1)

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
.La di�érentielle de f peut alors s'érire

(2.3.2) df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz.Remarque. Les opérateurs ∂/∂z et ∂/∂z sont onjugués, 'est-à-dire que l'on a

(∂f
∂z

)
=
∂f

∂z
,

(∂f
∂z

)
=
∂f

∂z
.Nous pouvons maintenant énoner l'importante aratérisation suivante desfontions holomorphes.Caratérisation des fontions holomorphes. Étant donné un ouvert Ω ⊂ Cet une fontion f : Ω → C, il y a équivalene entre(i) f est holomorphe dans Ω.



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 17(ii) f est R-di�érentiable sur Ω et dfz est C-linéaire en tout point z ∈ Ω.(iii) f est R-di�érentiable sur Ω et ∂f/∂z = 0 en tout point z ∈ Ω (ette dernièreondition est onnue sous le nom de ondition de Cauhy-Riemann).Si l'une de es onditions est réalisée, on a
∂f

∂z
= f ′,

∂f

∂z
= 0.Démonstration. (i)⇒ (ii) En e�et, l'existene d'une dérivée omplexe f ′(z) en toutpoint z ∈ Ω se traduit par l'existene d'une fontion ε dé�nie sur un voisinage del'origine dans C, telle que limh→0 ε(h) = 0 et

f(z + h) − f(z)

h
= f ′(z) + ε(h)au voisinage de 0. On a don

f(z + h) = f(z) + f ′(z)h+ h ε(h),e qui implique que f admet une di�érentielle dfz ∈ LR(C,C), telle que
dfz(h) = f ′(z)h. Cette di�érentielle est bien C-linéaire.(ii) ⇒ (iii) L'ériture (2.3.2) équivaut à

dfz(h) =
∂f

∂z
h+

∂f

∂z
h.On a don

dfz(ih) = i
∂f

∂z
h− i

∂f

∂z
h,et on voit que la ondition de C-linéarité dfz(ih) = i dfz(h) est réalisée pour tout

h si et seulement si ∂f/∂z = 0.(iii)⇒ (i) Sous l'hypothèse (iii), la dé�nition de la di�érentiabilité jointe à l'ériture(2.3.2) fournit
f(z + h) = f(z) +

∂f

∂z
(z)h+ o(h).Cei implique bien l'existene d'une dérivée omplexe f ′(z) = ∂f(z)/∂z en toutpoint z ∈ Ω.Autre formulation de la ondition de Cauhy-Riemann. Soit f = u+iv unefontion omplexe dé�nie sur un ouvert Ω du plan omplexe, ave u, v : Ω → R.Nous avons

∂f

∂z
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+ i
(∂u
∂y

+ i
∂v

∂y

))
,don la ondition de Cauhy-Riemann ∂f/∂z = 0 se traduit par les deux onditionsde � onjugaison de Cauhy-Riemann � (g et h sont alors dites onjuguées)

(2.3.3)
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.



18 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannCas des fontions polynomiales dans C ≃ R2. Les fontions omplexespolynomiales de deux variables x, y et de degré inférieur ou égal à d peuvents'érire sous la forme
P (x, y) =

∑

06α+β6d

cαβx
αyβave des oe�ients omplexes cαβ. Lorsqu'on travaille dans C, il est préférablede substituer x = (z + z)/2 et y = (z − z)/2i, e qui donne une autre ériture

(2.3.4) P (z) =
∑

06α+β6d

aαβz
αzβave de nouveaux oe�ients aαβ. Comme

∂

∂z
z = 1,

∂

∂z
z = 0,

∂

∂z
z = 0,

∂

∂z
z = 1,on voit que les oe�ients aαβ sont uniquement déterminés par la fontion P àpartir de la formule

(2.3.5) aαβ =
1

α!β!

∂α+β

∂zα∂zβ
P (0).Cei peut se réinterpréter omme un isomorphisme d'anneaux C[x, y] ≃ C[z, z].La fontion z 7→ P (z) est holomorphe si et seulement si aαβ = 0 pour β > 0,autrement dit si P ∈ C[z].2.4. Opérateur Laplaien et fontions harmoniquesSupposons, ave les notations préédentes, que f = u+ iv soit holomorphe etde lasse C2 (omme on le verra au hapitre II, § 3.1, ette dernière ondition esten fait super�ue, ar l'holomorphie entraîne l'in�nie di�érentiabilité de f). Danse as g et h sont de lasse C2 et nous trouvons

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

(∂v
∂y

)
+

∂

∂y

(
− ∂v

∂x

)
= 0,(2.4.1′)

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
=

∂

∂x

(
− ∂u

∂y

)
+

∂

∂y

(∂u
∂x

)
= 0(2.4.1′′)grâe au théorème de Shwarz relatif à la ommutation des dérivées partielles.Le Laplaien (agissant sur les fontions h(x, y) de deux variables réelles) estpar dé�nition l'opérateur di�érentiel ∆ d'ordre 2 dé�ni par

(2.4.2) ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2Dé�nition. Soit Ω un ouvert de R2 (ou de C). Une fontion h : Ω → C est diteharmonique si h est de lasse C2 et ∆h = 0.



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 19Une autre démonstration des propriétés d'harmoniité (2.4.1) onsiste à ob-server que ∆ s'érit omme la omposée d'opérateurs
(2.4.3) ∆ =

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
◦
( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
= 4

∂

∂z
◦ ∂

∂z
= 4

∂

∂z
◦ ∂

∂z(attention, on utilise ii de nouveau le théorème de Shwarz !). La onditiond'holomorphie ∂f/∂z implique don ∆f = 0, et de là, on déduit ∆u + i∆v = 0,d'où ∆u = ∆v = 0.Les aluls préédents nous permettent d'énoner le théorème suivant (nousomettrons ii l'hypothèse C2 sur les fontions holomorphes, puisque nous verronsultérieurement que elles-i sont automatiquement de lasse C∞). On notera quela onjuguée g d'une fontion holomorphe g est harmonique, don toute fontion
h de la forme h = f + g, ave f et g holomorphes, est harmonique.Proposition. Si Ω est un ouvert de C et si f ∈ O(Ω), alors u = Re f , v = Im fsont des fontions harmoniques et sont liées par les relations de onjugaison deCauhy-Riemann (2.3.3).Inversement, si u et v sont des fontions de lasse C2 sur Ω liées par lesrelations de onjugaison de Cauhy-Riemann, alors u et v sont harmoniques et
f = u + iv est holomorphe sur Ω. De telles fontions harmoniques u, v sontappelées fontions harmoniques onjuguées.Corollaire. Si f est holomorphe sur Ω ⊂ C et ne s'y annule pas, la fontion ln |f |est harmonique.Démonstration. Pour le voir, on peut utiliser le fait qu'il existe loalement desdéterminations holomorphes log f du logarithme omplexe de f (si z0 ∈ Ω, on seplae dans un disque D(z0, r) assez petit pour que f(D(z0, r)) soit ontenu dans undisque D(f(z0), ε) de rayon ε < |f(z0)| ; un tel disque est disjoint de la demi-droiteissue de 0 passant par −f(z0)). Alors ln |f | = Re(log f) sur D(z0, r), et par suite
ln |f | est harmonique. Bien entendu, ette propriété pourrait aussi se démontrerpar un alul diret. Nous laissons au leteur le soin de faire e alul.2.5. Appliations onformesSoit f : Ω → Ω′ une appliation R-di�érentiable entre deux ouverts Ω, Ω′de R2. On s'intéresse au problème de savoir à quelle ondition f � onserve lesangles � au sens suivant : étant donné deux ourbes régulières γ1 et γ2 de lasse
C1 traées dans Ω et passant par un même point z, les ourbes images f ◦ γ1 et
f ◦γ2 forment entre elles au point f(z) un angle égal à l'angle formé par γ1 et γ2 aupoint z (shéma i-dessous). On dit alors que f est une appliation onforme. Cettequestion est apparue historiquement au ours des 16e et 17e sièles, en liaison avedes problèmes de artographie (nous y reviendrons plus en détail au Chapitre ??,à l'oasion de l'étude de la sphère de Riemann).Soient don γ1, γ2 : ] − a, a[ → Ω deux ourbes de lasse C1 telles que
γ1(0) = γ2(0) = z, admettant des demi-tangentes bien dé�nies γ′1(0) 6= 0,
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γ′2(0) 6= 0. L'angle entre les 2 ourbes (orientées) est par dé�nition l'angle deleurs demi-tangentes angle(γ′1(0), γ′2(0)). Supposons dans un premier temps que
dfz ∈ LR(C,C) soit un isomorphisme. Alors les ourbes images f ◦ γ1 et f ◦ γ2admettent au point f(z) des demi-tangentes bien dé�nies

(f ◦ γ1)
′(0) = dfz(γ

′
1(0)) 6= 0, (f ◦ γ2)

′(0) = dfz(γ
′
2(0)) 6= 0.

Ω

Ω′

z

f(z)

γ1 γ2

γ′2(0) γ′1(0)

f

dfz

f ◦ γ1

f ◦ γ2

dfz(γ′
1(0))

dfz(γ′
2(0))

Par onséquent, la propriété de onservation des angles évoquée plus haut équivautà l'hypothèse que l'appliation linéaire dfz préserve l'angle d'un ouple de veteursquelonques. Rappelons qu'une appliation linéaire bijetive ℓ ∈ LR(C,C) on-serve les angles orientés (resp. onserve l'angle en valeur absolue, mais ave hange-ment de signe), si et seulement si 'est une similitude direte (resp. une similitudeindirete)
ℓ(h) = ah, (resp. ℓ(h) = ah), a ∈ C∗.Pour le voir, il su�t d'observer que ℓ transforme néessairement une base orthonor-mée (v1, v2) en une base orthogonale, et on doit avoir de plus ‖ℓ(v1)‖ = ‖ℓ(v2)‖pour que la onservation des angles ait lieu (au moins en valeur absolue) ; onobtient alors une similitude direte (resp. indirete) si (ℓ(v1), ℓ(v2)) a même orien-tation que (v1, v2) (resp. une orientation inverse). On peut don énonerProposition. Soit f : Ω → Ω′ une appliation entre ouverts de C admettant entout point une di�érentielle dfz ∈ LR(C,C) inversible. Alors(i) f est une appliation onforme (préservant l'orientation) si et seulement si fest holomorphe ;(ii) f est une appliation onforme inversant l'orientation si et seulement si f estanti-holomorphe, 'est-à-dire si dfz est une appliation C-anti-linéaire en toutpoint z ∈ Ω.Remarque. Même lorsque f est holomorphe, il n'y a en général pas onservationdes angles en un point z0 où dfz0 n'est pas inversible (e qui, dans e as, équivaut à

f ′(z0) = 0). Considérons en e�et f(z) = zn, z0 = 0 et γ1(t) = t eiθ1 , γ2(t) = t eiθ2 ,
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t ∈ R. Il est lair que la ourbe image f ◦ γj(t) = tneinθj admet en t = 0+ unedemi-tangente d'angle polaire nθj . L'angle des demi-tangentes à droite se trouvedon multiplié par n sous l'ation de f (alors que et angle est préservé en toutpoint z0 6= 0, d'après l'énoné préédent).La notion d'appliation anti-holomorphe, quant à elle, est préisée par l'énonésuivant (la démonstration, tout à fait immédiate, sera laissée au leteur).Caratérisation des appliations anti-holomorphes. Soit Ω un ouvert de
C et f : Ω → C une appliation. Alors il y a équivalene entre les propriétéssuivantes :(i) la fontion f : Ω → C, z 7→ f(z), est holomorphe ;(ii) la fontion z 7→ f(z) est holomorphe sur l'ouvert Ω′ = {z ; z ∈ Ω} miroir de

Ω par rapport à la droite réelle;(iii) f est di�érentiable et, pour tout point z ∈ Ω, la di�érentielle dfz ∈ LR(C,C)est C-anti-linéaire ;(iv) f est di�érentiable et ∂f/∂z = 0 sur Ω.3. Exeries3.1. Montrer que pour tout z ∈ C on a
lim

n→+∞

(
1 +

z

n

)n
= exp(z),ave onvergene uniforme sur tout ompat de C.3.2. Soient Ω un ouvert de C et f : Ω → C, g : f(Ω) → C deux appliations delasse C1 au sens réel.a) Caluler ∂

∂z
(g ◦ f) et ∂

∂z̄
(g ◦ f).b) En déduire que ∂f̄

∂z
=

(
∂f

∂z̄

) et que ∂f̄
∂z̄

=

(
∂f

∂z

).3.3. Développements limités en z, z.a) Caluler l'image par ∂

∂z
et ∂

∂z̄
de la fontion zn(z̄)m, où (n,m) ∈ N2.b) Soit f : R2 → C possédant un développement limité à l'ordre n en (0, 0), entermes des variables réelles (x, y). Montrer qu'il existe aαβ ∈ C, α, β ∈ N, telsque

f(x, y) =
n∑

k=0

∑

α+β=k

aαβz
αz̄β +O(|z|n+1).Exprimer aαβ en fontion des dérivées de f par rapport aux variables z et z̄.



22 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann) Montrer que lorsque f est analytique réelle* au voisinage de 0, alors elle estholomorphe si et seulement si aαβ = 0 pour tout β > 0.3.4. Soient Ω un ouvert onnexe de C et f : Ω → C une fontion holomorphe. Enutilisant les onditions de Cauhy-Riemann, montrer que f est onstante si ellevéri�e l'une des onditions suivantes :a) f(z) = f(z̄),b) Re(f) = cste,) Im(f) = cste,d) |f | = cste,e) Arg(f) = cste.3.5. Polyn�mes harmoniques.a) Déterminer tous les polyn�mes harmoniques réels homogènes de degré 3 sur R2.b) Pour un tel polyn�me P déterminer toutes les fontions holomorphes u dont
P est la partie réelle.3.6. Soit Ω un ouvert onnexe de R2, et f : Ω → R2 une fontion R-di�érentiable,à di�érentielle inversible ontinue. On suppose que pour tout (x0, y0) ∈ Ω, f envoiel'horizontale et la vertiale en (x0, y0) sur deux ourbes orthogonales en f(x0, y0),et on suppose que la même hypothèse est satisfaite pour les bissetries. Montrerque f est holomorphe ou anti-holomorphe.3.7. Lemme de la partie réelle.a) Soit f(z) =

∑
n>0 cnz

n une série entière de rayon de onvergene +∞. Onérit f(z) = U(z) + iV (z).b) Montrer que pour n > 1 on a cn =
1

πrn

∫ 2π

0

U(reiθ)e−inθdθ.) On note
Mf (r) = sup

|z|6r
|f(z)|, Af (r) = sup

|z|6r
Re f(z) = sup

|z|6r
U(z),et on suppose dans un premier temps que f(0) = 0. En observant que∫ 2π

0
U(reiθdθ = 0, montrer que |cn| 6 2Af (R)/Rn pour n > 1. En déduireque

Mf (r) 6
2r

R − r
Af (R).d) Si on ne fait pas d'hypothèse sur f(0), montrer que

Mf (r) 6
R + r

R − r
|f(0)| + 2r

R − r
Af (R).* La dé�nition de l'analytiité réelle sera donnée au Chapitre II, § 3.3.



Chap. I : Séries entières et fontions holomorphes 23Nota. Le as R = 2r est partiulièrement utile . . .4. Problèmes4.1. Soit f : Ω → C une fontion holomorphe.a) Caluler le jaobien J(f) = det(df) de f en z (f étant onsidérée omme unefontion R-di�érentiable et df omme un R-endomorphisme).b) Soit f(z) =
∑

n>0 anz
n de rayon de onvergene R > 1, f injetive sur

D = {|z| 6 1} et de dérivée non nulle*. Caluler l'aire de f(D).) En déduire que Aire(f(D)
)

> π|f ′(0)|2 et traiter le as d'égalité.4.2. Fontions de Bessel. Pour z et t deux nombres omplexes, t 6= 0, ononsidère la fontion
f(z, t) = exp

1

2
z
(
t− 1

t

)
.a) Pour t non nul et z �xé, montrer que l'ériture

f(z, t) =
+∞∑

n=−∞

tnJn(z),omme série absolument onvergente détermine de façon unique les Jn(z). Lafontion Jn est appelée fontion de Bessel d'ordre n.b) Montrer que Jn est développable en série entière en 0, exprimer son dévelop-pement et aluler son rayon de onvergene.) Pour n > 0, montrer que
|Jn(z)| 6

|z|n
2nn!

exp
( |z|2

4(n+ 1)

)
.d) Montrer que

Jn−1(z) + Jn+1(z) =
2n

z
Jn(z) et Jn−1(z) − Jn+1(z) = 2J ′

n(z).e) En déduire que
d

dz
{znJn(z)} = znJn−1(z) et d

dz
{z−nJn(z)} = −z−nJn+1(z).f) Montrer que Jn satisfait l'équation de Bessel d'ordre n :

z2J ′′
n (z) + zJ ′

n(z) + (z2 − n2)Jn(z) = 0.* On verra en fait au Chapitre II, § 4.2 et 4.3, que l'hypothèse d'injetivité loale impliquedéjà la non-annulation de f ′.



24 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann4.3. Sur la fontion exponentielle. Le but de e problème est d'étudierquelques aspets de la dynamique de la fontion exponentielle. On note expn lafontion entière obtenue en itérant n fois la fontion exp.Notations : pour k > 1, on note B(k) la bande horizontale suivante
B(k) = {z ∈ C ; 2(k − 1)π < Im(z) < 2kπ}.Si k 6 −1, on note
B(k) = {z ∈ C ; 2kπ < Im(z) < 2(k + 1)π}.En�n, on pose B(0+) = R+

∗ et B(0−) = R−
∗ .a) Points �xes de l'exponentielle.

• Dérire les images par exp des droites horizontales et vertiales.
• Pour k 6= 0, montrer que exp induit un di�éomorphisme B(k) → C∗ rR+.
• Montrer que si z est un point �xe de exp (i.e. exp(z) = z), alors z̄ l'estaussi et z est de partie réelle stritement positive.
• Montrer que si z = x+ iy est un point �xe de exp, alors

x = y cotan y et x2 + y2 = exp(2x).En déduire qu'il existe un unique point �xe de exp par bande B(k) pour
k 6= 0, et que haun est de module stritement supérieur à 1.b) Dynamique symbolique de l'exponentielle.

• Dérire géométriquement la pré-image par exp des bandes B(k).Notons A l'ensemble des entiers non nuls auquel on adjoint les symboles 0+et 0−. Pour z ∈ C, on dé�nit son � itinéraire � par l'exponentielle de la façonsuivante : 'est la suite s(z) indexée par N et à valeurs dans A, telle que
sn(z) = k si expn(z) ∈ B(k), k ∈ Aet
sn(z) = k si Im expn(z) = 2πk, k 6= 0.

• Montrer que si sn(z) = 0+ ou 0−, alors sm(z) = 0+ pour tout m > n.
• Montrer que pour tout z ∈ C, il existe un réel positif x tel que

∀n > 0, 2π|sn(z)| 6 expn(x).) Points à itinéraire presrit. Pour s0, . . . , sn des entiers non nuls, on note
V (s0, . . . , sn) l'ensemble des points z ∈ C dont l'itinéraire ommene par
s0s1 . . . sn.
• Montrer que V (s0, . . . , sn) est non vide et est envoyé surjetivement sur

B(sn) par expn.
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• Pour k 6= 0 et s0, . . . , sn des entiers non nuls, montrer qu'il existe un zdans C dont l'itinéraire est s0s1 . . . snkk . . . k . . ..
• Montrer qu'il existe une ourbe de points dont l'itinéraire est

s0s1 . . . sn0
−0+0+ . . . (respetivement s0s1 . . . sn0+0+ . . .).Soit s = s0 . . . sn . . ., où les si sont des entiers non nuls, telle qu'il existeun réel x > 1 satisfaisant 2π|sn(z)| 6 expn(x). On onstruit une suite dearrés (pleins) Cn de la façon suivante :� haque Cn est inlus dans l'adhérene de B(sn),� haque �té de Cn est parallèle aux axes et a pour longueur 2π,� la vertiale gauhe de Cn est sur la droite Re(z) = expn(x).

• Montrer que pour tout n, exp(Cn) ⊃ Cn+1.
• Montrer que si |sn+1| 6= 1, alors l'ensemble

{z ∈ Cn | exp(z) ∈ Cn+1}est inlus dans l'intérieur de Cn.
• En déduire que si |sn| 6= 1 pour n assez grand, alors il existe z dontl'itinéraire est s.Nota. La dernière partie de e problème est extraite de l'artile de R. Devaney etM. Kryh : Dynamis of exp(z), Ergodi theory and dynamial systems, 4 (1984),35-52.
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Chapitre IIHolomorphie et analytiitéRésultats fondamentaux

Les propriétés fondamentales satisfaites par les fontions holomorphes sontpour la plupart onséquenes de la formule de Cauhy. Cette formule alulela valeur d'une fontion holomorphe en un point quelonque d'un domaine suf-�samment régulier, à partir des seules valeurs prises sur la frontière du domaine.Il en résulte que les fontions holomorphes véri�ent un ertain nombre de propriétésde �rigidité 〉〉 que ne possédent pas en général les fontions (indé�niment) di�éren-tiables, et qui sont dues à la nature onforme de la di�érentielle. La preuve de esdiverses propriétés (inégalités de Cauhy, analytiité, prinipe du prolongementanalytique, prinipe du maximum. . .) onstitue le oeur de e hapitre. Quelquesrappels sur les intégrales urvilignes seront néessaires pour ommener.1. Rappels sur les formes di�érentielles1.1. Intégration des formes di�érentielles de degré 1Soit Ω un ouvert onnexe de Rn. Une 1-forme di�érentielle omplexe ontinuesur Ω est une appliation ontinue α : Ω → LR(Rn,C). D'après I-(2.2.5),si (x1, . . . , xn) désignent les oordonnées sur Rn, l'espae vetoriel omplexe
LR(Rn,C) admet (dx1, . . . , dxn) omme �base anonique 〉〉, et on peut don érire
α(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 αi(x1, . . . , xn)dxi où les αi sont n fontions ontinues de Ωdans C. Un exemple important de 1-forme est donné par la di�érentielle df d'unefontion f : Ω → C de lasse Cp (p > 1)

df =
∑

16j6n

∂f

∂xj
dxj .Un hemin de lasse Cp par moreaux traé dans Ω est une appliation ontinue γd'un intervalle [a, b] dans Ω telle qu'il existe une subdivision a = τ0 < τ1 < . . . <

τN = b ave γ|[τi,τi+1] de lasse Cp (en général, les points γ(τi) seront des �pointsanguleux 〉〉 du hemin. Sauf préision ontraire, on oriente un tel hemin dans lesens des paramètres roissants. Si γ est un tel hemin, on dé�nit sa longueur par
long(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt =

∫ b

a

√
γ′1(t)

2 + · · · + γ′n(t)
2 dt
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√
x2

1 + · · · + x2
n est la norme eulidienne de x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.Dé�nition. Soit γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) et α =

∑n
i=1 αi(x1, . . . , xn)dxi l'ériturede γ et de α en oordonnées. L'intégrale urviligne ∫

γ
α est l'intégrale simpleobtenue en e�etuant les substitutions xi = γi(t) et dxi = γ′i(t)dt :

∫

γ

α =

∫

γ

n∑

i=1

αi(x1, . . . , xn)dxi = ε

∫ b

a

n∑

i=1

αi(γ1(t), . . . , γn(t))γ
′
i(t) dtoù ε = +1 si on oriente γ dans le sens des paramètres t roissants, et ε = −1 sion oriente γ dans le sens des paramètres déroissants.Deux hemins γ1 : [a1, b1] → Ω et γ2 : [a2, b2] → Ω de lasse Cp (resp. delasse Cp par moreaux) sont dits équivalents s'il existe un hangement de variable

ψ : [a1, a1] → [a2, b2] de lasse Cp (resp. Cp par moreaux), bijetif, de dérivée àdroite et à gauhe partout non nulle (i.e. un di�éomorphisme de lasse Cp, resp. delasse Cp par moreaux), et stritement roissant, tel que γ1 = γ2 ◦ ψ. On appellear orienté de lasse Cp (par moreaux) une lasse d'équivalene de hemins delasse Cp (par moreaux); tous les hemins γ : [a, b] → Ω d'une même lassed'équivalene ont bien sûr la même image ensembliste γ([a, b]).Remarquons que l'intégrale urviligne ∫
γ
α ne dépend que de l'ar dé�nipar γ, et non de la paramétrisation. En e�et, si ψ : [a′, b′] → [a, b] est undi�éomorphisme dé�nissant une nouvelle paramétrisation, on a ∫

γ◦ψ
α =

∫
γ
α si ψonserve l'orientation (i.e. ψ roissant et ψ(a′) = a, ψ(b′) = b) et ∫

γ◦ψ
α = −

∫
γ
αsi ψ renverse l'orientation (i.e. ψ déroissant et ψ(a′) = b, ψ(b′) = a). Cei se voitfailement en e�etuant le hangement de variable t = ψ(s) dans l'intégrale simple∫ b

a

∑
(. . .) dt. De même, la longueur long(γ) ne dépend que de l'ar dé�ni par γ.La proposition suivante regroupe les propriétés élémentaires les plus importantesdes intégrales urvilignes.Proposition. Soient α une 1-forme di�érentielle omplexe ontinue sur Ω et γun hemin de lasse C1 par moreaux dans Ω. Alors(i) Si f est une fontion de lasse C1 sur Ω, on a

∫

γ

df = f(γ(b))− f(γ(a)),en partiulier ∫
γ
df = 0 si le hemin γ est un �laet 〉〉 (on dit aussi un�hemin fermé 〉〉), 'est-à-dire si γ(b) = γ(a).(ii) ∣∣∣

∫

γ

α
∣∣∣ 6 long(γ) sup

t∈[a,b]

‖α(γ(t))‖ où ‖α‖ =
√∑

i |αi|2,(iii) ∫

γ

α = lim
ε→0

N−1∑

j=0

n∑

i=1

αi(γ(ξj))(γi(τj+1) − γi(τj))où la subdvision a = τ0 < τ1 < . . . < τN = b dérit l'ensemble dessubdivisions de [a, b] telles que supj(τj+1 − τj) 6 ε et où les ξj ∈ [τj+1, τj]sont des points arbitraires.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 29Démonstration. (i) résulte de la dé�nition des intégrales urvilignes et du fait que
n∑

i=1

∂f

∂xi
(γ1(t), . . . , γn(t))γ

′
i(t) = (f ◦ γ)′(t).(ii) est onséquene de l'inégalité de Cauhy-Shwarz, qui donne

∣∣∣
n∑

i=1

αi(γ1(t), . . . , γn(t))γ
′
i(t)
∣∣∣ 6 ‖α(γ(t))‖ · ‖γ′(t)‖en haque point t ∈ [a, b]. En�n, il n'est pas di�ile de voir que

∣∣∣
∫ τj+1

τj

n∑

i=1

αi(γ1(t), . . . , γn(t))γ
′
i(t) dt−

n∑

i=1

αi(γ(ξj))(γi(τj+1) − γi(τj))
∣∣∣

6 ωj

∫ τj+1

τj

‖γ′(t)‖ dtoù ωj = supt∈[τj,τj+1] ‖α ◦γ(t)−α ◦γ(ξj)‖. Comme max06j<N ωj tend vers 0 ave
ε par ontinuité uniforme de α ◦ γ, la propriété (iii) s'ensuit failement.1.2. Notion de ompat à bord régulier par moreaux de R2Soit K un ompat de R2 et p un entier positif.

K

R

v = h(u)

z0

u

v

ε

δ

Dé�nition. Le ompat K est dit à bord de lasse Cp par moreaux si pour toutpoint z0 du bord ∂K = KrK◦, il existe des oordonnées (u, v) assoiées à un repère



30 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemanna�ne de R2 d'origine z0, et un retangle ouvert R = {−ε < u < ε}×{−δ < v < δ}assez petit de sorte que K ∩R = {(u, v) ∈ R ; v > h(u)}, où h est une fontion delasse Cp par moreaux sur [−ε, ε] ave h(0) = 0 et sup |h| < δ.Alors ∂K ∩R = graphe de h = {(u, v) ∈ R ; v = h(u)}, et la ompaité de ∂Kentraîne que ∂K peut être reouvert par un nombre �ni de retangles. Par suite, si
K est à bord de lasse Cp par moreaux (p > 1), le bord ∂K est paramétrisable parun nombre �ni d'ars de lasse Cp par moreaux, de la forme γ : u 7→ (u, h(u)).De même, ∂K ne possède qu'un nombre �ni de points anguleux, et l'angle enhaun de es points n'est pas nul ; en e�et, le graphe d'une fontion h de lasse
C1 par moreaux jouit de es propriétés. Dans tout et ouvrage, nous adopteronsla onvention suivante pour orienter le bord d'un ompat à bord régulier.Orientation anonique du bord. Supposons que les repères intervenant dans ladé�nition i-dessus soient orientés positivement par rapport à l'orientation dé�niepar la base anonique de R2. On oriente alors le bord ∂K en orientant les ars
u 7→ (u, h(u)) dans le sens des u roissants.Pour que ette orientation soit dé�nie de manière ohérente, on doit bien sûrvéri�er le lemme suivant.Lemme. Soient R, R′ des retangles ouverts tels que ∂K ∩R ∩R′ 6= ∅ et
∂K ∩R = {(u, v) ∈ R ; v > h(u)}, ∂K ∩R′ = {(u′, v′) ∈ R ; v′ > h′(u′)},dans des repères a�nes orientés de R2. Alors les orientations de ∂K ∩ R ∩ R′dé�nies par les paramètres u et u′ oïnident.Démonstration. Il su�t de se plaer au voisinage d'un point z0 ∈ ∂K ∩R ∩R′où ∂K admet une tangente (puisque les points anguleux sont en nombre �ni).Supposons, après avoir e�etué une translation, que z0 soit hoisi omme originedes oordonnées, et soient (z0 ; e1, e2), (z0 ; e′1, e

′
2) les repères dé�nissant lesoordonnées (u, v), (u′, v′). Dans es onditions, quitte à hanger h en h̃(u) =

h(u)−h′(0)u et les oordonnées (u, v) en (ũ, ṽ) = (u, v−h′(0)u) (e qui ne hangepas l'orientation, puisque le déterminant de la matrie de passage est 1), on voitqu'on peut supposer h′(0) = 0, i.e. que le veteur de base e1 est tangent à ∂Ken z0 ; on peut bien sûr faire la même hypothèse pour e′1, et le problème estalors de montrer que les veteurs olinéaires e1 et e′1 sont de même sens. Or lesveteurs e2 et e′2 se situent dans le même demi-plan ouvert de R2 délimité par latangente (vue omme droite vetorielle), à savoir le demi-plan des veteurs ξ telsque z0 + λξ ∈ K pour λ > 0 assez petit. Le fait que les bases (e1, e2) et (e′1, e
′
2)aient la même orientation impose que e1 et e′1 soient de même sens.Finalement, introduisons la notion de trou d'un ompat.Dé�nition. On appelle trou d'un ompat K ⊂ R2 toute omposante onnexebornée de R2 rK.Remarquons alors qu'un ompat à bord de lasse Cp par moreaux ave p > 1n'a qu'un nombre �ni de trous (haun de es trous étant bordé par au moins undes ars onstituant ∂K, lesquels sont en nombre �ni).



Chap. II: Holomorphie et analytiité 311.3. Formule de Stokes bidimensionnelleRappelons d'abord brièvement le formalisme des formes di�érentielles, en nouslimitant pour l'essentiel au as de la dimension 2 (le leteur pourra se reporteraux ouvrages traitant du alul di�érentiel pour la généralisation en dimensionsupérieure). Si α et β sont deux formes linéaires sur un plan vetoriel E, on dé�nitle produit extérieur α ∧ β omme étant la forme bilinéaire alternée E × E → Rtelle que
α ∧ β(ξ, η) = α(ξ)β(η) − α(η)β(ξ).On a en général α ∧ α = 0 et β ∧ α = −α ∧ β.Une forme di�érentielle de degré p ou enore p-forme di�érentielle sur unouvert Ω de Rn est par dé�nition une appliation β : Ω → Ap(R

n) où Ap(E)désigne l'ensemble des formes p-linéaires alternées sur l'espae vetoriel E. Endimension 2, on notera (x, y) les oordonnées de R2 et dx, dy leurs di�érentiellesvues omme des formes linéaires sur R2, 'est-à-dire omme éléments de A1(R
2).La paire (dx, dy) forme une base de A1(R

2), don les seuls produits extérieurs àonsidérer sont
dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0, dx ∧ dy = −dy ∧ dx.Étant donné des veteurs ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) ∈ R2, on a

dx ∧ dy(ξ, η) = ξ1η2 − η1ξ2,de sorte que le produit dx∧dy s'interprète omme la forme bilinéaire déterminantdans la base anonique. On peut enore voir dx∧dy(ξ, η) omme l'aire (algébrique)du parallélogramme dont les �tés sont les veteurs ξ, η, et pour ette raison ononsidère dx∧dy omme une expression algébrique de la mesure d'aire de Lebesguedans le plan (souvent notée également dx dy).Une forme di�érentielle β de degré 2 sur un ouvert Ω ⊂ R2 se réduitdon à une expression du type β = b(x, y) dx ∧ dy. Étant donné une 1-forme
α = u(x, y)dx+ v(x, y)dy et un point z = (x, y) ∈ Ω, les valeurs prises par α, β aupoint z sur les veteurs ξ (resp. ξ, η) sont données par

αz(ξ) = u(x, y)ξ1 + v(x, y)ξ2, βz(ξ, η) = b(x, y)(ξ1η2 − η1ξ2).Si α est une 1-forme de lasse C1, sa di�érentielle extérieure est par dé�nition la
2-forme dα telle que

dα = du ∧ dx+ dv ∧ dy =
(∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dx ∧ dy.Si α est dé�nie dans un ouvert Ω d'un plan vetoriel E plut�t que dans R2, onpeut montrer que la forme dα ne dépend pas du hoix des oordonnées x, y de E;la véri�ation est immédiate à partir de la formule de dé�nition 〈〈 intrinsèque 〉〉 (i.e.ne faisant pas intervenir de oordonnées)

(dα)z(ξ, η) = d(αz(η))(ξ)− d(αz(ξ))(η), ∀z ∈ Ω, ξ, η ∈ E,



32 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemanndont l'équivalene ave la première dé�nition sera failement véri�ée par le leteur.On a alors la formule dite de Green ([Green, 1828℄, déjà onnue d'Euler au 18esièle), qui est un as partiulier de la formule générale de Stokes.Formule de Green. Soit K un ompat du plan omplexe, admettant un bord ∂Kde lasse C1 par moreaux. Soit α = u(x, y)dx+v(x, y)dy une 1-forme di�érentiellede lasse C1 sur un voisinage de K. Alors, si ∂K est muni de son orientationanonique, on a
∫

∂K

α =

∫

K

dα, i.e. ∫

∂K

u(x, y)dx+ v(x, y)dy =

∫

K

(∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dx dy,Démonstration. Par ompaité de K, on peut trouver un nombre �ni de retanglesouverts Rj reouvrant K, tels que ou bien ∂K ∩ Rj = ∅ (i.e. Rj ⊂ K◦), ou bien

∂K ∩Rj est le graphe d'une fontion hj , et K ∩Rj est la partie située au dessusdu graphe; en e�et, d'après la dé�nition initiale de e paragraphe, haque point
x ∈ K = K◦ ∪ ∂K admet omme voisinage un tel retangle. En utilisant unepartition de l'unité di�érentiable (Appendie ??), on peut érire α =

∑
αj , avedes 1-formes αj de lasse C1 à support dans Rj (le support est l'adhérene del'ensemble des points où la forme prend des valeurs non nulles); en partiulier

αj = 0 aux points de ∂Rj . Il su�t alors de montrer que ∫
K
dαj =

∫
∂K

αj pourhaque j et de faire la somme. Pour simpli�er l'ériture, on supprime l'indie j,e qui revient à supposer que R est l'un des retangles Rj et que α = αj est àsupport dans R. Supposons également (après hangement de oordonnées) que
R = [−ε, ε] × [δ, δ]. Si R ⊂ K◦, on a

∫

K

dα =

∫

R

dα =

∫

−ε6x6ε
−δ6y6δ

(∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dx dy = 0.En e�et, u = v = 0 sur ∂R, don

∫ ε

−ε

∂v

∂x
(x, y) dx = v(ε, y) − v(−ε, y) = 0,

∫ δ

−δ

∂u

∂y
(x, y) dy = u(x, δ) − u(x,−δ) = 0.Par ailleurs le support de α ne renontre pas ∂K, don ∫

∂K
α = 0 =

∫
K
dα. Dansle as où K ∩R = {(x, y) ∈ R ; y > h(x)}, on trouve

∫

K

dα =

∫

K∩R

dα =

∫ ε

−ε

dx

∫ δ

h(x)

(∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dy

=

∫ ε

−ε

dx
[ ∂
∂x

(∫ δ

h(x)

v(x, y) dy
)

+ v(x, h(x))h′(x) −
(
u(x, δ) − u(x, h(x))

)]
,

=

∫ δ

h(ε)

v(ε, y) dy −
∫ δ

h(−ε)

v(−ε, y) dy +

∫ ε

−ε

(
v(x, h(x))h′(x) + u(x, h(x))

)
dx,



Chap. II: Holomorphie et analytiité 33tandis que
∫

∂K∩R

α =

∫

∂K∩R

u(x, y)dx+ v(x, y)dy =

∫ ε

−ε

u(x, h(x)) dx+ v(x, h(x))h′(x) dx,puisque l'ar ∂K∩R peut être paramétrisé par y = h(x). Compte tenu du fait que
Suppα ⊂ R, on a v(ε, y) = v(−ε, y) = 0, et par onséquent ∫

K∩R
dα =

∫
∂K∩R

α.2. Théorèmes de Cauhy et de GoursatLa formule de Cauhy est une formule de représentation des fontions holo-morphes en termes des valeurs prises sur un ontour ; 'est un résultat lé dansl'étude des fontions holomorphes. Le point le plus étonnant est que les propriétésde dérivabilité peuvent souvent se traiter en intégrant !2.1. Théorème de CauhyLe résultat onnu sous le nom de �Théorème de Cauhy 〉〉 a été énonépar Cauhy en 1825 (ave une justi�ation partielle reposant sur le alul desvariations), puis démontré rigoureusement par Riemann en 1851, sous l'hypothèsesupplémentaire que la fontion holomorphe f est de lasse C1 ; Goursat a montréultérieurement ([Goursat, 1884, 1900℄) que ette hypothèse était en fait inutile.Théorème de Cauhy. Soient Ω ⊂ C un ouvert et K un ompat à bord de lasse
C1 par moreaux inlus dans Ω, ave l'orientation anonique du bord. Alors, pourtoute fontion holomorphe f ∈ O(Ω), on a

∫

∂K

f(z)dz = 0.Démonstration (donnée par Riemann sous l'hypothèse supplémentaire f ∈ C1(Ω)).Considérons la forme di�érentielle α = f(z)dz, qui est de lasse C1. On a alors
dα = df ∧ dz = f ′(z)dz ∧ dz = 0ar le produit extérieur d'une 1-forme par elle-même est toujours nul. La formulede Green-Riemann implique

∫

∂K

α =

∫

K

dα = 0.2.2. Théorème de GoursatPour démontrer le théorème de Cauhy en toute généralité, on ommene partraiter le as ou le ompat K est un triangle. On appelle ii triangle du planl'enveloppe onvexe de 3 points non alignés. C'est un ompat à bord C∞ parmoreaux. On utilise ii enore l'orientation anonique du bord.



34 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLemme de Goursat. Soient Ω ⊂ C un ouvert et T un triangle inlus dans Ω.Alors
∀f ∈ O(Ω)

∫

∂T

f(z)dz = 0.

T T1

T2

T3

T4

T ′
0 = T

T ′
n

z0

Démonstration. Posons I =
∫
∂T
f(z)dz. On déoupe T en 4 triangles T1, . . . , T4dont les sommets sont eux de T et les milieux des �tés de T . Du fait desorientations deux à deux opposées des arêtes des triangles Tk intérieures autriangle T , on a I =

∑4
k=1

∫
∂Tk

f(z)dz et il existe don un indie k tel que
|
∫
∂Tk

f(z)dz| > |I|/4. De ette façon, on onstruit par réurrene une suitede triangles T ′
n emboités telle que T ′

0 = T , T ′
1 = Tk, diam(T ′

n) = diam(T )/2net |
∫
∂T ′

n
f(z)dz| > |I|/4n. Dans es onditions, l'intersetion déroissante des

T ′
n est réduite à un point que l'on note z0. Exprimons alors la ondition de C-di�érentiabilité de f en z0 :

f(z) = f(z0) + (z − z0)f
′(z0) + (z − z0)ε(z),où ε(z) tend vers 0 quand z tend vers z0. Comme

(f(z0) + (z − z0)f
′(z0))dz = d

(
f(z0)z +

1

2
(z − z0)

2f ′(z0)
)est d'intégrale nulle sur le laet fermé ∂T ′

n, il s'ensuit
∣∣∣
∫

∂T ′
n

f(z)dz
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

∂T ′
n

(z − z0)ε(z)dz
∣∣∣ 6 long(∂T ′

n) sup
∂T ′

n

|z − z0‖ε(z)|

6 3(diam(T ′
n))2 sup

∂T ′
n

|ε(z)|.De là on déduit
|I| 6 4n

∣∣∣
∫

∂T ′
n

f(z)dz
∣∣∣ 6 3(diam(T ))2 sup

∂T ′
n

|ε(z)|.Or le membre de droite de ette inégalité tend vers 0, don I = 0.Le lemme de Goursat admet une réiproque que nous verrons au paragraphe3.1 (théorème de Morera). Pour l'instant, nous sommes en mesure de prouver le



Chap. II: Holomorphie et analytiité 35Théorème de Goursat. Le �théorème de Cauhy 〉〉 a�rmant la nullité desintégrales ∫
∂K

f(z)dz = 0 est vrai pour toute f ∈ O(Ω) (sans supposer de plusque l'on ait f ∈ C1(Ω)).Comme on le verra ultérieurement, e résultat permet de démontrer que toutefontion holomorphe f est en fait automatiquement de lasse C∞. La preuve sefait en utilisant une approximation de K par des ompats à bords polygonaux.
K

γ(τj)

γ(τj+1)

∂K

∂Kε

TiDémonstration. Notons δ = d(K,C r Ω) > 0. On paramétrise ∂K par un nombre�ni d'ars C1 par moreaux, et pour haque tel ar γ : [a, b] → Ω, on utilise unesubdivision a = τ0 < τ1 < · · · < τN = b de sorte que ‖γ(τj+1) − γ(τj)‖ 6 ε 6 δ/2.Par suite, haun des segments [γ(τj+1), γ(τj)] est inlus dans Ω. Pour ε assezpetit, la réunion de es segments onstitue le bord d'un ompat Kε à bordpolygonal. Un tel ompat est naturellement triangulable, de sorte queKε =
⋃
i Tiest réunion de triangles adjaents et que le lemme de Goursat donne :

∫

∂Kε

f(z)dz =
∑

i

∫

∂Ti

f(z)dz = 0.La première égalité vient du fait que haun des segments omposant les ∂Tiet ne �gurant pas dans ∂Kε apparaît deux fois ave des orientations opposées(f. shéma). Maintenant, d'après la partie (iii) de la proposition du § 1.1, on a
limε→0

∫
∂Kε

f(z)dz =
∫
∂K

f(z)dz, d'où le résultat.2.3. Formule de CauhyOn démontre maintenant la formule de Cauhy. À nouveau, Ω désigne unouvert de C.Formule de Cauhy. Soient f ∈ O(Ω) et K un ompat à bord orienté C1 parmoreaux inlus dans Ω. Alors, pour tout z dans K◦,
f(z) =

1

2iπ

∫

∂K

f(w)

w − z
dw.En partiulier, les valeurs de f à l'intérieur de K sont déterminées par lesvaleurs de f sur le bord ∂K.



36 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. Soit ρ > 0 tel queD(z, ρ) ⊂ K◦. On noteKρ = KrD(z, ρ). Alors
Kρ est un ompat à bord C1 par moreaux dont le bord est ∂Kρ = ∂K∪Γ−(z, ρ),où Γ− signi�e que e erle a l'orientation opposée à elle obtenue omme bord de
D(z, ρ). Considérons alors la fontion g(w) = f(w)/(w − z). Cette fontion estholomorphe sur Ω r {z}. Comme Kρ est un ompat dans Ω r {z}, le théorèmede Cauhy appliqué à la fontion g donne :

∫

∂K

f(w)

w − z
dw −

∫

Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw = 0.Mais alors en posant w = z + ρeit il vient

∫

Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw =

∫ 2π

0

f(z + ρeit)

ρeit
iρeitdt = i

∫ 2π

0

f(z + ρeit) dt,et ette dernière intégrale tend vers 2iπf(z) lorsque ρ tend vers 0, par ontinuitéde f au point z.2.4. Formule de PompeiuLa formule de Pompeiu (appelée aussi formule de Cauhy ave reste) est unegénéralisation de la formule de Cauhy pour le as des fontions non néessairementholomorphes.Théorème. Soit K un ompat du plan omplexe, admettant un bord ∂K de lasse
C1 par moreaux. On désigne par dλ(z) = dx dy la mesure de Lebesgue sur C ≃ R2.(i) Pour toute fontion f : K → C de lasse C1, on a

∫

∂K

f(z)dz = 2i

∫∫

K

∂f

∂z
dλ(z).(ii) Si z est dans l'intérieur K◦ de K, alors

f(z) =
1

2iπ

∫

∂K

f(w)

w − z
dw − 1

π

∫∫

K

1

w − z

∂f

∂w
dλ(w).Démonstration. (i) Considérons la forme di�érentielle de lasse C1 α = f(z)dz.On a alors

dα = df ∧ dz =
(∂f
∂z
dz +

∂f

∂z
dz
)
∧ dz =

∂f

∂z
dz ∧ dzet

dz ∧ dz = (dx− idy) ∧ (dx+ idy) = 2i dx ∧ dy = 2i dλ(z).L'égalité herhée résulte de formule de Green-Riemann ∫
∂K

α =
∫∫
K
dα.(ii) Comme pour la formule de Cauhy du § 2.3, on applique la formule (i) à lafontion

g(w) =
f(w)

w − z



Chap. II: Holomorphie et analytiité 37sur le ompat Kρ = K r D(z, ρ). Puisque la fontion w 7→ 1/(w − z) estholomorphe, nous obtenons
∂g

∂w
=

1

w − z

∂f

∂w
.Or g est de lasse C1 sur Kρ, il vient don

∫

∂Kρ

g(w) dw = 2i

∫∫

Kρ

∂g

∂w
dλ(w),et omme ∂Kρ = ∂K ∪ Γ(z, ρ) ei donne

∫

∂K

f(w)

w − z
dw −

∫

Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw = 2i

∫∫

Kρ

1

w − z

∂f

∂w
dλ(w).Nous avons ii enore

lim
ρ→0+

∫

Γ(z,ρ)

f(w)

w − z
dw = 2πi f(z)par ontinuité de f en z, tandis que la fontion w 7→ 1/|w − z| est intégrableau sens de Lebesque sur un voisinage du point z dans C ≃ R2 (ei résulte del'intégrabilité de ‖x‖−α pour α < n dans Rn). La formule de Pompeiu s'ensuit enfaisant tendre ρ vers 0, pare que

lim
ρ→0+

∫∫

Kρ

1

w − z

∂f

∂w
dλ(w) =

∫∫

K

1

w − z

∂f

∂w
dλ(w)grâe au théorème de onvergene dominée.3. Conséquenes de la formule de CauhyDans ette partie, on développe les appliations les plus fondamentales de laformule de Cauhy (il y en a beauoup d'autres !)3.1. In�nie di�érentiabilité des fontions holomorphesLa première appliation spetaulaire de la formule de Cauhy est le résultata�rmant l'in�nie di�érentiabilité des fontions holomorphes.Théorème. Soient Ω un ouvert de C et K un ompat à bord de lasse C1 parmoreaux inlus dans Ω. Alors toute fontion holomorphe f ∈ O(Ω) est de lasse

C∞ sur Ω. Pour tout z dans K◦, ses dérivées sont données par les formules(i) ∀n > 0, ∂nf
∂zn

(z) = f (n)(z) =
n!

2iπ

∫

∂K

f(w)

(w − z)n+1
dw,(ii) ∀n > 0, ∀m > 0, ∂n+mf

∂zn∂zm
(z) = 0.En partiulier, une fontion holomorphe f admet des dérivées omplexes f (n)d'ordre n arbitraire, et les dérivées f (n) sont elles aussi holomorphes.



38 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. En déoupant le bord de K en N ars γj de lasse C1, la formulede Cauhy s'érit :
f(z) =

1

2iπ

∫

∂K

f(w)

w − z
dw =

N∑

j=1

1

2iπ

∫ βj

αj

f(γj(t))

γj(t) − z
γ′j(t)dt.Comme f est holomorphe, elle est ontinue et la dernière intégrale est onsidéréeomme une intégrale dépendant du paramètre z. Comme la fontion w → 1/(w−z)est de lasse C∞ sur K◦, le résultat déoule par réurrene des formules

∂n(1/w − z)

∂zn
(z) =

n!

(w − z)n+1
et

∂n+m(1/w − z)

∂zn∂zm
= 0 si m > 0On déduit aisément de e résultat une réiproque du théorème de Goursat.Théorème de Morera. Soit f une fontion ontinue sur un ouvert Ω de C.On suppose que ∫

∂T
f(z)dz = 0 pour tout triangle T inlus dans Ω. Alors f estholomorphe sur Ω.Démonstration. Soient z0 dans Ω et r > 0 de sorte que D(z0, r) ⊂ Ω. Pour

z ∈ D(z0, r), on dé�nit F (z) =
∫
[z0,z]

f(w)dw où [z0, z] désigne le segment joignant
z0 à z. Soient z ∈ D(z0, r) et h 6= 0 tel que z + h ∈ D(z0, r). Comme le trianglede sommets z0, z, z + h est inlus dans D(z0, r), on a

F (z + h) − F (z)

h
=

1

h

∫

[z,z+h]

f(w)dw =

∫ 1

0

f(z + th)dt.En utilisant la ontinuité de f au point z, il en déoule failement
lim

h∈C⋆,h→0

F (z + h) − F (z)

h
= f(z).Ainsi, F est holomorphe sur D(z0, r), et sa dérivée f = F ′ l'est don aussi.3.2. Inégalités de Cauhy, fontions entières à roissanepolynomialeSoient K = D(z, r) ⊂ Ω et f ∈ O(Ω). D'après le paragraphe préédent, on adans ette situation

f (n)(z) =
n!

2iπ

∫

Γ(z,r)

f(w)

(w − z)n+1
dw =

n!

2πrn

∫ 2π

0

f(z + reit)e−intdt.On en déduit de suite lesInégalités de Cauhy ([Cauhy, 1844℄). Si f ∈ O(Ω) et si D(z, r) ⊂ Ω, alors
(3.2.1) ∀n > 0, |f (n)(z)| 6

n!

rn
sup

Γ(z,r)

|f |.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 39Ces inégalités ont pour onséquene le résultat suivant.Fontions entières à roissane polyn�miale. Soit f ∈ O(C) une fontionentière à roissane polyn�miale à l'in�ni, 'est-à-dire telle que
∃A,B > 0, ∀z ∈ C, |f(z)| 6 A(1 + |z|)B.Alors f est un polyn�me de degré inférieur ou égal à B.Démonstration. Soit E(B) la partie entière de B et n = E(B) + 1 > B. Alorsl'hypothèse implique supΓ(z,r) |f | 6 A(1 + |z| + r)B et les inégalités de Cauhyentraînent |f (n)(z)| 6 n!A(1 + |z| + r)B/rn, quels que soient z ∈ C et r > 0. Enfaisant tendre r vers +∞, on en déduit que f (n)(z) = 0 et don que f est unpolyn�me de degré inférieur ou égal à n− 1 = E(B).Le as B = 0 du résultat préédent est le théorème de Liouville (énoné parCauhy en 1844 et quelque peu généralisé par Liouville, vers 1847 . . .).Théorème de Liouville. Soit f ∈ O(C), bornée sur C. Alors f est onstante.Cet énoné permet de redémontrer immédiatement le �théorème fondamentalde l'algèbre 〉〉, ou théorème de d'Alembert-Gauss.Théorème de d'Alembert-Gauss. Tout polyn�me P ∈ C[z] de degré d > 1admet une raine dans C.Démonstration. Par l'absurde, si P (z) = adz

d + · · ·+ a1z + a0 ne s'annule pas, lafontion f = 1/P est holomorphe sur C et |f(z)| ∼ 1/(|ad| |z|d) tend vers 0 quand
|z| tend vers +∞. En partiulier, f est bornée sur C et elle don est onstanted'après le théorème de Liouville. Par suite P = 1/f est onstant, ontradition.En utilisant la division eulidienne des polyn�mes et le fait que toute raine
z0 permet de fatoriser un fateur (z − z0), on déduit par réurrene sur le degréque tout polyn�me P ∈ C[z] de degré d admet une fatorisation unique
(3.2.2) P (z) = ad

∏

16j6s

(z − zj)
mjave m1 + . . .+ms = d. L'entier mj est appelé multipliité de la raine zj .3.3. Équivalene entre holomorphie et C-analytiitéPour une fontion dé�nie sur un ouvert de C ≃ R2, deux notions d'analytiiténaturelles apparaissent, suivant qu'on adopte un point de vue réel ou omplexe.Dé�nition. Soit Ω un ouvert de C et f une fontion de Ω dans C.(i) On dit que f est R-analytique si pour tout z0 = (x0, y0) ∈ Ω, il existe unvoisinage V de z0 tel que f(z) =

∑
(α,β)∈N2 aα,β(x − x0)

α(y − y0)
β pour tout

z = (x, y) dans V , ave onvergene normale sur V .



40 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(ii) On dit que f est C-analytique si pour tout z0 ∈ Ω, il existe un voisinage Vde z0 tel que f(z) =
∑

n∈N
an(z − z0)

n pour tout z dans V , ave onvergenenormale sur V .La ondition de onvergene normale de la série dans un voisinage V de z0équivaut à l'existene de onstantes M,A > 0 telles que |aα,β| 6 M Aα+β, resp.
|an| 6 M An. On voit, dans le as R-analytique omme dans le as C-analytique,que les séries sont dérivables terme à terme, et que les oe�ients sont uniquementdéterminés par les formules

aα,β =
1

α! β!

∂α+βf

∂xα∂yβ
, an =

1

n!

dnf

dzn
.En déomposant (z−z0)n = ((x−x0)+i(y−y0))n par la formule du bin�me, on voitfailement que la C-analytiité implique la R-analytiité. Il est lair néanmoinsque les deux notions sont distintes : la fontion f(z) = z est R-analytique maisn'est pas C-analytique.Théorème. Soit Ω un ouvert de C et f une fontion omplexe sur Ω. Alors, il ya équivalene entre(i) f est holomorphe sur Ω,(ii) f est C-analytique sur Ω.Démonstration. (ii) ⇒ (i) a déjà été démontré au Chapitre I, § 1.3.(i) ⇒ (ii) Supposons que f soit holomorphe sur Ω et soient z0 ∈ Ω et r > 0 telsque D(z0, r) ⊂ Ω. Pour z ∈ D(z0, r), la formule de Cauhy donne

f(z) =
1

2iπ

∫

Γ(z0,r)

f(w)

w − z
dw.Érivons

1

w − z
=

1

w − z0

1

1 − (z − z0)/(w − z0)

=
1

w − z0

+∞∑

n=0

( z − z0
w − z0

)n
=

+∞∑

n=0

(z − z0)
n

(w − z0)n+1
,d'où

f(z) =
1

2iπ

∫

Γ(z0,r)

f(w)
+∞∑

n=0

(z − z0)
n

(w − z0)n+1
dw.Si w = z0 + reit, alors

∣∣∣
(z − z0)

n

(w − z0)n+1

∣∣∣ =
1

r

( |z − z0|
r

)n
avec |z − z0|/r < 1.Il en déoule que la série onverge normalement lorsque t dérit [0, 2π], d'où

f(z) =

+∞∑

n=0

an(z − z0)
n
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an =

1

2iπ

∫

Γ(z0,r)

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reit)e−intdt =
1

n!
f (n)(z0),et la série entière onverge normalement sur les ompats de D(z0, r).La démonstration i-dessus montre le résultat plus préis suivant.Corollaire. Soient f ∈ O(Ω) et z0 ∈ Ω. Alors le rayon de onvergene dudéveloppement en série entière de f en z0 est supérieur ou égal à la distane de z0au omplémentaire de Ω.Nous préiserons bien davantage e orollaire à la setion 3.5.3.4. Zéros des fontions holomorphesLe aratère C-analytique des fontions holomorphes a une onséquene direteimportante sur la struture du lieu des zéros d'une telle fontion.Théorème. Soient Ω un ouvert onnexe de C et f ∈ O(Ω) une fontion holomor-phe non identiquement nulle. Alors, l'ensemble des zéros f−1(0) est onstitué depoints isolés.Rappelons qu'on a la aratérisation suivante simple dérivant la strutured'une telle partie, de sorte en partiulier que les zéros de f forment une suite (ak)�nie ou in�nie, tendant vers l'in�ni ou vers le bord de Ω s'il y en a une in�nité.Caratérisation. Soit A une partie d'un ouvert Ω de Rn. Il y a équivalene entre(i) A est une partie fermée de Ω onstituée de points isolés.(ii) A est loalement �nie dans Ω, 'est-à-dire que tout point x de Ω admet unvoisinage Vx pour lequel A ∩ Vx est �nie.(iii)L'intersetion A ∩K de A ave toute partie ompate K de Ω est �nie.(iv)L'ensemble A est �ni ou dénombrable, et si A = {ak}k∈N est in�ni alors

‖ak‖ + (d(ak, ∂Ω))−1 → +∞,autrement dit les points ak s'éloignent à l'in�ni ou tendent vers le bord de Ω.Démonstration. (i) entraîne (ii) (ave A ∩ V vide ou réduit à {x} si Vx est assezpetit), tandis que (ii) implique (iii) par le théorème de Borel-Lebesgue. Il est aiséde voir que (iv) implique (i). Reste à voir que (iii) implique (iv). Pour ela, ononsidère
Kν =

{
x ∈ Ω ; ‖x‖ 6 ν, d(x, ∂Ω) > 1/ν

}
.C'est une suite de parties ompates de Ω telle que Kν ⊂ K◦

ν+1 et Ω =
⋃
Kν (unetelle suite s'appelle �suite exhaustive de ompats 〉〉). Alors, pour tout ν > 0, lapartie A∩Kν est �nie par hypothèse, on la numérote sous la forme a0, a1, . . . , akν



42 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(en sorte que les points de A ∩ (Kν r Kν−1) sont akν−1+1, . . . , akν
). Alors pour

k > kν on a ak /∈ Kν , par onséquent ‖ak‖ + d(ak, ∂Ω)−1 > ν.Démonstration du théorème. Soit E = {z0 ∈ Ω ; ∀n ∈ N, f (n)(z0) = 0}. Alors Eest fermé dans Ω (omme intersetion des ensembles fermés {z0 ∈ Ω ; f (n)(z0) =
0}) et n'est pas égal à Ω ar f n'est pas identiquement nulle. Par ailleurs,
E est ouvert ar si z0 est dans E, alors f(z) =

∑+∞
n=0

1
n!
f (n)(z0)(z − z0)

n estidentiquement nulle sur D(z0, r0) où r0 = d(z0,C r Ω). Comme Ω est onnexe, onen déduit que E = ∅.Fixons alors z0 dans Ω tel que f(z0) = 0. D'après e qui préède, il existe unentier m > 1 tel que f (m)(z0) 6= 0 ; hoisissons l'entier m minimal ayant ettepropriété. Alors sur D(z0, r0) on a f(z) =
∑+∞
n=m an(z − z0)

n = (z − z0)
mg(z).Par onstrution, g(z) =

∑+∞
n=0 an+m(z − z0)

n est holomorphe sur D(z0, r0), maisétant égale à f(z)/(z − z0)
m sur Ω r {z0}, elle est don holomorphe sur Ω toutentier. Comme g(z0) = am = f (m)(z0)/m! 6= 0, la ontinuité de g implique que gne s'annule pas dans un ertain voisinage V de z0 et don f−1(0)∩ V = {z0}.La démonstration fournit par ailleurs les informations omplémentaires inté-ressantes qui suivent.Proposition. Soient Ω un ouvert onnexe de C et f ∈ O(Ω) une fontionholomorphe non identiquement nulle. Alors, pour tout zéro z0 de f , il existe unplus petit entier m > 1 tel que f (m)(z0) 6= 0, i.e.

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0.La fontion f possède alors une fatorisation
f(z) = (z − z0)

mg(z)où g ∈ O(Ω) ne s'annule pas dans un voisinage de z0. On dit que f possède unzéro d'ordre m en z0.3.5. Prinipe du prolongement analytiqueNous abordons ii la question du prolongement des fontions holomorphes, enommençant par un prinipe général d'uniité.Prinipe du prolongement analytique. Soit Ω un ouvert de C et soient f et
g dans O(Ω). Si f = g sur une partie A de Ω possédant un point d'aumulation
z0 dans Ω, alors f est identiquement égale à g sur la omposante onnexe de Ωontenant z0.Démonstration. Soit Ω0 la omposante onnexe de Ω ontenant z0. Alors h = f−gest holomorphe sur Ω0 et z0 est un zéro non isolé de h. C'est don que h estidentiquement nulle sur Ω0.Appliation. Si f et g sont des fontions entières telles que f = g sur R, alors
f = g sur C. En partiulier, les formules trigonométriques vraies sur R s'étendent



Chap. II: Holomorphie et analytiité 43�par prolongement analytique 〉〉 à C. Par exemple
∀z ∈ C, cos2 z + sin2 z = 1 et cos2 z =

1 + cos(2z)

2
.En revanhe, on n'a pas | cos z|2 + | sin z|2 = 1 sur C, on ne peut pas déduire quel'identité se prolonge de R à C ar la fontion z 7→ | cos z|2 + | sin z|2 n'est pasholomorphe.Corollaire (uniité des prolongements holomorphes). Soit f un fontionholomorphe dans un ouvert Ω. Supposons que f admette un prolongement f̃ dansun ouvert onnexe Ω̃ ontenant Ω. Alors e prolongement f̃ est unique.Démonstration. Étant donné deux prolongements f̃1 et f̃2, la fontion f̃2 − f̃1s'annule sur Ω, qui n'est pas une partie loalement �nie de Ω̃, par suite f̃2 − f̃1 estidentiquement nulle dans l'ouvert onnexe Ω̃.3.6. Prolongement à la frontière et séries launairesSi nous onsidérons la somme d'une série entière

f(z) =

+∞∑

n=0

anz
nayant un rayon de onvergene R ∈ ]0,+∞[, nous ne savons pas exatemente qui se passe sur le erle de onvergene Γ(0, R), mais il peut fort bien seproduire que la fontion f se prolonge au delà du disque D(0, R) en ertainspoints de la frontière. L'exemple le plus simple est elui de la série géométrique

f(z) = 1
1−z =

∑+∞
n=0 z

n, de rayon de onvergene 1, qui se prolonge en fait en unefontion holomorphe sur C r {1}, et don au voisinage de haque point frontière
z0 ∈ Γ(0, 1) r {1} du disque de onvergene. On notera que ei se produit bienque la série diverge en tout point de la frontière.Dé�nition. Soit f ∈ O(Ω) une fontion holomorphe.(i) On dit que f se prolonge de manière holomorphe au voisinage d'un point z0 dela frontière ∂Ω s'il existe un petit disque D(z0, ε) tel que f se prolonge en unfontion holomorphe sur Ω ∪D(z0, ε) [La onnexité de D(z0, ε) et le fait que

Ω∩D(z0, ε) soit un ouvert non vide impliquent l'uniité de e prolongement ].(ii) On dit que ∂Ω est une frontière naturelle de f si f ne peut se prolonger demanière holomorphe en auun point de la frontière ∂Ω.Si la série entière de f(z) admet un rayon de onvergene R ∈ ]0,+∞[,nous pouvons dire en général qu'il y a au moins un point z0 ∈ Γ(0, R) auvoisinage duquel f ne peut se prolonger en un fontion holomorphe, ar sinon
f se prolongerait en une fontion holomorphe sur un voisinage Ω du disque fermé
D(0, R), et le orollaire �nal du § 3.3 impliquerait que le rayon de onvergene seraitstritement supérieur à R. Dans le as des séries dites launaires, les onlusionssont beauoup plus drastiques.



44 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannThéorème des séries launaires. On dira qu'une série entière est launairesi elle est de la forme ∑ ckz
pk pour une suite roissante d'entiers (pk) telle que

lim inf pk+1/pk > 1 quand k → +∞. Supposons aussi que la série
f(z) =

+∞∑

k=0

ckz
pksoir de rayon de onvergene R > 0 �ni. Alors la fontion holomorphe f dé�niesur Ω = D(0, R) admet tout le erle ∂Ω = Γ(0, R) omme frontière naturelle.Démonstration. Quitte à tronquer les premiers termes de la série, il n'est pasrestritif de supposer que pk+1/pk > 1 + 1/m > 1 pour tout k, où m > 1 estun entier assez grand. Supposons de plus qu'il existe un point z0 ∈ Γ(0, R) auvoisinage duquel f se prolonge holomorphiquement. Alors, en remplaçant f par

f̃(z) = f(z0z) =
+∞∑

k=0

ckz
pk

0 zpkon voit qu'on peut se ramener au as où R = 1 et z0 = 1, 'est-à-dire que f seprolonge en une fontion holomorphe sur Ωε = D(0, 1) ∪D(1, ε) pour ε > 0 assezpetit. Considérons alors la fontion ϕ : D(0, 1) → D(0, 1) telle que
ϕ(w) =

1

2
(wm + wm+1) =

1

2
(1 + w)wmet g = f ◦ ϕ. Comme w 7→ 1

2 (1 + w) envoie le disque D(0, 1) sur le disque
D(1/2, 1/2), on voit en partiulier que ϕ(w) ∈ D(0, 1)∪{1} pour tout w ∈ D(0, 1)et que ϕ−1

(
D(0, 1) ∪ D(1, ε)

) est un voisinage ouvert de D(0, 1). Cei impliqueque g = f ◦ϕ est holomorphe sur un disque de entre 0 et de rayon > 1, par suitela série entière de g(w) = f ◦ ϕ(w) en 0 est de la forme ∑ anw
n ave un rayon deonvergene > ρ > 1, et les oe�ients admettent une majoration |an| 6 Mρ−npour n assez grand. Or

g(w) = f ◦ ϕ(w) =
+∞∑

k=0

ck2
−pk(1 + w)pkwmpket on a par hypothèse pk+1 > (1 + 1/m)pk, don mpk+1 > (1 + m)pk. On voitainsi que le développement du bin�me des termes (1 + w)pkwmpk onduit à desmon�mes de degrés tous di�érents lorsque k ∈ N. En partiulier le terme médiande (1 + w)pk a un oe�ient binomial > 2pk/(pk + 1) (puisque 'est le plus grandparmi (pk + 1) oe�ients et que la somme vaut 2pk). Comme il n'y a auuneompensation de termes, on en déduit ave n = mpk + [(pk + 1)/2] la majoration

∣∣ck2−pk · 2pk/(pk + 1)
∣∣ 6 |an| 6 Mρ−n 6 Mρ−(m+1/2)pk ,d'où |ck| 6 M(pk + 1)ρ−(m+1/2)pk . Cei entraîne que la rayon de onvergenede la série ∑ ckz

pk est supérieur ou égal à ρm+1/2 > 1, en ontradition avel'hypothèse R = 1.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 45Exemple. La série f(z) =
∑
k>0 z

2k est onvergente sur le disque D(0, 1) etadmet Γ(0, 1) omme frontière naturelle. (Dans e as, il existe une preuve plusfaile reposant sur l'identité fontionnelle f(z2) = f(z)− z, qui montre que si f seprolonge le long d'un ar d'amplitude δ dans Γ(0, 1), elle se prolonge aussi le longd'un ar d'amplitude 2δ).4. Théorème de l'appliation ouverteL'objet de e paragraphe est d'abord d'étudier le omportement loal desfontions holomorphes au voisinage d'un point non ritique, puis au voisinaged'un point ritique. De là, on déduit le théorème de l'appliation ouverte et lethéorème d'inversion globale.4.1. Théorème d'inversion loale holomorpheOn donne ii deux démonstrations du théorème d'inversion loale holomorphe,l'une utilisant l'énoné réel orrespondant, l'autre direte (un as partiulier simplede e théorème a déjà été vu au hapitre I dans le as des fontions exp et log).Théorème d'inversion loale. Soient f ∈ O(Ω) et z0 ∈ Ω tel que f ′(z0) 6= 0.Alors, il existe un voisinage ouvert V de z0 tel que W = f(V ) est un ouvert de
C et f : V → W est un biholomorphisme (i.e. une bijetion holomorphe d'inverseholomorphe).Commençons par la démonstration utilisant le théorème d'inversion loale C∞.Démonstration. Comme f ′(z0) 6= 0, la R-di�érentielle de f en z0, dfz0(h) =
f ′(z0)h, est un R-isomorphisme, don (théorème d'inversion loale C∞) il existeun voisinage ouvert V de z0 tel que W = f(V ) est un voisinage ouvert de f(z0) et
f : V → W soit un C∞-di�éomorphisme. De plus, pour tout z ∈ V , d(f−1)f(z) =
(dfz)

−1. Mais, f étant holomorphe, dfz est C-linéaire, don d(f−1)f(z) l'est aussiet f−1 est holomorphe.Remarque. La démonstration i-dessus montre les formules suivantes:
∀z ∈ V, (f−1)′(f(z)) =

1

f ′(z)
et ∀w ∈W, (f−1)′(w) =

1

f ′(f−1(w))
.Démonstration direte du théorème d'inversion loale. Après translation et ho-mothétie, plus préisément, en remplaçant f par

f̃(z) = f ′(z0)
−1(f(z + z0) − f(z0)),on peut supposer z0 = 0, f(0) = 0 et f ′(0) = 1. Quitte à hanger le signe desoe�ients, érivons

w = f(z) = z −
∑

n>2

anz
n



46 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannau voisinage de 0. En passant la série dans l'autre membre, on trouve la formule
z = w + a2z

2 + a3z
3 + · · ·et de l'estimation w ∼ z quand z → 0, on déduit suessivement

z = w +O(w2)

= w + a2

(
w +O(w2)

)2
+O(w3) = w + a2w

2 +O(w3)

= w + a2

(
w + a2w

2
)2

+ a3w
3 +O(w4) = w + a2w

2 + (a3 + 2a2
2)w

3 +O(w4)

= w + a2

(
w + a2w

2 + (a3 + 2a2
2)w

3
)2

+ a3(w + a2w
2)3 + a4w

4 +O(w5)

= w + a2w
2 + (a3 + 2a2

2)w
3 + (a4 + 5a2a3 + 5a3

2)w
4 +O(w5), et.On obtient ainsi formellement un développement limité à tout ordre

z = w +

+∞∑

n=2

Pn(a2, . . . , an)w
n,où Pn est un polyn�me à oe�ients (entiers) positifs ou nuls. Si e développementonverge dans un voisinage de w = 0, notons g(w) sa somme. Par onstrution,on a à l'étape n les estimations f ◦ g(w) = w +O(|w|n) et g ◦ f(z) = z +O(|z|n)si bien que f ◦ g et g ◦ f doivent être égales à l'appliation identique au voisinagede 0 (sans quoi, les fontions holomorphes non nulles f ◦ g(w)− w et g ◦ f(z) − zauraient un zéro d'ordre in�ni à l'origine). Pour montrer la onvergene, observonsqu'il existe un réel M > 0 assez grand tel que |an| 6 Mn pour n > 2, en raison dela onvergene de la série ∑n>2 anz

n au voisinage de 0. On a don
|Pn(a2, . . . , an)| 6 Pn(M2, . . . ,Mn),et il su�t de montrer que la série entière

w +

+∞∑

n=2

Pn(M
2, . . . ,Mn)wna un rayon de onvergene stritement positif en 0. Or ette dernière série estformellement obtenue en résolvant en z l'équation

w = z −
+∞∑

n=2

Mnzn =
z − (M +M2)z2

1 −Mz
.Cei mène à l'équation du seond degré en z

(M +M2)z2 − (1 +Mw)z + w = 0dont la solution est
z =

1 +Mw −
√

(1 +Mw)2 − 4w(M +M2)

2(M +M2)
.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 47Ii, √ est la détermination de la raine arrée holomorphe dé�nie sur le disque
D(1, 1), telle que √

1 = 1 (puisqu'on doit avoir z = 0 pour w = 0). Ledéveloppement en série entière de ette expression par rapport à la variable w a unrayon de onvergene R > 0. En e�et, nous avons (1+Mw)2−4w(M+M2) = 1−w′ave w′ = (2M + 4M2)w −M2w2 et d'après le dernier orollaire du § 3.3 il su�tde trouver un rayon R > 0 tel que |w′| < 1 pour tout w ∈ D(0, R), de façon que
w 7→

√
(1 +Mw)2 − 4w(M +M2) =

√
1 − w′soit dé�nie et holomorphe sur D(0, R). On véri�e failement que

R =
1

(1 +
√

2)M + 4M2onvient, ar |w| < R entraîne suessivement
|M2w2| 6 M2|w|R 6 M2|w|/

(
(1 +

√
2)M

)
= (

√
2 − 1)M |w|

|w′| 6 (2M + 4M2)|w| + |M2w2| 6
(
(1 +

√
2)M + 4M2)|w| < 1.Pour w ∈ D(0, R) de module |w| = r, nous trouvons un nombre z qui est inférieuren module à la valeur alulée pour w = r ∈ [0, R[ , qui véri�e

z =
1 +Mw −

√
1 − w′

2(M +M2)
<

Mw + w′

2(M +M2)
< 2w < 2R <

1

M
.Cei montre que la série g(w) = w +

∑
n>2 Pn(a2, . . . , an)w

n est de rayon deonvergene au moins égal à R, et que g(D(0, R)) ⊂ D(0, 1/M), disque sur lequel
f(z) = z−∑n>2 anz

n est onvergente. Par identi�ation de la série entière en 0 etle prinipe du prolongement analytique, nous voyons que la formule f ◦ g(w) = west valable sur tout le disque D(0, R).Ce raisonnement montre que g est injetive sur l'ouvert W = D(0, R) etque l'image w = f(z) atteint surjetivement le disque W sur la partie onnexe
g(W ) ⊂ D(0, 1/M) ∩ f−1(W ). Cei nous permet de hoisir omme ouvert V laomposante onnexe de 0 dans D(0, 1/M)∩ f−1(W ), de telle sorte que f(V ) ⊂Wet g(W ) ⊂ V . Les ensembles V et W sont bien des ouverts, et on a déjà vu que
f|V ◦ g|W = IdW sur W . Par ailleurs on a g|W ◦ f|V = IdV sur V par onnexité de
V et prolongement analytique.Remarque. La méthode développée i-dessus est onnue sous le nom de �méthodedes séries majorantes 〉〉. Outre le fait de donner une démonstration direte, sonintérêt est de fournir une estimation e�etive de la taille des voisinages V et Wmis en jeu.4.2. Comportement loal en un point ritiqueUn point ritique d'une fontion di�érentiable est par dé�nition un point oùsa di�érentielle s'annule.



48 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDé�nition. On appelle point ritique d'une fontion holomorphe f un point z0 où
f ′(z0) = 0.Le paragraphe préédent nous a permis de omprendre le omportement de fau voisinage d'un point non ritique. On montre dans e paragraphe le résultatsuivant.Théorème. Soient Ω un ouvert de C, z0 ∈ Ω et f ∈ O(Ω) non onstanteau voisinage de z0. Alors il existe m = min{n ∈ N∗ ; f (n)(z0) 6= 0} et unbiholomorphisme ϕ : V → W d'un voisinage V de z0 sur un voisinage W de 0ave ϕ(z0) = 0 tels que

∀z ∈ V, f(z) − f(z0) = ϕ(z)m.Démonstration. Comme f n'est pas onstante au voisinage de 0, l'ensemble
{n ∈ N∗ ; f (n)(z0) 6= 0} est non vide et l'entier m est bien dé�ni. Le as
m = 1 déoule ensuite du théorème d'inversion loale holomorphe en posant
ϕ(z) = f(z) − f(z0). On suppose don dorénavant que m > 2. Érivons alors
f(z) = f(z0) + (z − z0)

mg(z) ave g holomorphe sur Ω, et g(z0) 6= 0. Comme
g(z0) 6= 0, il existe une détermination de la rainem-ième holomorphe au voisinagede g(z0), et don une fontion h holomorphe sur un voisinage Ṽ de z0 telle que
g = hm. Posons alors ϕ(z) = (z − z0)h(z). Par onstrution ϕ(z0) = 0 et

ϕ(z)m = (z − z0)
mh(z)m = (z − z0)

mg(z) = f(z) − f(z0) sur Ṽ ,De plus, ϕ′(z0) = h(z0) 6= 0 (puisque h(z0)
m = g(z0) 6= 0). Le théorèmed'inversion loale holomorphe montre que ϕ est un biholomorphisme d'un voisinage

V ⊂ Ṽ de z0 sur un voisinage W de 0.Dans le théorème préédent, on peut toujours se ramener au as où W estun disque; sinon, on hoisit un disque D(0, r0) ontenu dans W , et on remplae
W par Wr = D(0, r), r ∈ ]0, r0[, et V par Vr = ϕ−1(D(0, r))). Comme ϕ estun homéomorphisme d'un voisinage de z0 sur un voisinage de 0, les ensembles Vrforment un système fondamental de voisinages ouverts de z0.Corollaire. Pour tout w ∈ D(f(z0), r

m)r{f(z0)}, r ∈ ]0, r0[, l'équation f(z) = wpossède m solutions distintes dans Vr (pour w = f(z0), l'équation f(z) = w admet
z0 omme unique solution de multipliité m).Démonstration. Pour w ∈ D(f(z0), r

m), l'équation f(z) = w équivaut à ϕ(z)m =
w − f(z0) ∈ D(0, rm) et admet don m solutions

zk = ϕ−1
(
e2iπk/m(w − f(z0)))

1/m) ∈ Vr, 0 6 k < moù (w − f(z0)))
1/m ∈ D(0, r) est l'une quelonque des raines m-ièmes de

w − f(z0). Ces solutions sont toutes distintes si w 6= f(z0) et onfondues (égalesà ϕ−1(0) = z0) si w = f(z0).



Chap. II: Holomorphie et analytiité 494.3. Théorème de l'appliation ouverte et théorème d'in-version globaleL'étude loale de la setion § 4.2 fournit les onséquenes importantes sui-vantes.Théorème de l'appliation ouverte. Soient Ω un ouvert onnexe et f ∈ O(Ω)une appliation holomorphe non onstante. Alors f est ouverte (i.e. pour toutouvert U ⊂ Ω, l'image f(U) est un ouvert de C).Démonstration. D'après le orollaire de § 4.2 et la remarque qui préède, toutpoint z0 ∈ U admet un voisinage Vz0 ⊂ U tel que f(Vz0) = D(f(z0), ρ(z0)) est unertain disque ouvert de entre f(z0). Par suite f(U) =
⋃
D(f(z0), ρ(z0)) est unouvert.Théorème d'inversion globale. Soit f ∈ O(Ω) une appliation holomorpheinjetive. Alors(i) f(Ω) est un ouvert de C,(ii) la dérivée f ′ ne s'annule pas sur Ω,(iii) f : Ω → f(Ω) est un biholomorphisme.Démonstration. On sait déjà que f est ouverte, don f(Ω) est un ouvert et fune bijetion ontinue ouverte de Ω sur f(Ω), i.e. un homéomorphisme. Si onavait f ′(z0) = 0 en un ertain point z0 ∈ Ω, alors l'entier m dé�ni en § 4.2 seraitsupérieur ou égal à 2 et f ne serait don pas loalement injetive au voisinage de z0.Cette ontradition implique que f ′ ne s'annule pas. Le théorème d'inversion loaleentraîne alors que f−1 est holomorphe.5. Prinipe du maximum, lemme de ShwarzLe prinipe du maximum et le lemme de Shwarz sont deux autres manifes-tations spetaulaires de la �rigidité 〉〉 des fontions holomorphes, d'une grandeimportane en vue de leur étude géométrique et quantitative.5.1. Prinipe du maximumThéorème. Soient Ω un ouvert de C et f ∈ O(Ω). Alors f satisfait les propriétéssuivantes.(i) S'il existe z0 ∈ Ω tel que |f(z0)| = supΩ |f |, alors f est onstante sur laomposante onnexe de Ω qui ontient z0,(ii) Pour tout ompat K ⊂ Ω, on a

max
K

|f | = max
∂K

|f | ;de même on a
max
K

Re f = max
∂K

Re f, max
K

Im f = max
∂K

Im f.



50 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. (i) Supposons f non onstante sur la omposante onnexe Ω0 de
Ω ontenant z0 et |f(z0)| = supΩ |f | (= supΩ0

|f |). Comme f est ouverte sur
Ω0, l'image f(Ω0) serait un voisinage de f(z0) et ontiendrait don des points demodule stritement supérieur à |f(z0)|. Contradition !(ii) On le montre par exemple pour Re f . Si on avait max∂K Re f < maxK Re f ,alors il existerait z0 ∈ K◦ = K r ∂K tel que Re f(z0) = maxK Re f . Considéronsla omposante onnexe Ω0 de z0 dans l'ouvert K◦, et supposons d'abord f nononstante dans Ω0. Alors f(Ω0) serait un ouvert ontenant f(z0) et ontenu dansle demi-plan {w ; Rew 6 Re f(z0)}. C'est absurde et ette ontradition entraîneque f est onstante sur Ω0, de sorte que Re f|∂Ω0

= Re f(z0) par ontinuité de f .Mais omme
∅ 6= ∂Ω0 ⊂ ∂(K◦) = K◦ rK◦ ⊂ K rK◦ = ∂K,alors maxK Re f = Re f(z0) est atteint aussi sur ∂K, ontradition �nale !5.2. Lemme de ShwarzLe lemme de Shwarz fournit une information quantitative sur le module quepeut prendre d'une fontion holomorphe, dès lors qu'on onnaît une borne globaledu module et l'existene de ertains zéros.Lemme de Shwarz. Soit f ∈ O(D(z0, R)) ave 0 < R < +∞. Supposons que

sup
D(z0,R)

|f | = M < +∞ et f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0.Alors :(i) ∀z ∈ D(z0, R), |f(z)| 6 M(|z − z0|/R)m,(ii) s'il existe un point de D(z0, R) r {z0} où l'inégalité de (i) est une égalité,alors il existe µ ∈ C de module M tel que f(z) = µ(|z − z0|/R)m pour tout
z ∈ D(z0, R).Démonstration. Posons g(z) = f(z)/(z − z0)

m. Alors g est holomorphe sur
D(z0, R) et pour r < R, le prinipe du maximum appliqué à g sur D(z0, r) donne

max
D(z0,r)

|g| = max
Γ(0,r)

|g| 6
M

rm
.Par passage à la limite lorsque r tend vers R, on en déduit supD(z0,R) |g| 6 M/Rm,d'où (i). S'il y a égalité dans (i), alors |g| atteint son sup en un point de D(z0, r),don g est onstante et (ii) s'ensuit.5.3. Automorphismes du disqueNous montrons ii omment on peut utiliser le lemme de Shwarz pour étudierles automorphismes du disque, ou plus généralement les appliations holomorphesdu disque dans lui-même.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 51Dé�nition. Étant donné un ouvert Ω de C, on note Aut(Ω) l'ensemble des au-tomorphismes (holomorphes) de Ω, 'est-à-dire l'ensemble des appliations holo-morphes bijetives de Ω sur lui-même.Il est lair que Aut(Ω) possède une struture de groupe pour la loi ◦ de om-position des appliations. Nous allons maintenant déterminer les automorphismesdu disque unité, qui sera noté
D = D(0, 1) = {z ∈ C ; |z| < 1}.Théorème. Les automorphismes de D sont les transformations homographiquesde la forme

f(z) = λ
z − a

1 − az
, |λ| = 1, a ∈ D, z ∈ D.Le ouple (λ, a) ∈ S1×D est déterminé de manière unique par f ; on a par exemple

a = f−1(0), λ = (1 − |a|2)−1f ′(0).Démonstration. On ommene par étudier le as partiulier orrespondant auhoix λ = 1, en posant
ϕa(z) =

z − a

1 − az
, z ∈ D.Pour a, z ∈ D on a |1 − az| > 1 − |a| |z| > 0. Un alul immédiat donne alors

1 − |ϕa(z)|2 =
|1 − az|2 − |z − a|2

|1 − az|2

=
(1 − az − az + |a|2|z|2) − (|z|2 − az − az + |a|2)

|1 − az|2 ,d'où
1 − |ϕa(z)|2 =

(1 − |a|2)(1 − |z|2)
|1 − az|2 > 0.Il en résulte que ϕa(D) ⊂ D. Par ailleurs l'équation w = ϕa(z) équivaut à

w(1 − az) = z − a, soit w + a = z(1 + aw) ou enore z = ϕ−a(w). On voitdon que ϕa : D → D est un automorphisme de D, d'inverse ϕ−1
a = ϕ−a. Ceientraîne que Aut(D) agit transitivement sur D, 'est-à-dire, que pour tout ouple

(a, b) ∈ D2 il existe un automorphisme f tel que f(a) = b ; omme ϕa(a) = 0 et
ϕ−b(0) = b, il su�t en e�et de prendre f = ϕ−b ◦ ϕa.Pour |λ| = 1, z = eiθ, l'homothétie omplexe hλ(z) = λz n'est autre que larotation d'angle θ, don hλ ∈ Aut(D), et on en déduit que l'appliation

f(z) = hλ ◦ ϕa(z) = λ
z − a

1 − azdé�nit bien un automorphisme f ∈ Aut(D). Inversement, soit f ∈ Aut(D) unautomorphisme quelonque et a = f−1(0) ∈ D. Alors l'automorphisme
g = f ◦ ϕ−1

a = f ◦ ϕ−a ∈ Aut(D)



52 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannvéri�e g(0) = f(a) = 0. D'après le lemme de Shwarz (appliqué sur le disque
D(0, R) de rayon R = 1 pour la fontion g : D → D majorée en module par
M = 1, s'annulant en 0 ave la multipliité m = 1), on en déduit |g(z)| 6 |z|pour tout z ∈ D. Comme g−1 jouit des mêmes propriétés que g, on a aussi
|g−1(z)| 6 |z| pour tout z ∈ D, et par suite |z| = |g−1(g(z))| 6 |g(z)|. On adon en fait |g(z)| = |z| pour tout z ∈ D. Le as d'égalité du lemme de Shwarzmontre que g(z) = hλ(z) = λz pour un ertain λ de module 1, et on a don
f = g ◦ ϕa = hλ ◦ ϕa, e qu'il fallait démontrer.On déduit également du lemme de Shwarz le orollaire intéressant i-dessous(on en verra ultérieurement au Chapitre V, § 2 une interprétation géométrique).Corollaire. Soit f : D → D une appliation holomorphe quelonque. Alors ladérivée f ′ satisfait l'inégalité

|f ′(z)|
1 − |f(z)|2 6

1

1 − |z|2en tout point z ∈ D, et l'égalité se produit si et seulement si f est un automor-phisme de D.Démonstration. Un alul faile laissé au leteur montre que
ϕ′
a(z) =

1 − |a|2
(1 − az)2

,en partiulier ϕ′
a(0) = 1 − |a|2 et ϕa(a) = 1/(1 − |a|2). Fixons maintenant

z0 ∈ D et onsidérons g = ϕf(z0) ◦ f ◦ ϕ−z0 , qui est telle que g(0) = 0.Comme g envoie D dans D, le lemme de Shwarz montre que |g(z)| 6 |z| et
|g′(0)| = lim|z|→0 |g(z)|/|z| 6 1. Or,

g′(0) = ϕ′
f(z0)

(f(z0)) · f ′(z0) · ϕ′
−z0

(0) =
1

1 − |f(z0)|2
f ′(z0) (1 − |z0|2).L'inégalité voulue pour |f ′(z0)| s'ensuit immédiatement. Si l'égalité se produit,alors |g′(0)| = 1 et la fontion g(z)/z atteint le maximum de son module, à savoir 1,au point z = 0. On a don g(z)/z = λ pour un ertain λ de module 1, e quiimplique que g (et par suite f) sont des automorphismes de D.5.4. Théorème de Bloh-LandauCe résultat peut être onçu omme une version plus préise et plus quantitativedu théorème de l'appliation ouverte. Notre preuve utilisera les propriétés desautomorphismes du disque. L'énoné original est dû à André Bloh qui l'aobtenu autour des années 1924-1925 (depuis son h�pital psyhiatrique où il étaitinterné pour avoir assassiné son frère, sa tante et son onle à un repas de familleen 1917. . .), et sa preuve a été mise en forme et publiée par Edmund Landaudans son livre de 1929 Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisseder Funktionentheorie.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 53Théorème de Bloh-Landau. Soit f une fontion holomorphe dans un disque
D(z0, r), telle que f ′(z0) 6= 0. Alors il existe un ouvert U ⊂ D(z0, r) tel que larestrition f|U soit un biholomorphisme de U sur un disque f(U) = D(w0, R) derayon R > 1

12r|f ′(z0)|.Démonstration. Dans la mesure où la onstante 1/12 ne sera pas optimale, onpeut onsidérer la restrition de f à un disque un peu plus petit, et après avoirainsi diminué un peu r, supposer que f est holomorphe sur un voisinage du disquefermé D(z0, r). Dans e as, en remplaçant f(z) par g(z) = f(z0 + rz), on seramène au as d'une fontion g dé�nie au voisinage du disque unité fermé D(0, 1),et on observe qu'on a |g′(0)| = r|f ′(z0)|. On pose alors
m = sup

z∈D(0,1)

(1 − |z|2) |g′(z)| > |g′(0)|.Comme |g| est ontinue sur le disque ompatD(0, 1), il existe un point a ∈ D(0, 1)tel que m = (1 − |a|2)|g′(a)|. En remplaçant g par h = g ◦ ϕ−a, nous avons
h(0) = g(a), h′(0) = g′(a)ϕ′

−a(0) = (1 − |a|2)g′(a).Cei donne en partiulier
|h′(0)| = m > |g′(0)| = r|f ′(z0)|.De plus, en posant w = ϕ−a(z) pour z ∈ D(0, 1), nous avons

(1 − |z|2)|h′(z)| =
(1 − |z|2)|ϕ′

−a(z)|
1 − |ϕ−a(z)|2

(1 − |w|2)|g′(w)| 6 mdu fait que le quotient est égal à 1 d'après le orollaire du § 5.3. Le théorèmesera démontré si nous prouvons qu'il existe un ouvert V ⊂ D(0, 1) tel que h|Usoit un biholomorphisme de U sur un disque D(w,R) de rayon R > 1
12m. Quitteà remplaer h par 1

h′(0)
(h − h(0)), nous pouvons supposer de plus h(0) = 0 et

m = h′(0) = 1, de sorte que
|h′(z)| 6

1

1 − |z|2pour tout z ∈ D(0, 1). Nous avons alors un développement en série entière
h(z) = z +

+∞∑

n=2

anz
nde rayon de onvergene au moins égal à 1, et les inégalités de Cauhy appliquéesà h′(z) = 1 +

∑
n>2 nanz

n−1 sur le disque D(0, ρ) entraînent que
n |an| 6

1

(1 − ρ2)ρn−1



54 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemanndu fait que nan est le oe�ient de zn−1 dans h′(z). Un alul aisé montre quele maximum de ρ 7→ (1 − ρ2)ρn−1 est atteint au point ρ tel que ρ2 = n−1
n+1 , paronséquent

|an| 6
n+ 1

2n

(
1 +

2

n− 1

)n−1
2

,soit |a2| 6 33/2/4, |a3| 6 4/3, |a4| 6 3−3/255/2/8 et |an| < 3e/5 pour n > 5,d'où aisément |an| 6 Mn pour tout n > 2, ave M = 33/4/2 < 1, 14. A e point,nous reprenons la preuve du théorème d'inversion loale par la méthode des sériesmajorantes. Les aluls faits au § 4.1 impliquent que h est un biholomorphismed'un ertain ouvert U ⊂ D(0, 1) sur le disque D(0, R) ave
R =

1

(1 +
√

2)M + 4M2
>

1

12
.Remarque. Si on herhe seulement à obtenir la surjetivité de f sur un disque

D(w0, R), on peut raisonner de façon un peu plus élémentaire, sans utiliser laversion e�etive du théorème d'inversion loale. C'est ette approhe qui �gure enfait dans les travaux originaux de Bloh-Landau.6. Intégrales dépendant holomorphiquement d'unparamètre6.1. Théorème de dérivation sous le signe sommeSoit (E,B, µ) un espae mesuré σ-�ni, 'est-à-dire un ensemble E muni d'unetribu B et d'une mesure positive µ sur la tribu B, de sorte que E soit réunion auplus dénombrable de parties de B de mesure �nie. On suppose donnée un ouvert
Ω ⊂ C et une fontion

F : Ω × E → C, (z, t) 7→ F (z, t),de sorte que(6.1.1) z 7→ F (z, t) est holomorphe sur Ω pour µ-presque tout t ∈ E ;(6.1.2) t 7→ F (z, t) est µ-intégrable pour tout z ∈ Ω.On onsidère alors la fontion omplexe f dé�nie sur Ω, telle que
f(z) =

∫

t∈E

F (z, t) dµ(t).Théorème. Outre les hypothèses (6.1.1) et (6.1.2) i-dessus, on fait l'hypothèse demajoration uniforme loale suivante: pour tout point z0 ∈ Ω, il existe un voisinageouvert V ⊂ Ω de z0 et une fontion µ-intégrable positive g telle que(6.1.3) pour tout z ∈ V , on a |F (z, t)| 6 g(t) µ-presque partout sur E.
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∫
E
F (z, t) dµ(t) est holomorphe sur Ω, et ses dérivées sont donnéespar dérivation sous le signe somme:

f (n)(z) =

∫

t∈E

dn

dzn
F (z, t) dµ(t).La onvergene des intégrales préédentes est assurée par la majoration suivante:étant donné un voisinage W de z0 tel que W ⊂ V , on a une majoration uniformeloale ∣∣∣

dn

dzn
F (z, t)

∣∣∣ 6 n! ε−ng(t), z ∈W,

µ-presque partout sur E, ave ε = d(W, ∁V ).Démonstration. Soit N1 l'ensemble exeptionnel µ-négligeable qui intervient dans(6.1.1) et N ′
z, z ∈ V , les ensembles µ-négligeables qui interviennent dans (6.1.3).On va ommener par montrer qu'on peut supposer tous les N ′

z égaux à un mêmeensemble négligeable N2 ⊃ N1. En e�et, soit (zk) une suite dénombrable densedans V (il en existe!) et N2 = N1 ∪
⋃
N ′
zk
. Alors on a |F (zk, t)| 6 g(t) pour tout

zk et tout t ∈ ErN ′
zk
, et don pour tout z ∈ ErN2. Un point z ∈ V quelonqueest limite d'une ertaine sous-suite de (zk). Par ontinuité de z 7→ F (z, t), on endéduit |F (z, t)| 6 g(t) pour tout z ∈ V et t ∈ E rN2, e qu'il fallait véri�er. Laontinuité de f sur V résulte alors du théorème de onvergene dominée (étantdonné un point z1 ∈ V donné et une suite z1,ν → z1, on onsidère la suite defontions intégrables t 7→ F (z1,ν , t)).Maintenant, �xons un voisinage W de z0 tel que W ⊂ V et ε = d(W, ∁V ).Alors, pour tout point z1 ∈ W , le disque fermé D(z1, ε) est ontenu dans V et,omme z 7→ F (z, t) est holomorphe sur V pour t ∈ E rN2, la formule de Cauhypermet d'érire

(6.1.4) F (z, t) =
1

2iπ

∫

Γ(z1,ε)

F (w, t)

w − z
dwpour tout (z, t) ∈ D(z1, ε) × (E rN2). Le théorème de Fubini donne alors

∫

t∈E

F (z, t) dµ(t) =
1

2iπ

∫

Γ(z1,ε)

1

w − z

(∫

t∈E

F (w, t) dµ(t)
)
dw,ar l'intégrale double est absolument onvergente (on majore 1/(w − z) par

1/(ε− |z − z1|) et |F (z, t)| par g(t)). Il en résulte
(6.1.5) f(z) =

1

2iπ

∫

Γ(z1,ε)

f(w)

w − z
dw,e qui démontre la C-analytiité de f (pour ela, on peut utiliser par exemple lemême raisonnement que dans le paragraphe § 3.3). La majoration ∣∣ dn

dznF (z1, t)
∣∣ 6

n! ε−ng(t) résulte des inégalités de Cauhy (elle s'obtient aussi diretement à partirde (6.1.4) après n dérivations sous le signe somme), tandis que (6.1.5) fournit
f (n)(z) =

n!

2iπ

∫

Γ(z1,ε)

f(w)

(w − z)n+1
dw

=

∫

t∈E

( n!

2iπ

∫

Γ(z1,ε)

F (w, t)

(w − z)n+1
dw
)
dµ(t) =

∫

t∈E

dn

dzn
F (z, t) dµ(t)



56 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannà l'aide du théorème de Fubini.6.2. Fontion � d'EulerOn dé�nit la fontion Γ d'Euler par
(6.2.1) Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt,où tz−1 = exp((z − 1) ln t). On a |e−t| 6 1 et |tz−1| = tRe z−1, de sorte quel'intégrale est absolument onvergente sur le demi-plan Re z > 0 (la onvergeneau voisinage de +∞ ne pose pas de di�ulté, on observe par exemple que
tRe z−1 6 et/2 pour t assez grand. Pour 0 < α < β donnés quelonques, on ala majoration uniforme

|tRe z−1e−t| 6 g(t) = (tα−1 + tβ−1)e−tsur la bande vertiale α < Re z < β. Comme l'intégrale ∫ +∞

0
g(t)dt onverge,on en déduit que la fontion Γ est dé�nie et holomorphe sur tout le demi-plan

Re z > 0. Une intégration par parties fournit
Γ(z + 1) = lim

ε→0+, A→+∞

∫ A

ε

tze−tdt

= lim
ε→0+, A→+∞

([
tz(−e−t)

]A
ε

+

∫ A

ε

z tz−1e−tdt
)

= z

∫ +∞

0

tz−1e−tdtpourvu que Re z > 0. La fontion Γ satisfait don l'équation fontionnellefondamentale
(6.2.2) Γ(z + 1) = z Γ(z) pour tout z ∈ C tel que Re z > 0.Comme Γ(1) =

∫ +∞

0
e−tdt = 1, on en déduit aussit�t par réurrene

(6.2.3) Γ(n) = (n− 1)! pour tout entier n > 1.Par ailleurs, on peut prolonger holomorphiquement Γ à C r Z−, et e de manièreunique d'après la onnexité de et ouvert, en dé�nissant Γ par
(6.2.4) Γ(z) =

Γ(z + n+ 1)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)(z + n)lorsque Re z > −n − 1 (l'équation fontionnelle (6.2.2) implique qu'il s'agitbien d'une identité lorque Re z > 0). La fontion Γ apparaît don omme uneextrapolation à C r Z− de la fontion fatorielle. La formule (6.2.4) nous amèneà onsidérer Γ(z) omme in�ni lorsque z = −n ∈ Z− est un entier négatif ou nul.Comme Γ(1) = 1, on a l'équivalent
(6.2.5) Γ(z) ∼ (−1)n

n!

1

z + n
quand z → −n.Les points z = −n sont don des p�les simples (f. hapitre IV).



Chap. II: Holomorphie et analytiité 577. Topologie sur l'espae des fontions holomor-phesLes fontions holomorphes se omportent partiulièrement bien par rapportà la topologie de la onvergene uniforme sur les ompats. Nous introduisonsette dernière et analysons les propriétes fondamentales de onvergene des suitesde fontions holomorphes. Rappelons qu'on appelle semi-norme sur un espaevetoriel réel ou omplexe E un appliation p : E → R+ telle que p(λx) = |λ| p(x)et p(x+ y) 6 p(x) + p(y) pour tout salaire λ et tous veteurs x, y ∈ E.7.1. Dé�nition de la topologieÉtant donné un ouvert Ω de C, on munit l'espae C0(Ω) des fontions ontinuesà valeurs omplexes f : Ω → C de la famille de semi-normes (pK)K⊂Ω suivantes :si K est un ompat de Ω et si f ∈ C0(Ω), on note pK(f) = supK |f |.Cette famille de semi-normes (lorsque K dérit les ompats de Ω) fait de
C0(Ω) un �espae vetoriel topologique 〉〉 : un système fondamental de voisinagesde 0 est donné par les VK,ε = {f ∈ C0(Ω) | pK(f) < ε}, ε > 0, K ⊂ Ω ; de plus,une partie U ⊂ C0(Ω) est dite ouverte si pour tout élément f ∈ U , il existe un
VK,ε tel que f + VK,ε ⊂ U . La situation est ii simpli�ée du fait que la famille
(pK)K⊂Ω est une famille �ltrante : on entend par là que tout sous-ensemble �nide semi-normes est majoré par une semi-norme de la famille; en e�et, il est lairque max(pK1

, . . . , pKr
) = pK1∪···∪Kr

.La topologie ainsi dé�nie sur C0(Ω) est la topologie de la onvergene uniformesur les ompats de Ω : une suite (fn) d'éléments de C0(Ω) onverge vers f dans
C0(Ω) si et seulement si fn onverge vers f uniformément sur tout ompat Kde Ω (e qui s'exprime en termes des semi-normes par : limn→+∞ pK(fn − f) = 0pour tout K).On peut bien entendu reprendre es dé�nitions mot pour mot pour le sous-espae O(Ω) ⊂ C0(Ω) des fontions holomorphes. On obtient ainsi un espae
(O(Ω), (pK)K⊂Ω), qui est un sous-espae vetoriel topologique de C0(Ω) ('est-à-dire que sa topologie est la topologie induite par elle de C0(Ω)).Rappelons qu'un espae vetoriel topologique E est loalement onvexe siet seulement si sa topologie peut être dé�nie par une ertaine famille (a prioriquelonque) de semi-normes, et que l'espae est métrisable si et seulement s'il estséparé et si sa topologie peut être dé�nie par une famille au plus dénombrable (pν)de semi-normes. On voit que la ondition est su�sante en onsidérant la distane

d(x, y) =
∑

ν

2−ν min
(
1, pν(x− y)

)
.Dans l'autre diretion, on dispose d'un système fondamental dénombrable devoisinages ouverts Vν de 0, qu'on peut supposer onvexes et équilibrés ('est-à-dire que x ∈ Vν et |λ| 6 1 impliquent λx ∈ Vν). Chaque Vν est alors la boule unitéde la semi-norme �jauge 〉〉 pν telle que pν(x) = min{λ > 0 ; λ−1x ∈ Vν}.Dans la situation onsidérée i-dessus, la topologie de C0(Ω) et de O(Ω) peut enfait être dé�nie par la famille dénombrable de semi-normes (pKν

)ν∈N où (Kν)ν∈N



58 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannest une suite exhaustive de ompats de Ω, i.e. Ω =
⋃
ν∈N

Kν , Kν ∈ K◦
ν+1. Enpartiulier, la topologie de C0(Ω) et de O(Ω) est métrisable.Rappelons en�n les dé�nitions usuelles onernant les espaes omplets et lesespaes de Fréhet.Espaes omplets, espaes de Fréhet. Soit E un espae vetoriel topologique.(i) On appelle suite Cauhy dans E une suite (xn) telle que pour tout voisinage

V de 0, il existe un entier n0 tel que up − uq ∈ V pour p, q > n0. Un espaevetoriel topologique métrisable E est dit omplet si toute suite de Cauhy estonvergente.(ii) Un espae de Fréhet est un espae vetoriel topologique loalement onvexe,métrisable et omplet.L'espae vetoriel topologique (C0(Ω), (pK)) est un espae de Fréhet (laomplétude équivaut au �ritère de Cauhy uniforme 〉〉). Par ailleurs, il est failede voir que tout sous-espae fermé d'un espae de Fréhet est un espae de Fréhet.7.2. Limites uniformes de fontions holomorphesLe résultat suivant justi�e le fait que la topologie dé�nie préédemment est la�bonne 〉〉 topologie pour l'étude des fontions holomorphes.Théorème. Soit (fn) une suite dans O(Ω). On suppose que fn onverge versune fontion omplexe f uniformément sur tout ompat de Ω. Alors f estholomorphe sur Ω et pour tout entier ℓ, la suite des dérivées (f
(ℓ)
n ) onverge vers

f (ℓ) uniformément sur tout ompat de Ω.Démonstration. Évidemment, f est ontinue omme limite uniforme de fontionsontinues. D'autre part, si K est un ompat à bord C1 par moreaux de Ω, on a
∀z ∈ K◦, fn(z) =

1

2iπ

∫

∂K

fn(w)

w − z
dw.Comme la suite fn onverge uniformément vers f sur le ompat ∂K et que |w−z|est minoré par d(z,C rK) > 0, on a par passage à la limite

∀z ∈ K◦, f(z) =
1

2iπ

∫

∂K

f(w)

w − z
dw.En partiulier, f est holomorphe sur Ω. Fixons un réel r > 0 stritement inférieurà d(K,C r Ω). Pour tout z ∈ K◦, on a :

f (ℓ)
n (z) =

ℓ!

2iπ

∫

Γ(z,r)

fn(w)

(w − z)ℓ+1
dw et f (ℓ)(z) =

1

2iπ

∫

Γ(z,r)

f(w)

(w − z)ℓ+1
dw.De là, on tire

|f (ℓ)
n (z) − f (ℓ)(z)| 6

ℓ!

rℓ
sup

Γ(z,r)

|fn − f |.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 59Notons Kr = {z ∈ Ω | dist(z,K) 6 r}. Comme r < d(K,C r Ω), l'ensemble Krest un ompat de Ω et
sup
K

|f (ℓ)
n − f (ℓ)| 6

ℓ!

rℓ
sup
Kr

|fn − f | −→
n→+∞

0.Conséquene. Soit ∑ fn une série de fontions fn ∈ O(Ω). Si ∑ fn onvergeuniformément sur tout ompat, alors F =
∑+∞
n=0 fn ∈ O(Ω) et pour tout ℓ ∈ N,

F (ℓ) =
∑+∞
n=0 f

(ℓ)
n .Le orollaire suivant est essentiellement une reformulation du théorème.Corollaire. Soit Ω un ouvert de C.(i) L'espae vetoriel O(Ω) est un sous-espae fermé de l'espae de Fréhet

(C0(Ω), (pK)), en partiulier (O(Ω), (pK)) est un espae de Fréhet.(ii) Pour tout entier ℓ > 0, l'opérateur dℓ/dzℓ : O(Ω) → O(Ω) est un opérateurlinéaire ontinu, et pour tout ompat K ⊂ Ω, tout r < d(K,C r Ω) et tout
f ∈ O(Ω) on a

pK(f (ℓ)) 6
ℓ!

rℓ
pKr

(f).7.3. Produits in�nis de fontions holomorphesSoit (fn)n>0 une suite de fontions holomorphes sur un ouvert Ω. On note
un =

∏n
k=0 fk les �produits partiels 〉〉 assoiés.Dé�nition. On dit que le produit in�ni ∏ fn onverge (resp. onverge unifor-mément) si la suite un onverge (resp. onverge uniformément).Un as trivial de onvergene uniforme du produit in�ni est elui où le termegénéral fn est uniformément majoré en module par une onstante C < 1 pour

n assez grand, auquel as le produit in�ni est identiquement nul. On exluraen général e �as dénégéré 〉〉, et on s'intéressera plut�t aux produits in�nis defontions holomorphes dont le terme général fn tend uniformément vers 1 sur toutompat K. Dans e as, la détermination prinipale Log fn est bien dé�nie sur
K pour n > n0(K) assez grand, et il est lair que le produit in�ni ∏ fn onvergesi et seulement si la série ∑Log fn onverge (après que l'on ait éventuellementtronqué les premiers termes non dé�nis). Voii une variante de e ritère.Théorème. Soit ∏ fn un produit in�ni de fontions holomorphes fn ∈ O(Ω) surun ouvert onnexe Ω. On suppose que haque fn n'est pas identiquement nulle eton érit fn = 1 + gn. Si(i) ∑n |gn| onverge uniformément sur tout ompat de Ω,ou si(ii) ∑n gn et ∑n |gn|2 onvergent uniformément sur tout ompat de Ω,



60 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannalors le produit in�ni ∏ fn onverge uniformément sur tout ompat de Ω vers unelimite P =
∏+∞
n=0 fn holomorphe sur Ω et non identiquement nulle. De plus, ladérivée logarithmique de P est donnée par

P ′

P
=

+∞∑

n=0

f ′
n

fnen tout point de Ω qui n'est pas zéro de l'une des fontions fn. La onvergenede ette série est uniforme sur tout ompat K de Ω (si l'on omet les termes ennombre �ni pour lesquels fn s'annule éventuellement sur K).Démonstration. Soit K un ompat de Ω. Dans les deux as (i) ou (ii), il existe
n0 tel que pour tout n > n0, on ait supK |gn| 6 1/2. En partiulier la fontion
fn = 1 + gn ne s'annule pas sur K pour n > n0 et on peut y érire

Log fn = Log(1 + gn) =

+∞∑

k=1

(−1)k−1gkn/k.Cei est bien légitime puisque la série entière Log(1 + w) =
∑+∞
k=1(−1)k−1wk/kest de rayon de onvergene égal à 1.Cas (i) : �xons une onstante C > 0 telle que pour tout |w| 6 1/2, on ait

|Log(1 + w)| 6 C|w|. Alors, pour p, q > n0, on a
∣∣∣

q∑

n=p

Log fn

∣∣∣ =
∣∣∣

q∑

n=p

Log(1 + gn)
∣∣∣ 6 C

q∑

n=p

|gn|.Ainsi, la suite vn =
∑n
k=n0

Log fk satisfait le ritère de Cauhy uniformesur K, don onverge uniformément sur K vers une fontion holomorphe v =∑+∞
k=n0

Log fk d'après le paragraphe préédent. On en déduit que
un =

n∏

k=n0

fk = exp vnonverge uniformément sur K◦ vers la fontion holomorphe exp v, et don leproduit in�ni∏ fn onverge surK◦ vers la fontion holomorphe non identiquementnulle P = (
∏n0−1
k=0 fk) exp v. Comme le ompat K est arbitraire, la onvergenea bien lieu sur Ω tout entier, uniformément sur les ompats.Cas (ii) : �xons une onstante C′ > 0 telle que pour tout |w| 6 1/2, on ait

|Log(1 + w) − w| 6 C′|w|2. Alors, pour p, q > n0, on a
∣∣∣

q∑

n=p

Log fn −
q∑

n=p

gn

∣∣∣ =
∣∣∣

q∑

n=p

Log(1 + gn) − gn

∣∣∣ 6 C′

q∑

n=p

|gn|2.On en déduit à nouveau que la suite vn =
∑n
k=n0

Log fk satisfait le ritère deCauhy uniforme sur K et on onlut omme préédemment.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 61Dans les deux as, la dérivée logarithmique de P = (
∏n0−1
k=0 fk) exp v est donnéepar

P ′

P
=

n0−1∑

k=0

f ′
k

fk
+ v où v′ =

+∞∑

k=n0

(Log fk)
′ =

+∞∑

k=n0

f ′
k

fk
.Remarque. Sous les hypothèses du théorème, la démonstration i-dessus montreque l'ensemble des zéros de ∏+∞

n=0 fn est égal à l'ensemble ⋃+∞
n=0 f

−1
n (0).Traitons ii un exemple de produit in�ni.Une formule d'Euler. Notons

P (z) = z

+∞∏

n=1

(
1 − z2

n2π2

)
.Si fn(z) = 1− z2/n2π2 et gn(z) = −z2/n2π2, la série∑ gn onverge normalementsur tout ompat de C, si bien que grâe au théorème préédent, le produit in�nionverge et P ∈ O(C). Les zéros de P sont exatement les nπ, n ∈ Z, haunétant de multipliité un. On en déduit que la fontion g(z) = P (z)/ sin z est unefontion entière sans zéros. On alule maintenant la dérivée logarithmique de P .D'après le théorème prinipal de e paragraphe on a

(7.3.1)
P ′(z)

P (z)
=

1

z
−

+∞∑

n=1

2z

n2π2 − z2
=

1

z
+

+∞∑

n=1

( 1

z − nπ
+

1

z + nπ

)sur C r πZ. Cette formule montre en outre que la fontion P ′/P est périodiquede période π : en e�et P ′/P = limN→+∞ sN ave sN (z) =
∑N
n=−N

1
z−nπ

et
sN (z + π) − sN (z) = − 1

z −Nπ
+

1

z + (N + 1)π
−→

N→+∞
0.Par onséquent

g′(z)

g(z)
=
P ′(z)

P (z)
− cos z

sin z
=
P ′(z)

P (z)
− cotg z,admet également π omme période, et 'est de plus une fontion entière (g étantentière et sans zéros).Soit A > 0 �xé et

BA = {z = x+ iy ∈ C ; −π/2 6 x 6 π/2, |y| > A}.Sur BA, la fontion cotg admet la borne | cotg z| 6 cothA, omme on le voit àpartir des majorations
| cotg z|2 =

| cosx ch y − i sinx sh y|2
| sinx ch y + i cosx sh y|2 =

cos2 x+ sh2 y

sin2 x+ sh2 y
6

1 + sh2 y

sh2 y
= coth2 y



62 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(pour la deuxième égalité, on utilise la formule ch2 y = 1 + sh2 y). Par ailleurs,pour z = x+ iy ∈ BA, il vient |1/z| 6 |1/y| 6 1/A et
∣∣∣

2z

n2π2 − z2

∣∣∣ =
2 |z|

|(nπ − x) − iy| |(nπ+ x) + iy| 6
2|z|

n2π2/4
.Ainsi, il existe deux onstantes positives C1 et C2 telles que pour tout z ∈ BA, onait |g′(z)/g(z)| 6 C1+C2|z|. Quitte à hanger les onstantes, ette inégalité s'étendà la bande B = {z = x+iy ∈ C ; −π/2 6 x 6 π/2}, qui est la réunion de BA et d'unretangle ompat. La π-pérodiité montre que l'inégalité |g′(z)/g(z)| 6 C1+C2|z|a lieu sur C tout entier. Par les inégalités de Cauhy (§ 3.2), la fontion g′/g estun polyn�me (de degré inférieur ou égal à un) périodique, don onstant. Mais(7.3.1) montre que P ′/P est une fontion impaire, don la fontion onstante g′/gest impaire, si bien qu'elle doit être identiquement nulle. Par suite g est onstante,égale à g(0) = 1. On en déduit les formules, dues à Euler :

sin z = z

+∞∏

n=1

(
1 − z2

n2π2

)
,

cotg z =
1

z
+

+∞∑

n=1

( 1

z − nπ
+

1

z + nπ

)
,

1

sin2 z
=

+∞∑

n=−∞

1

(z − nπ)2.La deuxième identité, valable sur CrπZ, est obtenue par dérivation logarithmiquede la première, tandis que la troisième est obtenue en prenant l'opposé de la dérivéede la deuxième.7.4. Familles normales, théorème de MontelRappelons que dans un espae vetoriel topologique E, une partie A de E estdite bornée si pour tout voisinage V de 0, il existe un réel positif λ tel que A ⊂ λV .Si la topologie de E est dé�nie par une famille F de semi-normes p, il su�t de fairedérire à V le système fondamental de voisinages Vp,ε = {x ∈ E ; p(x) < ε}, et onvoit don que A est bornée si et seulement si supx∈A p(x) est borné pour toute semi-norme p ∈ F. Il est lair que toute partie ompate A ⊂ E est fermée et bornée.La réiproque, ependant, est en général fausse, omme le montre l'exemple dela boule unité fermée dans l'espae de Hilbert ℓ2(N) ; en fait, un théorème bienonnu de Riesz a�rme qu'un espae normé est de Montel seulement dans le asde la dimension �nie.Dans le as de E = O(Ω), on utilise souvent la terminologie suivante, introduitepar P. Montel lui-même au début du 20e sièle.Dé�nition. Une famille (fα)α∈I de fontions fα ∈ O(Ω) est dite normale si
{fα}α∈I est une partie bornée de O(Ω). Autrement dit, la famille (fα)α∈I estnormale si et seulement si pour tout ompat K, il existe une onstante CK telleque pour tout α ∈ I on ait supK |fα| 6 CK .



Chap. II: Holomorphie et analytiité 63Une famille (fα)α∈I normale est don une famille de fontions uniformémentbornées sur tout ompat.Théorème de Montel. Dans O(Ω), étant donné une suite (fn)n>0 formant unefamille normale, on peut en extraire une sous-suite uniformément onvergente surtout ompat. Autrement dit, les familles normales sont relativement ompatesdans O(Ω), ou enore, pour toute partie A ⊂ O(Ω), A est bornée dans O(Ω) si etseulement si A est relativement ompate dans O(Ω).Dé�nition. Un espae de Fréhet dont les parties fermées bornées sont ompatesest appelé espae de Montel.Le théorème de Montel a�rme don que O(Ω) est un espae de Montel ! Onnotera que la notion d'espae de Montel n'est réellement intéressante que pour lesespaes de Fréhet généraux, ar d'après le théorème de Riesz un espae norméest de Montel si et seulement s'il est de dimension �nie ; dans e as, la propriétéde Montel implique en e�et que la boule unité fermée doit être ompate.Démonstration du théorème de Montel. Soit K un ompat de Ω. Choisissons
r < 1

2
d(K,C r Ω) en sorte que les ompats

Kr = {z ∈ C ; d(z,K) 6 r} ⊂ K2rsoient enore ontenus dans Ω. Nous avons alorsM0 = supn∈N, z∈K2r
|fn(z)| < +∞par hypothèse. D'après le (ii) du Corollaire 7.2, il vient

M1 = sup
n∈N, z∈Kr

|f ′
n(z)| 6

M0

r
< +∞.Soient z1, z2 ∈ K. Si d(z1, z2) 6 r, alors le segment [z1, z2] est tout entier ontenudans Kr et le théorème des aroissements �nis entraîne

|fn(z1) − fn(z2)| 6 M1d(z1, z2).Si d(z1, z2) > r, l'inégalité |fn(zi)| 6 M0 entraîne de toute manière
|fn(z1) − fn(z2)| 6

2M0

r
d(z1, z2).Par suite, les fontions fn : K → D(0,M0) sont lispshitziennes ave une mêmeonstante de Lipshitz k = 2M0/r (elles forment don une �suite équiontinue 〉〉).Le théorème d'Asoli (f. Appendie, § 7.5) montre qu'on peut extraire de la suite

(fn) une sous-suite uniformément onvergente sur K. Soit maintenant (Kν)ν∈Nune suite exhaustive de ompats de Ω. D'après e qui préède, il existe une partiein�nie S0 ⊂ N telle que la sous-suite (fn)n∈S0
onverge uniformément sur K0. Parréurrene sur ν, on onstruit une suite de parties in�nies emboîtées

Sν ⊂ Sν−1 ⊂ · · · ⊂ S1 ⊂ S0 ⊂ Ntelles que la sous-suite (fn)n∈Sν
onverge uniformément sur Kν . Pour tout i ∈ N,soit ni le (i + 1)-ième élément de Si (proédé dit �d'extration d'une sous-suitediagonale 〉〉). Alors (fni

) est une sous-suite de (fn)n∈Sν
à partir du rang i = ν,et on en déduit don que la sous-suite (fni

) onverge uniformément sur tous lesompats Kν .



64 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann7.5. Appendie : théorème d'AsoliIl s'agit d'un résultat général de nature topologique que nous allons formulerdans le adre général des espaes métriques. Si (E, δ) et (F, δ′) sont des espaesmétriques, rappelons que par dé�nition une suite d'appliations ϕp : E → Fest dite équiontinue s'il existe un �module de ontinuité 〉〉 ommun à toutes lesfontions de la suite, autrement dit une fontion roissante ω : R+ → R+ telle que
limt→0+

ω(t) = 0 et
δ′(ϕp(x), ϕp(y)) 6 ω(δ(x, y))pour tout indie p et tous x, y ∈ E. Des exemples standards de modulesde ontinuité sont ω(t) = kt, on dit alors qu'on a a�aire à des fontions k-lipshitziennes, ou enore ω(t) = Ctα, C > 0, 0 < α 6 1, auquel as on ditque les fontions sont höldériennes d'ordre α.Théorème (Asoli). On suppose que E, F sont des espaes métriques ompats.Soit ϕp : E → F une suite équiontinue d'appliations de E dans F . Alors onpeut extraire de (ϕp) une sous-suite (ϕ(pn)) uniformément onvergente sur E.Soit EqContω(E, F ) l'ensemble des appliations E → F ontinues admettant ωomme module de ontinuité. Une autre manière d'exprimer le théorème d'Asoliest la suivante.Corollaire. Si E, F sont ompats, alors (EqContω(E, F ), d) muni de la distaneuniforme
d(ϕ, ψ) = sup

x∈E
δ′
(
ϕ(x), ψ(x)

)est un espae métrique ompat.Démonstration. L'idée est de onstruire par réurrene des parties in�nies
S0 = N ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃ Sn−1 ⊃ Sn ⊃ . . .telles que la sous-suite (ϕp)p∈Sn

ait des osillations de plus en plus faibles.Supposons Sn−1 onstruite, n > 1. Comme E, F sont ompats, il existedes reouvrements �nis de E (resp. de F ) par des boules ouvertes (Bi)i∈I , resp.
(B′

j)j∈J , de rayon 1
n . Notons I = {1, 2, . . . , N} et xi le entre de Bi. Soit pun indie �xé. Pour tout i = 1, . . . , N il existe un indie j = j(p, i) tel que

ϕp(xi) ∈ B′
j(p,i). On onsidère l'appliation

Sn−1 −→ JN , p 7−→ (j(p, 1), . . . , j(p,N)).Comme Sn−1 est in�ni et que JN est �ni, l'un des éléments (ℓ1, . . . , ℓN ) ∈ JNadmet pour image réiproque une partie in�nie de Sn−1 : on note Sn ette partie.Cei signi�e que pour tout p ∈ Sn on a (j(p, 1), . . . , j(p,N)) = (ℓ1, . . . , ℓN ) et don
ϕp(xi) ∈ B′

ℓi
. En partiulier

(∀p, q ∈ Sn) δ′(ϕp(xi), ϕq(xi)) 6 diamB′
ℓi

6 2/n.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 65Soit x ∈ E un point quelonque. Il existe i ∈ I tel que x ∈ Bi, d'où δ(x, xi) < 1
n
.L'hypothèse que les ϕp sont ontinues de module de ontinuité ω entraîne

δ′(ϕp(x), ϕp(xi)) < ω(1/n), δ′(ϕq(x), ϕq(xi)) < ω(1/n).L'inégalité triangulaire implique alors (∀p, q ∈ Sn)

δ′(ϕp(x), ϕq(x)) 6 2/n+ 2ω(1/n).Désignons par pn le n-ième élément de Sn. Pour N > n on a pN ∈ SN ⊂ Sn, don
δ′(ϕpn

(x), ϕpN
(x)) 6 2/n+ 2ω(1/n). (∗)Cei entraîne que ϕpn

(x) est une suite de Cauhy dans F pour tout x ∈ E. Comme
F est ompat, F est aussi omplet, don ϕpn

(x) onverge vers une limite ϕ(x).Quand N → +∞, l'inégalité (∗) implique à la limite d(ϕpn
, ϕ) 6 2/n+ 2ω(1/n).On voit don que ϕpn

onverge uniformément vers ϕ. Il est faile de voir que
ϕ ∈ EqContω(E, F ).8. Exeries8.1. Intégrales de Fresnel.a) Montrer que les intégrales impropres suivantes onvergent :

I =

∫ +∞

0

cos(x2) dx et J =

∫ +∞

0

sin(x2) dx.b) En intégrant la fontion f(z) = exp(−z2) sur le bord ∂KR du seteur angulaire
KR = {z = r eiθ ; 0 6 r 6 R, 0 6 θ 6 π/4},aluler les valeurs de I et J à partir de l'intégrale de Gauss

G =

∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2(qu'on peut par exemple aluler en évaluant l'intégrale double G2 =∫∫
x,y>0

e−x
2−y2

dx dy). Indiation : l'intégrale de f sur le quart de erlebordant KR est majorée par
∫ π/4

0

e−R
2 cos(2θ)dθ =

1

2

∫ π/2

0

e−R
2 sin tdtet on pourra utiliser la minoration sin t > 2t/π, t ∈ [0, π/2].



66 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann8.2. Noyau de Bergman. Soit f holomorphe dans D(0, R), montrer que pourtout ξ ∈ D(0, R) on a
f(w) =

1

π

∫∫

D(0,R)

f(z)

(R2 − zw)2
dx dy ∀w ∈ D(0, R).Indiation : passer en oordonnées polaires z = x + iy = r eiθ et développer

1/(1 − zw/R2) en série.8.3. Soit fn une suite de fontions holomorphes sur un ouvert Ω ⊂ C. On supposeque
lim

n→+∞

∫

Ω

|fn(z)| dλ(z) = 0,où dλ est la mesure de Lebesgue sur C. Montrer qu'alors la suite fn onvergeuniformément vers 0 sur tout ompat de Ω. Indiation : utiliser le noyau deBergman sur les disques D(z0, r) ⊂ Ω.8.4. Soit f une fontion holomorphe sur un disque D(z0, R) (si R = +∞, ononsidère que D(z0, R) = C).a) Montrer que f admet sur e disque une primitive holomorphe F , unique àl'addition près d'une onstante omplexe.b) On suppose que f ne s'annule pas sur D(z0, R). Montrer l'existene d'unefontion holomorphe g sur D(z0, R) telle que eg = f . Étudier l'uniité de g.Indiation : utiliser une primitive de f ′/f .) Si f ne s'annule pas surD(z0, R) et sim ∈ N∗, montrer à l'aide de b) l'existened'une fontion holomorphe h telle que hm = f .8.5. Lemme de la partie réelle. (Voir aussi l'exerie 3.7 du Chapitre I).Soit f une fontion holomorphe non onstante sur le disque D(0, R), telle que
Re f(z) 6 M .a) On pose g(z) = (f(z)− f(0))/(M −Re f(0)) et h = g/(2− g). Montrer que get h sont holomorphes sur D(0, R) et qu'on a les inégalités Re g 6 1, |h| 6 1.b) À l'aide du lemme de Shwarz, démontrer que g satisfait la majoration

|g(z)| 6 2|z|/(R− |z|) et en déduire que
|f(z)| 6 |f(0)| + (M − Re f(0))

2|z|
R− |z| .8.6. Soit f une fontion entière.a) Montrer, en utilisant l'exerie 8.5, que s'il existe deux onstantes positives Aet B positives telles que pour tout z ∈ C on ait Re f(z) 6 A(1 + |z|)B, alors fest un polyn�me de degré au plus B.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 67Soit f une fontion entière non onstante d'ordre �ni, i.e. il existe A et B tels quepour tout z ∈ C on ait |f(z)| 6 exp(A(1 + |z|)B).b) Montrer que si f ne s'annule pas, alors il existe un polyn�me P de degré d 6 Btel que f = eP . Indiation : ombiner a) ave 8.4 b).) Montrer que soit f est surjetive, soit f �rate 〉〉 une valeur a, mais alors pourtout ω 6= a, l'équation f(z) = ω possède une in�nité de raines (on peut voire résultat omme le as partiulier du théorème de Piard pour les fontionsd'ordre �ni).8.7. Théorème de Thron. Le but de et exerie est de montrer qu'il n'existepas de fontion entière f telle que f ◦ f = exp. On raisonne par l'absurde : soitdon f une telle fontion.a) Montrer que l'image de f est C∗.b) Montrer qu'il existe une fontion entière g telle que f = exp ◦ g.) Montrer qu'il existe une onstante C telle que g ◦ f = Id +C.d) Conlure.8.8. Soit f holomorphe dans le disque unité. On suppose que pour tout n > 1,
f(1/n) ∈ R. Montrer que les oe�ients de la série de Taylor de f en 0 sont réels.8.9. Soit D ⊂ C le disque unité et f : D → D une appliation holomorphe propre(i.e. |f(z)| → 1 quand |z| → 1).a) Montrer que f s'annule néessairement, et en déduire que f est en faitsurjetive. Indiation : onsidérer les fontions 1/f et ϕa ◦ f , ϕa ∈ Aut(D).b) Prouver que f n'a qu'un nombre �nis de zéros a1, . . . aN ∈ D, et que si

m1, . . . , mN sont leurs multipliités respetives, alors il existe une onstante λde module 1 telle que f = λ
∏

16j6N ϕ
mj
aj .) Soit m =

∑
mj . Alors, pour tout w ∈ D l'équation f(z) = w admetexatement m raines dans D (omptées ave multipliité). Indiation : si

mw est le nombre de raines pour w, alors mw 6 m = m0. Éhanger les r�lesde 0 et w à l'aide d'un automorphisme du disque.8.10. Théorème des 3 erles de Hadamard. Soit f une fontion holomorpheau voisinage de la ouronne C = {z ; r1 < |z| < r2}. Pour r1 6 r 6 r2, onnote Mf (r) = sup|z|=r |f(z)|. Montrer que la fontion logMf (r) est une fontiononvexe de la variable log r, i.e, pour tout r1 6 r 6 r2 :
Mf (r)

log(r2/r1) 6 Mf (r1)
log(r2/r) Mf (r2)

log(r/r1).Indiation : on pourra appliquer le prinipe du maximum à zpf(z)q, où p est dans
Z et q est dans N.



68 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann8.11. Soit f une fontion holomorphe sur un voisinage de D(0, r), telle que
f(0) ne soit pas nul. On note M = sup|z|=r |f(z)|. Montrer qu'il existe uneonstante C > 0 (indépendante de f !) telle que le nombre de zéros de fdans D(0, r/3) est inférieur ou égal à C log(M/|f(0)|). Indiation : onsidérerla fontion g(z) = f(z)/

∏n
m=1(1 − z/zm) où les zm sont les zéros de f dans

D(0, r/3).8.12. Soit f une fontion holomorphe sur le disque unité, ontinue jusqu'au bord.On suppose qu'il existe M1 > 0 tel que si z est de module 1, de partie imaginairepositive, alors |f(z)| 6 M1. On suppose de même qu'il existe M2 > 0 tel que si
z est de module 1, de partie imaginaire négative, alors |f(z)| 6 M2. Montrer que
|f(0)| 6

√
M1M2.8.13. Soit une suite (fn) de fontions holomorphes onvergeant simplement vers

f dans Ω. Montrer en se servant du théorème de Baire, que dans tout disque Ude Ω, il existe un disque ouvert V inlus dans U sur lequel supn |fn| est borné. Endéduire que f est holomorphe sur un ouvert dense de Ω.9. Problèmes9.1. Version originale du théorème de Bloh-Landau. Le but de etexerie est de montrer que l'image f(D(z0, r)) d'un disque D(z0, r) ⊂ R parune fontion holomorphe f ontient un disque ouvert de rayon r|f ′(z0)|/16.On dira qu'une fontion est holomorphe sur un disque fermé si elle estholomorphe dans un voisinage de e disque. Soit f une fontion holomorphe sur ledisque unité fermé D, telle que |f ′(0)| > 1. Il s'agit de montrer que f(D) ontientun disque ouvert de rayon 1/16. On pose :
M(ρ) = max

|z|6ρ
|f ′(z)|, 0 6 ρ 6 1.a) Si k est un entier positif ou nul, on pose rk = 1−2−k. Montrer que l'ensembledes entiers k > 0 tels que 2−kM(rk) > 1 est �ni et non vide. On note k0 sonplus grand élément.Pour la suite, on pose r = 2−k0 .b) Établir qu'il existe z0 ave |z0| = 1 − r et |f ′(z0)| > 1/r.) Soit g(z) = f(z + z0) − f(z0). Pour |z| 6 r/2, montrer que |g′(z)| < 2/r, puisque |g(z)| 6 1.d) Soit w un nombre omplexe tel que g(z) 6= w pour tout |z| 6 r/2. Utiliser 8.4pour justi�er l'existene d'une fontion h holomorphe sur D(0, r/2) telle que

h2 = 1 − g/w.e) On pose h(z) =
∑+∞
n=0 anz

n. Prouver les inégalités
|a1| = |h′(0)| >

1

2r|w| ,
+∞∑

n=0

|an|2
( r

2

)2n

6 1 +
1

|w| .



Chap. II: Holomorphie et analytiité 69f) Établir que |w| > 1/16 et onlure.9.2. Prinipe de Phragmén-Lindelöf. Le but de e problème est de montrerque le prinipe du maximum peut s'appliquer à ertaines fontions holomorphesdé�nies sur des ouverts non bornés, sous des hypothèses adéquates de roissane àl'in�ni. Ce prinipe est onnu sous le nom de prinipe de Phragmén-Lindelöf. Soit
α un réel stritement supérieur à 1/2, et Uα la région du plan omplexe ompriseentre les demi-droites d'origine 0 et d'angles ±π/2α.a) Montrer que pour tout réel γ, on peut dé�nir dans Uα une unique fontionholomorphe zγ qui étend la fontion xγ de R∗

+.b) Soit f une fontion holomorphe dans Uα, ontinue sur Uα. On suppose que fest bornée par une onstanteM > 0 sur les demi-droites d'origine 0 et d'angles
±π/2α, et que f satisfait une majoration de la forme |f(z)| 6 Ce|z|

β pour
|z| > R0 assez grand. Montrer que f est bornée par M dans Uα. Indiation :appliquer le prinipe du maximum à la fontion fε(z) = f(z) e−ε z

γ , γ ∈ ]β, α[,sur le seteur irulaire ompat Uα ∩D(0, R).9.3. Dans tout l'exerie, on pose
G(z) =

+∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n.a) Montrer que G dé�nit une fontion entière, et que G admet sur C tout entierune majoration de la forme

|G(z)| 6 A exp
(
B|z| ln(1 + |z|)

)
, A, B > 0.Indiation : onsidérer le développement limité de w 7→ (1+w)e−w à l'origine,et sinder le produit in�ni en ∏n6|z| ×

∏
n>|z|.b) Montrer que :

zG(z)G(−z) =
sinπz

π
.) Relation ave la fontion Γ d'Euler.

• Comparer les zéros de G(z) et G(z−1), et montrer qu'il existe une fontionentière γ telle que :
G(z − 1) = z eγ(z)G(z).

• Exprimer la dérivée logarithmique G′/G sous forme de la somme d'unesérie uniformément onvergente sur tout ompat de C r Z∗
−.

• Montrer que γ est onstante. Indiation : aluler γ′(z). On notera enore
γ ette onstante (traditionnellement appelée onstante d'Euler).

• Montrer que
γ = lim

n→+∞

( n∑

k=1

1

k
− logn

)
.



70 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannd) Soit h(z) = zeγzG(z)Γ(z) où Γ est la fontion Γ d'Euler. Montrer que h estpériodique de période 1 et s'étend en une fontion entière sur C tout entier,n'ayant auun zéro, telle que h(0) = 1. Démontrer à l'aide de a) et de lapériodiité que l'on a une majoration de la forme
|h(z)| 6 A′ exp

(
B′| Im z| ln(1 + | Im z|)

)
, A′, B′ > 0.e) En utilisant 8.6 b), montrer que h est onstante. En déduire que

1

Γ(z)
= z eγz

+∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n,ainsi que la formule dite �formule des ompléments 〉〉

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sinπz
.9.4. Lemme de Koenigs. Soit f une fontion holomorphe au voisinage de 0telle que f(0) = 0 et f ′(0) = λ où 0 < |λ| < 1.a) On désigne par f [n] l'itérée n-ième f [n] = f ◦ f ◦ · · · ◦ f . Montrer que pourtout ε > 0 assez petit, il existe un disque D(0, rε) assez petit, sur lequel

(|λ| − ε)n|z| 6 |f [n](z)| 6 (|λ| + ε)n|z|pour tout z ∈ D(0, rε).b) On pose ϕn = λ−nf [n]. A partir de l'estimation |f(z) − λz| 6 C|z|2, montrerque la série ∑(ϕn+1 − ϕ − n) est normalement onvergente sur D(0, rε), si εest hoisi assez petit.) Montrer qu'il existe une fontion holomorphe ϕ au voisinage de 0 telle que
ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1 et

ϕ(f(z)) = λϕ(z).(on a don ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(z) = λz près de 0, on dit que f est onjuguée àl'homothétie de rapport λ par ϕ).9.5. Ensembles de Julia et de Mandelbrot. Pour c ∈ C, on note fc lepolyn�me fc(z) = z2 + c. Soit Kc l'ensemble des z ∈ C tels que la suite des itérées
|f [n]
c (z)| ne tend pas vers l'in�ni lorsque n tend vers +∞ : on appelle et ensemblel'ensemble de Julia rempli de fc.a) Déterminer K0.b) Montrer que :

Kc = {z ∈ C ; ∀n > 0 , |f [n]
c (z)| 6 1 + |c|}.En déduire que Kc est ompat.



Chap. II: Holomorphie et analytiité 71) Montrer que le omplémentaire de Kc est onnexe (on dit que Kc est unompat plein ou sans trous).Soit M = {c ∈ C ; 0 ∈ Kc}. Cet ensemble est l'ensemble de Mandelbrot de lafamille de polyn�mes quadratiques (fc)c∈C.d) Montrer qu'il existe une suite de polyn�mes Pn telle que :
M = {c ∈ C ; Pn(c) ne tend pas vers l'in�ni}

= {c ∈ C ; ∀n > 0 , |Pn(c)| 6 1 + |c|}.e) Montrer que M ⊂ D(0, 2) et que M est un ompat plein.
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Chapitre IIIPoints singuliers, fontionsméromorphes et résidus

Ce hapitre onstitue e qui peut être onsidéré à bon droit omme le oeurde la théorie des fontions d'une variable omplexe. Nous établissons l'existenedu développement en série de Laurent pour les fontions holomorphes dé�nies surune ouronne, puis nous développons la théorie des points singuliers et de leursrésidus. Les singularités qui sont des p�les donnent lieu à e qu'on appelle des
〈〈 fontions méromorphes 〉〉, qui sont aux fontions holomorphes e que les frationsrationnelles sont aux polyn�mes. La formule dite des résidus permet de relierles intégrales sur un ontour à la somme des résidus aux points intérieurs à eontour. Cei donne un moyen puissant pour évaluer des intégrales qui ne peuventpas s'obtenir par des aluls de primitives expliites.Notations. On désignera par C(z0, R1, R2) =

{
z ∈ C ; R1 < |z − z0| < R2

} laouronne ouverte de entre z0, de rayon intérieur R1 et de rayon extérieur R2(ave 0 6 R1 < R2 6 +∞). On onvient que la ouronne est vide si R1 > R2. Onnotera que l'on n'exlut pas le as où le rayon intérieur R1 est nul, ni le as où lerayon extérieur R2 vaut +∞.1. Développement en série de Laurent1.1. Dé�nitionsOn appelle série de Laurent de la variable omplexe z toute série de la forme
(1.1.1) S(z) =

∑

n∈Z

anz
nave des oe�ients an omplexes et z ∈ C∗. On peut bien entendu déomposerune telle série en deux séries entières indexées sur les entiers positifs ou nuls, enposant p = −n si n < 0 et w = 1/z :

(1.1.2)
∑

n>0

anz
n +

∑

p>0

a−pw
p.On dit que la série de Laurent onverge si les deux séries entières ainsi obtenuesonvergent. Si R ∈ [0,+∞] est le rayon de onvergene de la série ∑n>0 anz

n



74 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannet R′ le rayon de onvergene de la série ∑p<0 a−pw
p, alors la série de Laurent(1.1.1) onverge pour tout nombre omplexe z tel que 1/R′ < |z| < R, 'est-à-diresur la ouronne ouverte C(0, 1/R′, R) (elle-i est vide si 1/R′ > R, 'est-à-dire si

R′ 6 1/R). D'après la théorie des séries entières, on voit que la onvergene estuniforme sur toute ouronne ompate C(0, r1, r2) ⋐ C(0, 1/R′, R). Les sommes
F (z) et G(w) des séries entières sont des fontions holomorphes sur leurs disquesouverts de onvergene respetifs, don la somme S(z) = F (z)+G(1/z) de la sériede Laurent est bien une fontion holomorphe sur la ouronne C(0, 1/R′, R), ayantpour dérivée omplexe

S′(z) = F ′(z) − 1

z2
G′(1/z).Comme G′(w) =

∑
p>0 pa−pw

p−1, on voit, d'après le théorème I.1.3 de dérivationterme à terme des séries entières, que les séries de Laurent sont égalementdérivables terme à terme sur la ouronne ouverte où elles onvergent, et que
(1.1.3) S′(z) =

∑

n∈Z

nanz
n−1ave onvergene uniforme sur toute ouronne ompate C(0, r1, r2) ⋐ C(0, 1

R′ , R).1.2. Existene du développement en série de LaurentLe théorème suivant garantit l'existene du développement en série de Laurentdans de nombreuses situations.Théorème. Si f est holomorphe dans une ouronne C(z0, R1, R2) du plan om-plexe ave 0 6 R1 < R2 6 +∞, alors f y est développable omme somme d'unesérie de Laurent de la variable z − z0, soit
f(z) =

∑

n∈Z

an(z − z0)
n,ave onvergene normale sur tout ompat de C(z0, R1, R2). De plus, pour tout

r ∈ ]R1, R2[ et tout entier n ∈ Z, le oe�ient an est déterminé de manière uniquepar l'intégrale
an =

1

2iπ

∫

Γ(z0,r)

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reit) e−nitdt.Démonstration. Quitte à e�etuer un hangement d'origine et à poser z′ = z − z0,nous pouvons supposer que z0 = 0. Considérons une ouronne ompate
K = C(0, r1, r2) ⋐ C(0, R1, R2). R1 < r1 < r2 < R2.Son bord ∂K est onstitué de la réunion des deux erles Γ(0, r1) Γ(0, r2), lepremier étant orienté positivement et le seond négativement. La formule deCauhy II.2.3 donne par onséquent pour tout z ∈ C(0, r1, r2) l'égalité
f(z) =

1

2iπ

∫

Γ(0,r2)

f(w)

w − z
dw − 1

2iπ

∫

Γ(0,r1)

f(w)

w − z
dw.



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 75Pour w ∈ Γ(0, r2) nous avons |z| < r2 = |w| et nous érirons don
1

w − z
=

1

w

1

1 − z/w
=

1

w

+∞∑

n=0

( z
w

)n
=

+∞∑

n=0

zn

wn+1
.Cependant, lorsque w ∈ Γ(0, r1) nous avons |z| > r1 = |w| et nous érirons alorsplut�t

1

w − z
= −1

z

1

1 − w/z
= −1

z

+∞∑

p=0

(w
z

)p
= −

+∞∑

p=0

wp

zp+1
.Dans les deux as il y a a onvergene normale sur le erle w = rje

it, puisqueles modules des quotients |z/w| = |z|/r2 (resp. |w/z| = r1/|z|) sont stritementinférieurs à 1 et indépendants de t ∈ [0, 2π]. Par substitution dans les intégrales etinterversion des symboles ∫ et ∑, la propriété de onvergene uniforme entraîne
f(z) =

+∞∑

n=0

( 1

2πi

∫

Γ(0,r2)

f(w)

wn+1
dw
)
zn +

+∞∑

p=0

( 1

2πi

∫

Γ(0,r1)

f(w)wp dw
)
z−p−1.Si nous introduisons n = −p−1 6 −1 (soit enore p = −n−1), ei peut se rérire

f(z) =
∑
n∈Z

anz
n ave

an =
1

2πi

∫

Γ(0,r2)

f(w)

wn+1
dw si n > 0, an =

1

2πi

∫

Γ(0,r1)

f(w)

wn+1
dw si n 6 −1.Nous a�rmons que l'intégrale ∫

Γ(0,r)
f(w)
wn+1 dw est en fait indépendante de r ∈

]R1, R2[. En e�et, le théorème de Cauhy appliqué à la fontion holomorphe
g(w) = f(w)

wn+1 et au ompat
K = C(0, r1, r2) ⋐ C(0, R1, R2)implique ∫

∂K
g(w)dw =

∫
Γ(0,r2)

g(w)dw −
∫
Γ(0,r1)

g(w)dw = 0 pour tous r1 < r2dans l'intervalle ]R1, R2[. Cei démontre la validité du développement en sériede Laurent dans toute la ouronne C(0, R1, R2), du fait que r1 ∈ ]R1, R2[ peutêtre pris arbitrairement prohe de R1 et r2 ∈ ]R1, R2[ arbitrairement prohe de
R2. L'expression de an omme oe�ient de Fourier s'obtient en posant w = reit,
dw = ireitdt. En�n, si une autre série de Laurent ∑n∈Z

bnz
n onvergeait vers fsur C(0, R1, R2), il y aurait onvergene normale sur tout ompat et la formuleintégrale donnant les oe�ients montrerait aussit�t que an = bn.Remarque. Il résulte de la onvergene de la série de Laurent sur la ouronne

C(z0, R1, R2) que le rayon de onvergene R′
2 de la série entière∑n>0 an(z− z0)nest au moins égal à R2, tandis que elui de la série entière ∑p>0 a−pw

p véri�e
ρ′1 > 1/R1 (en posant w = 1/(z − z0)). Si l'une des inégalités sur les rayonsde onvergene est strite, on voit que la fontion f se prolonge en une fontionholomorphe sur une ouronne C(z0, 1/ρ

′
1, R

′
2) ontenant stritement C(z0, R1, R2).



76 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann1.3. Point singuliers, p�les, points singuliers essentielsNous examinons ii la situation d'une fontion holomorphe dé�nie sur unvoisinage ouvert V d'un point z0 ∈ C, sauf peut-être au point z0 lui-même.Dé�nition. Si V est un voisinage ouvert d'un point z0 ∈ C et f ∈ O(V r {z0})on dit que
(1.3.1) z0 est un point régulier de f si f peut se prolonger en une fontionholomorphe f̃ ∈ O(V ).
(1.3.2) z0 est un point singulier de f dans le as ontraire, 'est-à-dire si f ne peutse prolonger en une appliation holomorphe f̃ dé�nie sur V tout entier.Dans les deux as, on peut supposer que V = D(z0, ε) est un disque assezpetit, de sorte que V r {z0} = C(z0, 0, ε) est un ouronne de rayon intérieur nulet de rayon extérieur ε. Cei entraîne que f admet un développement en série deLaurent

f(z) =
∑

n∈Z

an(z − z0)
nave rayon de onvergene au moins ε pour la partie positive ∑n>0 an(z − z0)

n(et un rayon de onvergene +∞ pour la partie négative ∑p>0 a−pw
p). Si fpeut se prolonger en une fontion holomorphe f̃ sur le disque D(z0, ε), on a undéveloppement en série entière

f̃(z) =
∑

n∈N

bn(z − z0)
n sur D(z0, ε).D'après l'uniité des oe�ients de la série de Laurent, nous devons avoir dans eas an = bn pour n > 0 et an = 0 pour n < 0. Par onséquent :Proposition. Une fontion f ∈ O(V r {z0}) admet z0 omme point régulier si etseulement si les oe�ients an de sa série de Laurent en z0 véri�ent an = 0 pourtout n < 0.Corollaire. Une fontion f ∈ O(V r {z0}) admet z0 omme point régulier si etseulement si f est bornée au voisinage de z0.Démonstration. La ondition est évidemment néessaire, ar si f se prolongeholomorphiquement en z0 alors e prolongement est ontinu et don borné auvoisinage de z0. Inversement, si |f(z)| 6 M sur un ertain disque D(z0, δ) assezpetit, alors en hoisissant r < δ, l'intégrale donnant an omme oe�ient deFourier implique

|an| =
∣∣∣

1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reit)e−intdt
∣∣∣ 6 Mr−n,(par un raisonnement analogue à elui des inégalités de Cauhy), d'où il résulteque an = 0 pour n < 0 en faisant tendre r vers 0.



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 77Supposons maintenant que z0 soit un point singulier. La partie négative∑
n<0 an(z−z0)n est alors non identiquement nulle. Deux as se présentent suivantque ette série se réduit ou non à une somme �nie.Cas d'un 〈〈p�le 〉〉. Si la partie négative∑n<0 an(z− z0)n se réduit à une somme�nie, soit m le maximum des entiers positifs |n| pour lesquels an 6= 0, de sorte que

(1.3.3) f(z) =
a−m

(z − z0)m
+ . . .+

a−1

(z − z0)
+

+∞∑

n=0

an(z − z0)
n, a−m 6= 0.On dit alors que z0 est un p�le d'ordre m (ou p�le de multipliité m) de f et que

a−m
(z − z0)m

+ . . .+
a−1

(z − z0)est la partie polaire de f . Il est immédiat dans e as que
(1.3.4) a−m = lim

z→z0
(z − z0)

mf(z)et que f(z) admet au voisinage de z une majoration de la forme
|f(z)| 6

C

|z − z0|mpour une ertaine onstante C > 0. De plus, on peut érire f(z) =
g(z)

(z − z0)m
, où

g(z) = a−m + a1−m(z − z0) + . . .+ an(z − z0)
n+m + . . .est une fontion holomorphe au voisinage de z0 véri�ant en outre g(z0) = a−m 6= 0,de sorte que f(z) ∼ a−m(z − z0)

−m quand z tend vers z0.Cas d'une 〈〈singularité essentielle 〉〉. Si la partie négative ∑n<0 an(z − z0)
nest une série in�nie, la fontion gm(z) = (z−z0)mf(z) est non bornée au voisinagede z0, et ei quel que soit l'entier m > 0, sinon gm se prolongerait en une fontionholomorphe en z0 et on verrait alors à partir du développement en série entière

gm(z) =
∑
n>0 bn(z − z0)

n que la série de Laurent de f(z) = gm(z)/(z − z0)
maurait, ontrairement à l'hypothèse, une partie négative �nie. On dit alors que z0est un point singulier essentiel, ou singularité essentielle de f .Exemple. La fontion f(z) = exp(1/z) est holomorphe sur C∗ et admet en z0 = 0une singularité essentielle. Sa série de Laurent est en e�et trivialement donnée par

exp(1/z) =

+∞∑

n=0

1

n!

1

zn
,dont la partie négative est in�nie.



78 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLe résultat suivant fournit une autre dihotomie permettant de distinguer lespoints singuliers essentiels des p�les.Théorème (Casorati-Weierstrass). Soit f : V r {z0} → C une fontionholomorphe admettant un point singulier en z0.(i) Si z0 est un p�le, alors |f(z)| → +∞ lorsque z → z0.(ii) Si z0 est un point singulier assentiel, alors tout point de C est valeurd'adhérene de f(z) lorsque z → z0, autrement dit f(W r {z0}) = C pourtout voisinage W de z0.Démonstration. (i) résulte de (1.3.4). Si la onlusion de (ii) était inexate, ilexisterait un voisinage onnexe W de z0 tel que f(W r {z0}) 6= C, par suite si
a ∈ C r f(W r {z0}) nous aurions |f(z) − a| > ε pour tout z ∈ W r {z0}. Ceiimplique que la fontion holomorphe g(z) = 1/(f(z) − a) véri�e |g(z)| 6 1/ε sur
W r {z0}, par onséquent g se prolonge en une fontion holomorphe non nullesur W . Nous avons alors f(z) = a+ 1/g(z). Si g admet un zéro d'ordre m en z0,il est faile de voir que f admet un p�le d'ordre m, don la singularité de f n'estpas une singularité essentielle.2. Fontions méromorphes2.1. Dé�nitionsDe même que les fontions rationnelles sont par dé�nition des quotientsde polyn�mes, on introduit les fontions méromorphes omme étant (au moinsloalement) des quotients arbitraires de fontions holomorphes :Dé�nition. Soit Ω un ouvert de C et f : Ω → C ∪ {∞}. On dit que f estméromorphe sur Ω si pour tout point z0 ∈ Ω il existe un voisinage ouvert onnexe
V de z0 et des fontions holomorphes g, h dans V telles que f = g/h dans V , ave hnon identiquement nulle. On note M(Ω) l'ensemble des fontions méromorphessur Ω.Théorème. Une fontion f : Ω → C∪{∞} est méromorphe si et seulement f estholomorphe en dehors d'une suite de points singuliers (ak) loalement �nie dans Ω,et si tous ses points singuliers sont des p�les.Démonstration. Si f s'érit f = g/h ave g, h ∈ O(V ), l'hypothèse que hsoit non identiquement nulle implique l'existene d'un disque D(z0, ε) ⊂ V etd'une fatorisation h(z) = (z − z0)

mu(z) sur où u est holomorphe et sans zérossur D(z0, ε). On en déduit f(z) = (z − z0)
−mg(z)u(z)−1 ave une fontion

g(z)u(z)−1 qui est holomorphe sur D(z0, ε). Par suite z0 est un p�le d'ordre 6 m.Inversement, si f n'admet que des points singuliers isolés qui sont des p�les, ona déjà vu que f pouvait s'érire sous la forme f(z) = g(z)/(z − z0)
m ave gholomorphe au voisinage d'un tel point z0, don f est méromorphe.Exemples. Les frations rationnelles P (z)/Q(z) sont des fontions méromorphes



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 79sur C tout entier. La fontion f(z) = (sin(1/πz))−1 est holomorphe sur l'ouvert
C rA où A = {0} ∪ {1/k ; k ∈ N⋆}. Les points z = 1/k sont des p�les, don f estméromorphe sur C∗, mais f n'est pas méromorphe sur C du fait que que la suitedes p�les {1/k} n'est pas loalement �nie au voisinage de 0.Dé�nition. On appelle diviseur sur un ouvert Ω de C une appliation δ : Ω → Ztelle que l'ensemble Supp(δ) = {z ∈ Ω ; δ(z) 6= 0} forme une suite loalement �nie
{aν} dans Ω. Si mν = δ(aν), on dit que mν est la multipliité du point aν dans lediviseur δ. On onvient de noter

δ =
∑

ν

mν [aν ]un tel diviseur.L'ensemble des diviseurs a une struture de groupe additif (preuve évidentelaissée au leteur . . .)Théorème et dé�nition. Si Ω est un ouvert et si f est une fontion méromorphequi ne s'annule identiquement dans auune omposante onnexe de Ω, alorsl'ensemble Z des zéros de f est une suite loalement �nie dans Ω, l'ensemble Pdes p�les de f est également une suite loalement �nie. On assoie à f le diviseur
div(f) =

∑

ν

mν [aν ]où {aν} = Z ∪ P , mν > 0 si aν est un zéro, mν < 0 si aν est un p�le, |mν | étantla (valeur absolue) de la multipliité du zéro ou du p�le.Il est lair que le produit de deux fontions méromorphes f1, f2 est méro-morphe, et que div(f1f2) = div(f1) + div(f2) si auune ne s'annule identique-ment dans l'une des omposantes onnexes de Ω. De même, si f est une tellefontion méromorphe, alors 1/f est méromorphe et div(1/f) = −div(f). Unefontion méromorphe f non identiquement nulle est holomorphe si et seulement si
div(f) > 0.Démonstration. Le théorème résulte aussit�t du fait que les zéros d'une fontionholomorphe non identiquement nulle sont isolés.2.2. Théorème de fatorisation de WeierstrassPour tout entier p > 0, on introduit la fontion Wp appelée fateur prinipalde Weierstrass d'ordre p, telle que
(2.2.1) Wp(z) = (1 − z) exp

(
z +

z2

2
+ . . .+

zp

p

) si p > 1et W0(z) = 1 − z si p = 0. Par onstrution, la fontion Wp admet z = 1 ommezéro simple, et on a au point z = 0 le développement en série entière
LogWp(z) = Log(1 − z) + z +

z2

2
+ . . .+

zp

p
= −

∑

n=p+1

zn

n



80 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannde rayon de onvergene 1, où Log est la détermination prinipale du logarithme.Cei entraîne la majoration
(2.2.2)

∣∣LogWp(z)
∣∣ 6 1

p+ 1

|z|p+1

1 − |z| ,et en partiulier ∣∣LogWp(z)
∣∣ 6 2−p si |z| 6 1/2.Théorème. Pour tout diviseur δ =

∑
mν [aν ] > 0 dans un ouvert Ω, il existe unefontion holomorphe f ∈ O(Ω) telle que div(f) = δ, autrement dit une fontionholomorphe f qui admet pour zéros préisément les points aν ave les entiers mνomme multipliités.Démonstration. On peut évidemment supposer que les points aν sont tous nonnuls (sinon, on a par exemple a0 = 0 et on ajoutera un fateur supplémentaire

zm0 à la fontion onstruite pour les (aν)ν>1).On ommene par démontrer le résultat dans le as plus simple où Ω = C. Danse as, l'hypothèse que la suite (aν) est loalement �nie signi�e que lim |aν | = +∞.On pose alors
f(z) =

∏

ν∈N

Wν+mν
(z/aν)

mν .D'après les observations du II 7.3, il su�t de montrer que la série
∑

mν |LogWν+mν
(z/aν)|(onvenablement tronquée) onverge uniformément sur tout ompat. Or, si

z ∈ D(0, R), il existe un entier ν0 tel que |aν | > 2R pour ν > ν0. L'inégalité(2.2.2) nous donne alors
∣∣LogWν+mν

(z/aν)
∣∣ 6 2−(ν+mν)pour z ∈ D(0, R) et ν > ν0, e qui implique la onvergene uniforme dela série ∑mν

∣∣LogWν+mν
(z/aν)

∣∣ sur D(0, R), et don elle du produit in�ni
f(z) =

∏
Wν+mν

(z/aν)
mν sur tout ompat de C. Il est lair que f a les zérospresrits.Dans le as d'un ouvert Ω 6= C, l'hypothèse de loale �nitude signi�e que

max
(
|aν |, d(aν, ∂Ω)−1

)
→ +∞. On e�etue une partition N = P ∪Q des indiesen sorte que

ν ∈ P ⇔ |aν | > d(aν , ∂Ω)−1, ν ∈ Q⇔ |aν| < d(aν , ∂Ω)−1.On a alors limP∋ν→+∞ |aν | = +∞. Le raisonnement préédent montre que lafontion g(z) =
∏
ν∈P Wν+mν

(z/aν)
mν onverge (sur C tout entier), et qu'elleadmet pour zéros les points (aν)ν∈P ave multipliités mν .Nous avons d'autre part limQ∋ν→+∞ d(aν , ∂Ω) = 0. Choisissons un point

bν ∈ ∂Ω tel que |aν − bν | = d(aν , ∂Ω). On pose alors
h(z) =

∏

ν∈Q

Wν+mν

(
(aν − bν)/(z − bν)

)mν
,
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(
(aν − bν)/(z − bν)

) s'annule en l'unique point
z = aν pour lequel (aν − bν)/(z − bν) = 1. Soit K une partie ompate de Ω et
δ = d(K, ∂Ω). Pour ν > ν0 assez grand, nous avons |aν − bν | = d(aν, ∂Ω) 6 δ/2,don ∣∣∣

aν − bν
z − bν

∣∣∣ 6
δ/2

δ
=

1

2
pour z ∈ K.Cei implique ∣∣LogWν+mν

(
(aν − bν)/(z − bν)

)∣∣ 6 2−(ν+mν) sur K, et on onlutomme préédemment que le produit in�ni h onverge uniformément sur toutompat de Ω, ave les (aν)ν∈Q omme zéros. La fontion f = gh répond à laquestion.Remarque. Le hoix des indies ν+mν dans la preuve du théorème de fatorisa-tion de Weierstrass est souvent inutilement préautionneux. Par exemple, si (aν)est une suite loalement �nie de points de C telle que
∑ mν

|aν |p+1
< +∞,alors le produit in�ni ∏Wp(z/aν)

mν onverge uniformément sur tout ompat de
C, sans qu'il soit besoin de faire tendre les indies p vers l'in�ni. Cei résulte de(2.2.2), qui implique la majoration

|LogWp(z/aν)| 6
|z|p+1

|aν |p+1pour z ∈ D(0, R) et |aν | > 2R. En partiulier, si la série ∑ mν

|aν |
onverge, alors∏

(1 − z/aν)
mν est la solution du problème.Corollaire. Si f est une fontion méromorphe dans un ouvert Ω de C, il existeune ériture globale de f omme fration f = g/h, où g et h sont des fontionsholomorphes dans Ω, et où h admet pour seuls zéros les p�les de f , et ommemultipliités les multipliités orrespondantes des p�les.Démonstration. Considérons le diviseur δ = div(f), que nous érivons sous laforme

δ =
∑

ν∈Z

mν [aν ] +
∑

ν∈P

mν [aν ]où {aν}ν∈Z est l'ensembles de zéros (mν > 0), et {aν}ν∈P est l'ensembles desp�les (mν < 0). On peut appliquer le théorème de Weierstrass pour trouver unefontion holomorphe h ∈ O(Ω) dont le diviseur est δ− =
∑
ν∈P |mν | [aν]. Il estalors évident que le produit g = fh est holomorphe dans Ω, et que g a pour diviseur

δ+ =
∑
ν∈Zmν [aν ].Corollaire. Si Ω est un ouvert onnexe, alors l'espae des fontions holomorphes

O(Ω) onstitue un anneau intègre, et M(Ω) est son orps des quotients.



82 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann3. Formule des résidus3.1. Dé�nition et invarianeOn onsidère ii une fontion holomorphe f sur un voisinage pointé V r {z0}d'un point z0 ∈ C (présentant ou non un point singulier au point z0). On luiassoie la 1-forme holomorphe β = f(z)dz sur V r {z0}.Dé�nition. On appelle résidu en z0 de la 1-forme holomorphe β dé�nie sur
V r {z0}, la valeur de l'intégrale
(3.1.1) Res(β, z0) :=

1

2πi

∫

Γ(z0,r)

β,alulée sur un �petit erle� tel que D(z0, r) ⊂ V .D'après le Théorème 1.2, on a aussi
(3.1.2) Res

(
f(z)dz, z0

)
= oe�ient a−1 de la série de Laurent de f en z0.Le résidu est nul si z0 est un point régulier, omme il résulte du théorème deCauhy. En pratique, dans le as où f est méromorphe en z0, soit f = u/v, onalule des développement limités (i.e. des développements en série tronqués) de

u et v en z0, et on en déduit elui de f . Dans le as d'un p�le simple pour lequel
u(z0) 6= 0, v(z0) = 0 et v′(z0) 6= 0 on a bien entendu

v(z) ∼ v′(z0)(z − z0), f(z) =
u(z)

v(z)
∼ u(z0)

v′(z0)
(z − z0)

−1.On a don en général
(3.1.3) Res

(u(z)
v(z)

dz, z0

)
=
u(z0)

v′(z0)
si v(z0) = 0, v′(z0) 6= 0(puisque le point z0 est en fait régulier si u(z0) = 0). On remarquera qu'il n'estpas néessaire d'intégrer sur un erle pour obtenir le résidu. En fait, si U ⊂ Vest un voisinage ompat de z0 possédant un bord ∂U de lasse C1 par moreaux,on a aussi

Res(β, z0) =
1

2πi

∫

∂U

βpuisque le théorème de Cauhy appliqué au ompat K = UrD(z0, r) ⊂ V r{z0}implique
0 =

∫

∂K

β =

∫

∂U

β −
∫

Γ(z0,r)

βpour r assez petit. De là on déduit la propriété fondamentale d'invariane qui suit.Invariane par biholomorphisme. Si β = f(z)dz est une 1-forme holomorpheave un point singulier éventuel en z0 et si z = ϕ(w) est un hangement de variable



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 83biholomorphe d'un voisinage de w0 sur un voisinage de z0, ave z0 = ϕ(w0), alorsla forme ϕ∗β = f(ϕ(w))ϕ′(w)dw obtenue par substitution de variable véri�e
(3.1.4) Res(ϕ∗β, w0) = Res(β, z0).Démonstration. En e�et, pour W voisinage à bord C1 assez petit de w0, l'ouvertimage U = ϕ(W ) est un voisinage à bord C1 de z0, et on a

Res(ϕ∗β, w0) =
1

2πi

∫

∂W

f(ϕ(w))ϕ′(w)dw =
1

2πi

∫

∂U

f(z)dz = Res(β, z0)par hangement de variable dans l'intégrale urviligne. Pour être tout à faitomplet, il faut noter que l'orientation direte du bord est préservée du fait del'orientation positive de la di�érentielle de ϕ.3.2. Formule des résidusSoit f une fontion qu'on suppose holomorphe sur un ouvert Ω, sauf peut-êtreen une suite de points isolés. On a alors la formule fondamentale suivante.Formule des résidus. On suppose que f est holomorphe sur Ωr{aν} où {aν} estune suite loalement �nie dans Ω. Alors pour tout ompat K à bord de lasse C1tel que ∂K ∩ {aν} = ∅, l'intégrale de la 1-forme β = f(z)dz est donnée par
∫

∂K

β = 2πi
∑

aν∈K

Res
(
β, aν

)
.Démonstration. La preuve est une onséquene quasi-immédiate du théorème deCauhy. Les hypothèses entraînent en e�et que K ∩ {aν} est onstituée d'unnombre �ni de points qui n'appartiennent pas au bord ∂K. Il existe des rayons

rν > 0 tel que D(zν , rν) ⊂ K◦, et alors K ′ = K r
⋃
D(zν , rν) est un ompat àbord C1 au voisinage duquel f est holomorphe. On a don

0 =

∫

∂K′

f(z)dz =

∫

∂K

f(z)dz −
∑

aν∈K

∫

Γ(aν ,rν)

f(z)dz,e qui équivaut à la formule.4. Tehnologie de alul des intégrales à l'aide dela formule des résidusL'objet de ette setion est d'expliquer omment la formule des résiduspeut être utilisée pour évaluer ertaines intégrales mettant en jeu des fontionsholomorphes, même dans des situations où l'on n'est pas apable d'expliiterdes primitives de es fontions. Il arrive aussi assez souvent que le alul d'uneprimitive soit possible, mais que la formule des résidus onduise au résultat defaçon beauoup plus rapide.



84 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann4.1. Intégrales de frations rationnelles sur ℄ − ∞,+∞[On se propose de aluler l'intégrale ∫ +∞

−∞
f(x) dx où f(x) = P (x)/Q(x) estune fration rationnelle sans p�le sur l'axe réel. Soit c le rapport des oe�ientsdireteurs des polyn�mes P et Q et d = degQ−degP . Comme on a R(x) ∼ cx−dà l'in�ni, l'intégrale onverge absolument si et seulement si d = degQ−deg P > 2.Pour évaluer l'intégrale, on onsidère l'intégrale de la forme méromorphe f(z)dzsur le ontour γ donné par le bord du demi-disque K = D(0, R) ∩ {Im z > 0},lorsque le rayon R tend vers +∞.Comme |f(z)| ∼ |c| |z|−d lorsque |z| → +∞, l'intégrale sur le demi-erle

Γ(0, R) ∩ {Im z > 0} admet une majoration
∣∣∣
∫

Γ(0,R)∩{Im z>0}

f(z) dz
∣∣∣ 6 πR (|c| + 1)R−d = CR1−dpour R assez grand, de sorte que ette intégrale tend vers 0.

−R 0 +R x

y

γ

a1

a2

Comme
∫

γ

f(z)dz =

∫ R

−R

f(x)dx+

∫

Γ(0,R)∩{Im z>0}

f(z) dz = 2πi
∑

aj∈K

Res(f(z)dz, aj),on en déduit à la limite quand R→ +∞

(4.1.1)

∫ +∞

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

Im(aj)>0

Res
(
f(z)dz, aj

)
.On aurait pu également onsidérer le demi-disque situé dans le demi-plan inférieur

{Im z 6 0}, et dans e as, l'orientation de l'axe réel étant opposée, on auraittrouvé
(4.1.2)

∫ +∞

−∞

f(x)dx = −2πi
∑

Im(aj)<0

Res
(
f(z)dz, aj

)
.



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 85Dans la situation onsidérée ii ('est-à-dire degQ − degP > 2, pas de p�lessur l'axe réel), la onjontion des deux formules (4.1.1) et (4.1.2) entraîne que lasomme de tous les résidus est nulle. C'est en fait un résultat général, pour peuqu'on veuille bien introduire les notions de singularité, p�le et résidu 〈〈à l'in�ni 〉〉.Dé�nition. Soit f une fontion holomorphe dé�nie au voisinage de l'in�ni, 'est-à-dire sur C r (D(0, R) = C(0, R,+∞) pour R assez grand, et soit β = f(z)dz.Le hangement de variable involutif w = ϕ(z) = 1/z nous ramène au as d'unefontion w 7→ f(1/w) dé�nie au voisinage de 0, et on a ϕ∗β = −f(1/w)w−2dw.On dé�nit alors
Res(β,∞) = Res

(
− f(1/w)w−2dw, 0

)
,'est-à-dire que Res(β,∞) est l'opposé du oe�ient de w = 1/z dans le développe-ment en série de Laurent de f . On dit que z = ∞ est un p�le de f(z) si w = 0 estun p�le de f(1/w), e qui équivaut à dire qu'il n'y a qu'un nombre �ni d'indies

n > 0 pour lesquels an 6= 0 dans le développement en série de Laurent de f . Sinon,on dit que ∞ est un point singulier essentiel.Proposition. Soit β = f(z)dz, ave f(z) = P (z)/Q(z), une forme méromorpherationnelle sur C. Alors la somme des résidus étendus à tous les p�les (y omprisle point à l'in�ni) est nulle :
(4.1.3)

∑

a∈C∪{∞}

Res(β, a) = 0.Démonstration. On onsidère un grand disque D(0, R) ontenant tous les p�lesautres que le point à l'in�ni. On a alors
∫

Γ(0,R)

β = 2πi
∑

a∈C

Res(β, a).D'autre part, le hangement de variable w = 1/z renverse le sens d'intégration surle erle, e qui donne
∫

Γ(0,R)

β = −
∫

Γ(0,1/R)

ϕ∗β = −2πi Res(ϕ∗β, 0) = −2πi Res(β,∞).4.2. Cas des frations rationnelles trigonométriquesOn onsidère ii des intégrales de la forme
I =

∫ 2π

0

F (cos t, sin t) dtoù F (x, y) est une fration rationnelle n'ayant pas de p�le sur le erle x2 +y2 = 1.Posons z = eit. Lorsque t roît de 0 à 2π, z dérit le erle unité. On a don
I =

∫

Γ(0,1)

F
(1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))dz
iz
,
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I = 2π

∑

a∈D(0,1)

Res
(
F
(1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))dz
z
, a
)
.D'après (4.1.3), on peut bien entendu sommer aussi sur les p�les situés hors dudisque unité (point in�ni inlus), et hanger le signe.4.3. Intégrales de FourierLe alul de transformées de Fourier met en jeu des intégrales de la forme

I =

∫ +∞

−∞

f(x)eiωxdx.On peut toujours se ramener, quitte à hanger le signe de x, à e que ω > 0. Cesigne est néanmoins à prendre en ompte, ar si z = x + iy, on a |eiωz| = e−ωyet le omportement de l'exponentielle est très di�érent suivant le signe de ωy. Onsupposera ii ω > 0 de façon à pouvoir travailler sur le demi-plan supérieur y > 0.Proposition. On suppose que ω > 0 et que f(z) se prolonge en une fontionholomorphe dé�nie au voisinage du demi-plan supérieur Im z > 0, à l'exeptiond'un nombre �ni de points singuliers aj non réels. On suppose par ailleurs que
lim

|z|→+∞, | Im z>0
f(z) = 0.Alors

lim
R→+∞

∫ +R

−R

f(x)eiωxdx = 2πi
∑

Imaj>0

Res
(
f(z)eiωzdz , aj

)
.Démonstration. On intègre la 1-forme f(z)eiωzdz sur le ontour déjà dérit au 4.1.Il faut majorer l'intégrale sur le demi-erle de rayon R. Pour ela, on érit

z = x+ iy = R cos t+ iR sin t et on observe que
|eiωz| = e−ωy = e−ωR sin t, t ∈ [0, π], et |dz| = Rdt.Cei donne

∣∣∣
∫

{|z|=R,Im z>0}

f(z)eiωzdz
∣∣∣ 6 sup

{|z|=R,Im z>0}

|f(z)| R
∫ π

0

e−ωR sin tdt.La onavité de la fontion sin implique sin t > 2
π t pour t ∈ [0, π2 ], don on a

∫ π

0

e−ωR sin tdt 6 2

∫ π/2

0

e−ωR sin tdt 6 2

∫ π/2

0

e−ωR(2/π)tdt =
π

2Rω
.Cei donne la majoration expliite

(4.3.1)
∣∣∣
∫

{|z|=R,Im z>0}

f(z)eiωzdz
∣∣∣ 6

π

2ω
sup

{|z|=R,Im z>0}

|f(z)|



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 87et l'hypothèse entraîne que ette intégrale tend vers 0. A titre d'appliation onvéri�e immédiatement que Res(eiωz/(1 + z2), i) = e−ω/2i, d'où en général
∫ +∞

−∞

eiωx

1 + x2
dx = π e−|ω|.Dans e as préis, l'intégrande n'admet pas de primitive onnue.La méthode dérite plus haut fontionne aussi dans le as où f(z) admet unou plusieurs p�les simples sur l'axe réel. On se ontentera de traiter l'exemplelassique de l'intégrale semi-onvergente ∫ +∞

0
sinx
x dx. Pour la aluler, on intègrela forme méromorphe eizdz/z sur le ontour i-dessous.

−R −ε ε +R x

y

γ

Il n'y a auun p�le à l'intérieur du ontour, et 1/z tend vers 0 à l'in�ni, dond'après (4.3.1) on obtient
lim

R→+∞,ε→0+

(∫ −ε

−R

eix

x
dx+

∫ R

ε

eix

x
dx+

∫

{|z|=ε,Im z>0}

eiz

z
dz
)

= 0.La dernière intégrale du membre de gauhe se alule en e�etuant le développe-ment limité
eiz

z
=

1

z
+ i +O(z),de sorte que la substitution z = εeit, t ∈ [0, π] fournit

∫

{|z|=ε,Im z>0}

eiz

z
dz = −

∫ π

0

(
ε−1e−it + i +O(ε)

)
εieitdt = −iπ + 2iε+O(ε2).On en déduit

∫ +∞

0

sinx

x
dx = lim

R→+∞,ε→0+

∫ R

ε

eix − e−ix

2ix
dx

= − 1

2i
lim
ε→0+

∫

{|z|=ε,Im z>0}

eiz

z
dz =

π

2
.



88 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann4.4. Intégrales ontenant un fateur xαOn s'intéresse ii aux intégrales du type
I =

∫ +∞

0

f(x)xαdxoù f(x) = P (x)/Q(x) est une fration rationnelle et α un réel. On supposeraque α est non entier, sinon il s'agit de l'intégrale d'une fration rationnelle qu'onpeut intégrer a priori par des méthodes élementaires (on pourrait aussi atteindreéventuellement le as d'un entier par passage à la limite sur α). Nous supposeronsen outre que Q n'admet pas de zéro sur l'intervalle [0,+∞[ et que P (0) 6= 0 (sinonon fatorise la puissane adéquate de x dans P (x)). Dans es onditions, l'intégraleonverge au voisinage de 0 dès que α > −1, et onverge au voisinage de l'in�ni dèsque α < degQ− degP − 1 (on notera que es onditions ne peuvent se produiresimultanément que si degQ > degP ).

−R −ε ε +R x

y

γ

KR,ε,δ

a1 a2

a3

2δ

La méthode de alul onsiste à intégrer la fontion f(z)zα sur le ontour γonstitué d'un ar du erle Γ(0, R) parouru dans le sens diret, d'un ar du erle
Γ(0, ε) parouru dans le sens indiret, et des segments [

√
ε2 − δ2,

√
R2 − δ2] ± iδ,(ave δ ≪ ε très petit), parourus dans le sens indiqué par le shéma. Ce ontourest le bord d'un ompatKR,ε,δ qui ontient tous les p�les de la fration rationnelle

P (z)/Q(z) si R est assez grand et si δ ≪ ε sont assez petits (ei n'est vrai biensûr que pare que Q(x) n'a pas de zéros sur [0,+∞[, par hypothèse).Un point très important est de hoisir la détermination adéquate de la fontion
zα = exp(α log z) : on hoisit ii la détermination dé�nie sur C r [0,+∞[, telleque 0 < arg z < 2π. Comme α est supposé réel, on a |zα| = |z|α tandis que



Chap. III: Points singuliers, fontions méromorphes et résidus 89
arg(zα) = α arg z. Dans es onditions, lorsque δ tend vers 0, la somme desintégrales sur les segments horizontaux [

√
ε2 − δ2,

√
R2 − δ2] ± iδ onverge vers

(1 − e2πiα)

∫ R

ε

f(x)xαdx.On fait maintenant tendre ε vers 0 et R vers l'in�ni. La majoration
∣∣∣
∫

Γ(0,r)

f(z)zαdz
∣∣∣ 6 2πr1+α sup

Γ(0,r)

|f(z)|entraîne que les intégrales sur les erles Γ(0, ε) et Γ(0, R) tendent vers 0 dès lorsque 1 + α > 0 et 1 + α + degP − degQ < 0, e qui équivaut à la onvergene del'intégrale I en 0 et +∞, respetivement. On aboutit à la formule
(1 − e2πiα)

∫ +∞

0

f(x)xαdx = 2πi
∑

a∈Cr[0,+∞[

Res(f(z)zα , a).4.5. Intégrales ontenant un logarithmeLe dernier as que nous traiterons est elui des intégrales de la forme
I =

∫ +∞

0

lnx f(x) dxoù f(x) = P (x)/Q(x) est une fration rationnelle. L'intégrale onverge dès que
Q n'a pas de zéros situés sur l'axe réel et que degQ > degP + 2. Ii, laméthode onsiste à intégrer la forme holomorphe (log z− iπ)2f(z) dz sur le ontourdérit au 4.4 ('est bien le arré d'un logarithme qu'il faut onsidérer !), ave ladétermination telle que 0 < arg z < 2π. Il n'est pas di�ile de voir que lesintégrales sur les erles Γ(0, ε) et Γ(0, R) tendent vers 0, sous les hypothèses quiont été faites. Sur l'axe réel, on est amené à intégrer (lnx− iπ)2f(x)dx de ε à R,puis (lnx+ iπ)2f(x)dx dans le sens opposé. La somme de es deux intégrales estégale à

−4iπ

∫ R

ε

lnx f(x) dx.On aboutit alors à la formule
∫ +∞

0

lnx f(x) dx = −1

2

∑

a∈Cr[0,+∞[

Res
(
(log z − iπ)2f(z) , a

)
.On notera que l'intégrale de gauhe est enore onvergente si f admet un p�lesimple au point x = 1. Dans e dernier as, on évite le point 1 en modi�ant unpeu le hemin γ, de façon à ontourner le point 1 par des ars situés sur le erle

Γ(1, ε), orientés de manière indirete. Il faut alors évaluer la limite
lim
ε→0+

∫

Γ(1,ε)∩{Im z>0}

(Log z − iπ)2f(z) dz +

∫

Γ(1,ε)∩{Im z60}

(Log z + iπ)2f(z) dz



90 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannoù la détermination du logarithme est ette fois la détermination prinipale telleque Log 1 = 0 et −π < arg z < π. Il est faile de voir que les termes mettant enjeu le logarithme sont bornés en z = 1 et ont une ontribution nulle du fait que lalongueur des ars tend vers 0, tandis que le terme sans logarithme a pour limite
lim
ε→0+

∫

Γ(1,ε)

−π2f(z) dz = −2π3i Res(f(z)dz, 1).Il vient alors
∫ +∞

0

lnx f(x) dx = −1

2

∑

a∈Cr[0,+∞[

Res
(
(log z − iπ)2f(z) , a

)
+
π2

2
Res

(
f(z) , 1

)
.On obtient ainsi par exemple ∫ +∞

0

lnx

x2 − 1
dx =

π2

4
. Plus généralement, il seraitpossible d'évaluer des intégrales de la forme

J =

∫ +∞

0

A(lnx)f(x) dxoù A est un polyn�me. Dans ette situation, on intègre la forme holomorphe
B(log z)f(z) dz ave un polyn�me B hoisi tel que B(z + 2πi) − B(z) = A(z), equi est toujours possible.
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Chapitre IVPropriétés topologiqueset propriétés globalesdes fontions holomorphes

Nous introduisons d'abord quelques notions générales de e qui onstitueles rudiments de la topologie algébrique, à savoir la théorie de l'homologie etde l'homotopie � sans aller beauoup plus loin que les premières dé�nitions.Nous faisons ensuite le lien ave l'intégration des formes fermées et des formesholomorphes, au travers des notions d'intégrales sur des 1-yles, d'indie d'unlaet par rapport à un point. La démarhe s'appuie sur l'invariane homotopiqueou homologique des intégrales de formes fermées. Le hapitre s'ahève ave leprinipe de l'argument, le théorème de Rouhé. Le hapitre s'ahève ave la preuvede quelques résultats globaux importants : théorème d'approximation de Runge,théorèmes de Piard, zéros et fatorisation des fontions entières d'ordre �ni.1. Intégration de formes fermées sur des haînes1.1. Homotopie et groupe fondamentalOn se plae ii dans un espae topologiqueX a priori arbitraire (le plus souvent,le as d'un ouvert X = Ω ⊂ Rn nous su�ra dans et ouvrage . . .). Le but deette setion est d'étudier la déformation des hemins (ontinus) γ : [α, β] → X ,
t 7→ γ(t). On s'intéresse partiulier aux laets, 'est-à-dire par dé�nition leshemins fermés (γ(α) = γ(β)). En proédant à un hangement de paramètre,il n'est pas restritif de supposer que [α, β] = [0, 1].Dé�nition. Deux hemins γ1, γ2 : [0, 1] → X sont dit homotopes (� aveextrêmités �xes �), s'ils ont mêmes extrêmités γ1(0) = γ2(0) = a, γ1(1) = γ2(1) =
b, et s'il existe une appliation ontinue h : [0, 1]× [0, 1] → X telle que
(1.1.1) h(0, t) = γ1(t), h(1, t) = γ2(t), h(u, 0) = a, h(u, 1) = bpour tous t ∈ [0, 1], u ∈ [0, 1]. On dit que h est une homotopie de γ1 à γ2.
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a

b

γu

γ2

γ1

γu(t) = h(u, t)

Autrement dit γu(t) := h(u, t) est une déformation ontinue de γ1 en γ2, gardantles extrêmités �xes. Il est faile de voir que la relation d'homotopie γ1 ∼ γ2 est unerelation d'équivalene: en e�et la relation est lairement ré�exive et symétrique,de plus si h′ est une homotopie de γ1 à γ2 et h′′ une homotopie de γ2 à γ3, alors
{
h(u, t) = h′(2u, t) si u ∈ [0, 1/2]
h(u, t) = h′′(2u− 1, t) si u ∈ [1/2, 1]est une homotopie de γ1 à γ3.Un as très partiulier est elui où γ2(t) = γ1◦ϕ(t) est un reparamétrage du hemin

γ1 par une bijetion ontinue roissante ϕ : [0, 1] → [0, 1]. On onstruit alors unehomotopie évidente en posant h(u, t) = γ1((1−u)t+uϕ(t)). En partiulier, la lassed'homotopie d'un laet ne dépend pas du paramétrage, pourvu que l'orientationen soit �xée.Nous introduisons en�n la notion de groupe fondamental de l'espae topolo-gique X relatif à un � point base � x0 ∈ X . Pour ela, on onsidère l'ensemble
(1.1.2) π1(X, x0) =

{lasses d'équivalene d'homotopie
γ̇ des laets d'extrêmités x0

}
.On munit π1(X, x0) d'une struture de groupe (en général non abélien) ommesuit : si γ̇1 et γ̇2 sont deux lasses d'équivalene de laets d'extrêmités x0, ondé�nit le produit γ̇1 · γ̇2 omme étant la lasse d'homotopie γ̇ du laet omposé

γ = γ1 · γ2 tel que
(1.1.3)

{
γ(t) = γ1(2t) si t ∈ [0, 1/2],
γ(t) = γ2(2t− 1) si t ∈ [1/2, 1].Nous laissons au leteur le soin de véri�er que les axiomes des lois de groupe(assoiativité, existene de l'inverse) sont bien satisfaites � à homotopie prèsévidemment : l'élément neutre est le hemin onstant e(t) = x0, et l'inverse de γ̇est donné par le hemin γ̃(t) = γ(1 − t) [exerie : montrer que γ · γ̃ et γ̃ · γ sontbien homotopes à e℄. Il n'y a pas assoiativité strito sensu, omme on le voit surle shéma i-dessous montrant les paramétrages de (γ1 · γ2) · γ3 et γ1 · (γ2 · γ3)
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0 1/2 3/4 1

γ1 γ2 γ3

0 1/4 1/2 1

γ1 γ2 γ3
(γ1 · γ2) · γ3

γ1 · (γ2 · γ3)Cependant, il est lair qu'on peut obtenir une homotopie de (γ1 ·γ2)·γ3 à γ1 ·(γ2·γ3)en � glissant � la position de l'intervalle entral de [1/4, 1/2] en [1/2, 3/4], lorsquele paramètre d'homotopie u roît de 0 à 1.1.2. Chaînes, yles, bords et homologieNous allons aborder maintenant les rudiments de e qu'on appelle la théorie del'homologie singulière, qui permet de onsidérer des objets de dimension supérieureà 1 et pas seulement des hemins. Pour toute dimension p, on appelle simplexefondamental de dimension p l'ensemble
(1.2.1) ∆p =

{
t = (t0, t1, . . . , tp) ∈ Rp+1 ; tj > 0, t0 + t1 + . . .+ tp = 1

}
.Pour n = 0, 1, 2 on obtient suessivement

∆0 ∆1 ∆2

t0

t1 t0

t0 t1

t2

de même ∆3 est un tétraèdre régulier de dimension 3, et. Si X est un espaetopologique (pour nous, un ouvert X = Ω ⊂ Rn su�ra...), on pose laDé�nition. On appelle ensemble des p-haînes singulières Cp(X,Z) sur X àoe�ients dans Z l'ensemble des sommes formelles �nies
(1.2.2) [σ] =

∑
mj [σj ], σj : ∆p → X,formées ave des oe�ients mj ∈ Z et des appliations ontinues arbitraires σj

(deux à deux distintes). C'est don un élement du Z-module libre ayant pour basel'ensemble C0(∆p, X) des appliations ontinues ∆p → X, haun des élémentsde base assoié à une telle appliation σj étant noté [σj] et appelé simplexe dedimension p.



94 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannSi p = 0, une 0-haîne est la même hose qu'une ombinaison linéaire �niede points ∑mj [pj ], tandis que si p = 1 (as qui nous intéressera ii le plus),une 1-haîne peut être identi�ée à une ombinaison linéaire ∑mj [γj] de heminsontinus γj : [0, 1] → X , a�etés de multipliités mj (on onvient d'identi�er ∆1au segment [0, 1] en posant t0 = 1 − t et t1 = t si t est la variable paramétrant lehemin). On onsidère maintenant 〈〈 l'appliation bord �
∂p : Cp(X,Z) → Cp−1(X,Z)dé�nie omme suit. On pose Cp(X,Z) = {0} pour p < 0, et don ∂p = 0 pour

p 6 0. Pour p > 0 on onsidère haune des appliations � faes �
δℓp : ∆p−1 → ∆p, (t0, t1, . . . , tp−1) 7→ (t0, t1, . . . , tℓ−1, 0, tℓ, . . . , tp−1),qui envoie ∆p−1 sur la fae d'indie ℓ de ∆p ('est-à-dire sur les points dont laoordonnée d'indie ℓ est nulle, 0 6 ℓ 6 p). Si σj : ∆p → X est un simplexe, laomposée σj ◦ δℓp : ∆p−1 → X est la � fae d'indie ℓ � de σj. On dé�nit ∂p par

(1.2.3) [σ] =
∑

j

mj [σj ] 7−→ ∂p[σ] =
∑

j

mj

p∑

ℓ=0

(−1)ℓ[σj ◦ δℓp]Il est faile de véri�er que ∂p est Z-linéaire et que l'on a toujours ∂p ◦ ∂p+1 = 0.Les as qui nous intéressent sont les suivants :

a

b

γ = [ab]

exemple de 1-haîne
[σ] = [γ] = ar orienté [ab]

∂1[ab] = [b] − [a]

a
b

c

σ

exemple de 2-haîne
[σ] = triangle orienté [abc]

∂2[abc] = [bc] − [ac] + [ab]Pour la 2-haîne [σ] �gurée sur le shéma, il est lair que
∂1(∂2[σ])) = ([c] − [b]) − ([c] − [a]) + ([b] − [a]) = 0.Dé�nition. On appelle ensemble des p-yles, resp. des p-bords, les sous-groupesde Cp(X,Z) dé�nis par

(1.2.4) Zp(X,Z) = Ker ∂p, Bp(X,Z) = Im ∂p+1.



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 95Autrement dit, un p-yle est une p-haîne [σ] telle que ∂p[σ] = 0, tandis qu'un
p-bord est une image [σ] = ∂p+1[τ ] d'une (p+ 1)-haîne.Du fait que ∂p ◦ ∂p+1 = 0, nous avons toujours Bp(X,Z) ⊂ Zp(X,Z). Ondé�nit le p-ième groupe d'homologie de X omme étant le groupe quotient
(1.2.5) Hp(X,Z) = Zp(X,Z)/Bp(X,Z).On observera qu'un hemin γ : [0, 1] → X est un yle si et seulement si 'est unlaet, 'est-à-dire si γ(0) = γ(1). Dans e as on peut assoier à [γ] une lassed'équivalene dans H1(X,Z).Par ailleurs, un hemin onstant γ(t) = c0 est toujours un bord ('est le bordde la 2-haîne [℄ ayant un seul terme onstant c(t0, t1, t2) = c0). Si γ̃(t) = γ(1− t)est le hemin γ parouru en sens inverse, alors [γ]+[γ̃] est aussi un bord (le bord dela 2-haîne [σ] telle que σ(t0, t1, t2) = γ(t1) vaut [γ̃]− [γ0]+ [γ] où γ0 est le heminonstant γ0(t) = γ(0), et on a don [γ̃] − [γ] = ∂2([σ] + [c]) où c est la 2-haîneonstante c(t0, t1, t2) = γ(0)). Si γ est un laet, la lasse de [γ̃] dans H1(X,Z) estdon l'opposée de elle de [γ].Deux yles [γ′], [γ′′] sont dit homologues, et on érira alors [γ′] ∼ [γ′′], si
[γ′] − [γ′′] est le bord ∂2σ d'une 2-haîne, 'est-à-dire si [γ′] et [γ′′] dé�nissent lamême lasse d'homologie dans H1(X,Z). On a le fait important suivant.Proposition. Si des hemins γ1, γ2 sont homotopes, alors le 1-yle [γ2] − [γ1]est un bord. En partiulier, si γ1 et γ2 sont des laets, alors [γ1] et [γ2] dé�nissentle même élément de H1(X,Z).Démonstration. Comme indiqué sur le shéma i-dessous, on a une homotopie
(u, t) 7→ h(u, t) dé�nie sur le arré [0, 1] × [0, 1], et la di�érene [γ2] − [γ1] est lasomme des bords de deux triangles, plus un ertain nombre de bords �triviaux�onstitués par des hemins onstants et par l'aller-retour sur la diagonale.

u

t

γ1

γ2

b

aD'après la Proposition préédente, on a une appliation bien dé�nie
(1.2.6) π1(X, x0) → H1(X,Z), γ̇ 7→ [γ],



96 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannet on peut véri�er aisément que 'est un homomorphisme de groupes, autrementdit que la 1-haîne [γ1] + [γ2]− [γ1 · γ2] est toujours un bord. La preuve peut êtrevisualisée par le shéma i-dessous :

γ1

γ2

a b

c

γ1 · γ2

Si [γ] =
∑
mj [γj] est une 1-haîne (où �gurent seulement les termes tels que

mj 6= 0), on dé�nit le support de [γ] omme étant la réunion
Supp([γ]) =

⋃
Im(γj)des images des hemins γj qui omposent la haîne.Lemme. Soit [γ] =

∑
mj [γj] un 1-yle d'homologie. Alors il existe un 1-yle

[γ̂] =
∑
m̂j [γ̂j ] ayant même support et dé�nissant la même lasse d'homologieque [γ], tel que haque hemin γ̂j omposant [γ̂] soit un laet.Démonstration. On démontre e résultat par réurrene sur N =

∑ |mj |. Si
N = 0, alors [γ] = 0, et il n'y a rien à montrer. Si N = 1, le yle est onstituéd'un seul hemin d'extrêmités a et b, on alors ∂[γ] = [b] − [a] = 0, par suite
a = b et γ est un laet. Supposons le résultat démontré pour N ′ < N . Quitte àremplaer γj par le hemin opposé γ̃j et mj par −mj , on peut supposer que tousles oe�ients mj sont positifs. Soient aj, bj l'origine et l'extrêmité de γj , et soit
E = {aj} ∪ {bj}. Nous avons

∂[γ] =
∑

mj([bj ] − [aj]),e qui signi�e que la somme des oe�ients a�eté à haque point [p], p ∈ E,est nul. Fixons un tel point p ∈ E. Comme les oe�ients mj sont positifs, leoe�ient de p ne peut être nul que s'il apparaît au moins une fois omme extrêmitéd'un ertain hemin γj1 et au moins une fois omme origine d'un hemin γj2 . Si
j1 = j2, alors [γj1 ] est un laet et le yle [γ′] = [γ] − [γj1 ] a une somme deoe�ients N ′ = N − 1, e qui permet de onlure par l'hypothèse de réurrene.Si j1 6= j2, on érit que [γj1 ] + [γj2 ] ∼ [γj1 · γj2 ], de sorte qu'on obtient [γ] ∼ [γ′]en remplaçant [γj1 ] + [γj2 ] par [γj1 · γj2 ]. Ii enore nous avons N ′ = N − 1, e quiahève la preuve.Si x0 est un point quelonque hoisi dans la même omposante onnexe parars de X que le laet [γ̂j], on peut, dans le lemme préédent remplaer γ̂j par un



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 97hemin d'extrêmités x0, à ondition d'oublier l'exigene sur le support de [γ̂], Ene�et, si αj = βj sont les extrêmités de γ̂j et si λαj
est un� hemin de liaison � de

x0 à αj , on peut remplaer γ̂j par le laet d'extrêmités x0 dé�ni par λαj
· γ̂j · λ̃αj

,puisque
[λαj

· γ̂j · λ̃αj
] ∼ [λαj

] + [γ̂j] − [λαj
] ∼ [γ̂j].Il résulte alors failement du lemme préédent que l'homomorphisme (1.2.6) induitun homomorphisme surjetif

⊕
π1(X, xj) → H1(X,Z),si l'on hoisit exatement un point xj dans haque omposante onnexe par arsde X . En partiulier, l'homomorphisme (1.2.6) est surjetif si X est onnexepar ars (mais il n'a évidemment auune raison d'atteindre les yles d'homologiesitués hors de la omposante onnexe par ars de x0, si X n'est pas onnexe parars). On notera qu'on peut trouver des espaes X onnexes par ars pour lesquels

π1(X, x0) n'est pas un groupe abélien (par exemple X = C r {0, 1}). Dans e as,l'homomorphisme surjetif (1.2.6) a néessairement un noyau non trivial puisqueelui-i doit ontenir le sous-groupe des ommutateurs de π1(X, x0). Lorsque Xest onnexe par ars, un théorème lassique dû à Hurewiz a�rme qu'en fait (1.2.6)induit un isomorphisme
(1.2.7) π1(X, x0)/[π1(X, x0), π1(X, x0)]

≃−→ H1(X,Z)par passage au quotient par le sous-groupe des ommutateurs, 'est-à-dire que legroupe d'homologie H1(X,Z) est l'abélianisé du groupe fondamental π1(X, x0).1.3. Formes exates et fermées (en degré 1)Soit Ω un ouvert de Rn et β une 1-forme de lasse C1 sur Ω. Nous érivons
β =

n∑

j=1

βj(x1, . . . , xn) dxj =
n∑

j=1

βj dxj .Par dé�nition, la di�érentielle extérieure de β est la 2-forme donnée par
dβ :=

n∑

j=1

dβj ∧ dxj =

n∑

j=1

( n∑

i=1

∂βj
∂xi

dxi

)
∧ dxj =

∑

16i<j6n

(∂βj
∂xi

− ∂βi
∂xj

)
dxi ∧ dxjDé�nition. On dit que la 1-forme β de lasse C1 est(i) fermée si dβ = 0, 'est-à-dire si pour tous 1 6 i, j 6 n on a

∂βj
∂xi

− ∂βi
∂xj

= 0.(ii) exate s'il existe une fontion F de lasse C2 dans Ω telle que β = dF .
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∂βj
∂xi

− ∂βi
∂xj

=
∂

∂xi

( ∂F
∂xj

)
− ∂

∂xj

( ∂F
∂xi

)
= 0.Réiproquement, on a le résultat important suivant.Lemme de Poinaré. Soit Ω un ouvert de Rn qui est étoilé par rapport à unertain point a, 'est-à-dire tel que [a, x] ⊂ Ω pour tout x ∈ Ω. Alors toute 1-forme β fermée sur Ω est exate, 'est-à-dire qu'il existe une primitive F de lasse

C2 telle que β = dF .Démonstration. Supposons pour simpli�er l'ériture que a = 0, quitte à hangerl'origine de Rn. On pose
F (x) =

∫

[0,x]

β =

∫ 1

0

n∑

j=1

βj(tx1, . . . , txn) xj dten intégrant β le long du hemin γ(t) = tx. Le théorème de dérivation sous lesigne somme montre que F est di�érentiable, et que
∂F

∂xi
=

∫ 1

0

( n∑

j=1

t
∂βj
∂xi

(tx1, . . . , txn) xj + βi(tx1, . . . , txn)
)
dt.En utilisant l'hypothèse que β est fermée, ei donne

∂F

∂xi
=

∫ 1

0

( n∑

j=1

t
∂βi
∂xj

(tx1, . . . , txn) xj + βi(tx1, . . . , txn)
)
dt

=

∫ 1

0

d

dt

(
t βi(tx1, . . . , txn)

)
dt = βi(x).Par onséquent dF = β, et omme β est de lasse C1, on voit que F est bien delasse C2.Remarque. Il est important de noter que le lemme de Poinaré n'est en généralpas vrai pour des ouverts Ω quelonques, 'est-à-dire qu'il peut exister des formesfermées non exates. Ainsi la 1-forme β = dz/z est fermée sur Ω = C∗ ⊂ C ≃ R2,mais elle n'admet pas de primitive F sur Ω tout entier. Si tel était le as, on auraiten e�et

∫

Γ(0,1)

β =

∫

Γ(0,1)

dz

z
= 2πi,

∫

Γ(0,1)

β =

∫

Γ(0,1)

dF = 0,ontradition. Cei est bien entendu lié à la non existene d'une déterminationdu logarithme omplexe sur C∗ tout entier. On peut aussi obtenir un exemple de
1-forme réelle fermée non exate en prenant

β = Im
(dz
z

)
=
xdy − ydx

x2 + y2
;
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β est, loalement sur C∗, la di�érentielle dθ de l'angle polaire θ = arg z, quin'admet pas de détermination globalement dé�nie.Considérons maintenant un hemin γ : [a, b] → Ω et une 1-forme β de lasse C1,supposée fermée. Nous prétendons que l'intégrale urviligne ∫

γ
β, qui est a prioribien dé�nie pour γ de lasse C1 par moreaux, peut se dé�nir également sansdi�ulté lorsque γ est seulement ontinu. En e�et, si δ > 0 est la distane duompat γ([a, b]) au fermé ∁Ω, la ontinuité uniforme de γ entraîne l'existened'une subdivision

a = τ0 < τ1 < . . . < τN = bde [a, b] telle que γ([τj, τj+1]) soit pour tout j = 0, 1, . . . , N − 1 ontenu dans laboule Bj de entre γ(τj) et de rayon δ. D'après le lemme de Poinaré, il existe uneprimitive Fj de β dé�nie dans la boule Bj . Il su�t alors de poser par dé�nition
∫

γ|[τj,τj+1]

β =

∫

γ|[τj,τj+1]

dFj := Fj(γ(τj+1)) − Fj(γ(τj)),et plus généralement, par la relation de Chasles
(1.3.1)

∫

γ

β :=
N−1∑

j=0

Fj(γ(τj+1)) − Fj(γ(τj)).Il est lair que ette dé�nition oïnide ave elle déjà donnée pour le as où γ estde lasse C1 par moreaux. Par ailleurs, on peut voir aisément que les intégralesainsi dé�nies sont bien indépendantes de la subdvision et des primitives hoisies(si on a deux subdivisions assoiées à des primitives Fj sur Bj et F ′
k sur B′

k, on enhoisit une troisième plus �ne que les deux préédentes ave des boules B′′
ℓ tellesqu'on ait des indies j(ℓ), k(ℓ) pour lesquels B′′

ℓ ⊂ Bj(ℓ) ∩B′
k(ℓ), et on observe queles di�érenes F ′′

ℓ − fj(ℓ) et F ′′
ℓ − F ′

k(ℓ) sont onstantes sur haque boule B′′
ℓ ). Si

[γ] =
∑
mj [γj] est une 1-haîne quelonque, on dé�nit bien entendu

(1.3.2)

∫

[γ]

β :=
∑

mj

∫

γj

β.On a dans e ontexte l'observation importante qui suit :Lemme. Si [γ] = ∂[σ] est le bord d'une 2-haîne dans l'ouvert Ω et si β est une
1-forme fermée sur Ω, alors ∫

∂[σ]

β = 0.Démonstration. Il su�t de démontrer le résultat dans le as où [σ] se réduit à unseul triangle.
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σ

σj

En utilisant une subdivison baryentrique de e triangle omme �guré sur leshéma i-dessus, on trouve ∫
∂[σ]

β =
∑
j

∫
∂[σj ]

β, et on don ramené au as detriangles dont l'image dans Ω est arbitrairement petite. On peut don supposerqu'on a a�aire à des triangles σj entièrement ontenus dans des boules Bj surlesquelles β possède des primitives Fj . Si aj , bj, cj ∈ Ω sont les sommets dutriangle σj , on trouve alors
∫

∂[σj ]

β =
(
Fj(cj) − Fj(bj)

)
−
(
Fj(cj) − Fj(aj)

)
+
(
Fj(bj) − Fj(aj)

)
= 0.

Corollaire. Si β est une 1-forme fermée dans Ω et si γ1, γ2 sont deux heminshomotopes dans Ω, alors
∫

γ1

β =

∫

γ2

β.En partiulier, l'intégrale ∫
γ
β d'une 1-forme fermée sur un laet γ ne dépend quede la lasse d'homotopie ou d'homologie de e laet.Démonstration. On a déjà vu que si γ1 et γ2 sont homotopes, alors [γ1] − [γ2] estun bord. Il su�t don d'appliquer le lemme.Tout e qui prééde s'applique en partiulier dans le as où Ω est un ouvert de Cet β = f(z)dz une 1-forme holomorphe dans Ω. On a en e�et déjà observé qu'unetelle forme est fermée. On notera par ailleurs que si K est à ompat à bord C1 parmoreaux ontenu dans Ω alors ∂K peut être vu omme un 1-yle en homologie(somme de laets orientés), et que e 1-yle est un bord. Cei résulte du fait que

K peut être �triangulé�, 'est-à-dire ouvert par des images C1-di�éomorphes detriangles se reollant le long de leurs arêtes. On réinterprète ainsi le résultat duthéorème de Cauhy a�rmant que ∫
∂K

β = 0.
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K

∂K

Tj

1.4. Intégration sur les ouverts simplement onnexesBien que nous soyons prinipalement intéressés par les ouverts de C ≃ R2, nouspréférons donner d'abord la � bonne � dé�nition générale des espaes simplementonnexes, plut�t qu'une dé�nition ad ho valable seulement en dimension 2.Dé�nition. Un espae topologique X est dit simplement onnexe s'il est onnexepar ars et s'il véri�e l'une des propriétés équivalentes qui suivent.(i) Deux hemins quelonques ayant mêmes extrêmités sont homotopes.(ii) Pour tout x0 ∈ X, on a π1(X, x0) = 0.(iii)Il existe x0 ∈ X tel que π1(X, x0) = 0.Il est lair en e�et que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii). Pour voir que (iii) implique (i), onprend deux hemins γ1 et γ2 ayant des extrêmités a et b, et on hoisit des � heminsde liaison � λa reliant x0 à a et λb reliant x0 à b. Alors λa · γi · λ̃b, i = 1, 2, sontdeux laets basés en x0, l'hypothèse (iii) implique l'existene d'une homotopie hentre es deux laets. On obtient une homotopie entre γ1 et γ2 en onsidérantl'homotopie
[0, 1] ∋ u 7→ λ̃a · h(u, •) · λb

a

b

x0

λa
λ̃a

λb

λ̃b

γ1

γ2



102 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannqui relie λ̃a ·λa ·γ1 · λ̃b ·λb et λ̃a ·λa ·γ2 · λ̃b ·λb, et en observant que λ̃a ·λa et λ̃b ·λbsont homotopes aux laets onstants ca(t) = a, cb(t) = b, respetivement.Exemple. Tout ouvert onvexe Ω ⊂ Rn est simplement onnexe ; en e�et on peut� homotoper � deux hemins γ1, γ2 quelonques à l'aide de l'homotopie
h(u, t) = (1 − u)γ1(t) + uγ2(t).Plus généralement, tout ouvert étoilé est simplement onnexe : si Ω est étoilé parrapport au point x0 ∈ Ω, l'appliation h(u, t) = (1 − u)x0 + uγ(t) réalise unehomotopie entre un laet γ quelonque d'extrêmités x0, et le laet onstant x0.La surjetivité déjà mentionnée de l'homomorphisme π1(X, x0) → H1(X,Z)entraîne qu'un espae X simplement onnexe véri�e H1(X,Z) = 0 automatique-ment. On peut ependant donner des exemples d'ouverts Ω ⊂ Rn, n > 2, quivéri�ent H1(Ω,Z) = 0 sans être simplement onnexes.Théorème. Soit Ω un ouvert de Rn et β une 1-forme fermée de lasse C1. Si

H1(Ω,Z) = 0 (en partiulier, si Ω est simplement onnexe), alors β est exate,'est-à-dire qu'il existe une primitive globale F de lasse C2 sur Ω telle que β = dF .Démonstration. On peut supposer Ω onnexe, don onnexe par ars. Fixons uneorigine x0 ∈ Ω. Pour Tout point x ∈ Ω on hoisit un hemin ontinu γx joignant
x0 à x et on pose

F (x) =

∫

γx

β.Comme deux hemins quelonques γx, γ̂x di�èrent par un bord d'après l'hypothèse
H1(Ω,Z) = 0, l'intégrale est bien indépendante du hoix du hemin γx. Enhoisissant pour γx un hemin polygonal, il est immédiat de véri�er que les dérivéespartielles ∂F/∂xj oïnident ave les oe�ients βj de β, don dF = β.Nous transrivons maintenant es résultats dans le as des fontions holomor-phes, en utilisant le fait que la 1-forme β = f(z)dz est fermée pour toute fontionholomorphe f .Corollaire. Si f est une fontion holomorphe sur un ouvert Ω de C tel que
H1(Ω,Z) = 0, alors f possède une primitive F dans Ω.Conséquene. Soit f est une fontion holomorphe sur un ouvert Ω de C tel que
H1(Ω,Z) = 0. Supposons que f ne s'annule pas dans Ω. Alors(i) Il existe une fontion holomorphe g ∈ O(Ω) telle que exp(g) = f . Deuxsolutions g1, g2 di�èrent par une onstante 2kiπ dans haque omposanteonnexe de Ω.(ii) Pour tou entier n > 2, il existe une fontion raine n-ième h ∈ O(Ω) telleque hn = f . Si h1 est une solution, toute autre solution s'érit sous la forme
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h2(z) = uh1(z) où u est une raine n-ième de l'unité, onstante dans haqueomposante onnexe de Ω.Démonstration. On peut supposer ii que Ω est onnexe.(i) D'après le orollaire, la fontion h = f ′/f admet une primitive H dans Ω. Nousavons alors (

f exp(−H)
)′

= (f ′ − hf) exp(−H) = 0,de sorte que f exp(−H) = C onstante. Si on hoisit un nombre omplexe c telque exp(c) = C, alors g = H + c véri�e exp(g) = C exp(H) = f . Si on a deuxsolutions, alors g2 − g1 prend ses valeurs dans le sous-ensemble disret 2πiZ ⊂ C,e qui entraîne par ontinuité de g2 − g1 et onnexité de Ω que g2 − g1 = 2kiπ estonstante.(ii) Si g véri�e exp(g) = f , alors h = exp(g/n) véri�e évidemment hn = f . Ladernière a�rmation onernant l'uniité à onstante multipliative près telle que
un = 1 est laire.Remarque. Si H1(Ω,Z) = 0 et si f est une fontion holomorphe (resp. méromor-phe) non identiquement nulle sur Ω, il est faile de voir que f possède une raine
n-ième holomorphe (resp. méromorphe) h si et seulement si div(f) est divisiblepar n, 'est-à-dire si toutes les multipliités des zéros et des p�les sont divisiblespar n. La ondition est évidemment néessaire. Réiproquement, si div(f) estdivisible par n et si g1 est une fontion méromorphe de diviseur div(g1) = 1

n
div(f)(qui existe toujours d'après le théorème de fatorisation de Weierstrass), alors f/gn1est une fontion holomorphe sans p�les ni zéros, par onséquent elle possède uneraine n-ième g2 sans p�les ni zéros, et on a f = (g1g2)

n.2. Indies et théorème de Rouhé2.1. IndiesOn onsidère ii des 1-yles [γ] =
∑
mj [γj] traés dans le plan omplexe C.Rappelons que le support d'un tel yle est ⋃ Im(γj) (on suppose l'ériture duyle simpli�ée, en sorte que les hemins γj soient deux à deux distints et que lesoe�ients mj soient non nuls).Théorème et dé�nition. Soit [γ] =
∑
mj [γj] un 1-yle traé dans C et

z0 ∈ C r Supp([γ]). On dé�nit l'indie de [γ] par rapport à z0 omme étantl'intégrale
Ind([γ], z0) =

1

2πi

∫

[γ]

dz

z − z0
.L'indie est toujours un entier Ind([γ], z0) ∈ Z. Cet entier représente intuitivementle nombre de tours e�etués par le yle autour du point z0, ompté ave lesmultipliités mj et ave des signes déterminés par le sens de rotation autour de z0.Démonstration. On ommene par prouver le résultat lorsque [γ] se réduit à unseul laet γ : [0, 1] → C, γ(0) = γ(1). Soit δ = d(z0, Im(γ)) > 0 la distane du



104 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannpoint z0 à l'image du laet γ. D'après la ontinuité uniforme de γ sur [0, 1], onpeut hoisir une subdvision
0 = t0 < t2 < . . . < tN = 1telle que γ([tj, tj+1]) soit entièrement ontenu dans le disque ouvert de entre γ(tj)et de rayon δ. Si z1 ∈ ∆ = D(γ(tj), δ), la détermination prinipale du logarithmefournit une primitive z 7→ Log
(
(z − z0)/(z1 − z0)

) de z 7→ 1/(z − z0) dé�nie sur
∆ tout entier, ar le quotient (z − z0)/(z1 − z0) ne peut pas être réel négatif. Onobtient don

1

2πi

∫

γ|[tj,tj+1]

dz

z − z0
=

1

2πi
Log

γ(tj+1) − z0
γ(tj) − z0

= − i

2π
ln
∣∣∣
γ(tj+1) − z0
γ(tj) − z0

∣∣∣+
1

2π
Arg

γ(tj+1) − z0
γ(tj) − z0

.Comme on a toujours Log z1 + Log z2 = Log(z1z2) mod 2πiZ, il vient parsommation sur haun des intervalles de la subdivision :
Ind(γ, z0) =

1

2πi

∫

γ

dz

z − z0
=

1

2πi
Log

γ(1) − z0
γ(0) − z0

modZ.Comme γ(0) = γ(1), il s'ensuit que γ(1)−z0
γ(0)−z0

= 1, don Ind(γ, z0) ∈ Z. D'après lealul préédent, l'indie oïnide ave l'angle (exprimé en tours)
1

2π

N−1∑

j=0

Arg
γ(tj+1) − z0
γ(tj) − z0

.Maintenant, si [γ] =
∑
mj [γj] est un 1-yle quelonque, le lemme du paragraphe1.2 montre que [γ] di�ère par un bord d'un yle [γ̂] =

∑
m̂j [γ̂j ] qui est une sommede laets, on a don

Ind([γ], z0) = Ind([γ̂], z0) =
∑

j

m̂j Ind([γ̂j], z0) ∈ Z.Remarque 1. Comme la forme β = dz
z−z0

est fermée sur C r {z0}, les résultatsgénéraux déjà démontrés impliquent que l'on a
Ind([γ], z0) = Ind([γ′], z0)dès que les yles [γ] et [γ′] di�èrent par un bord dans C r {z0}. C'est le as enpartiulier lorsque γ et γ′ sont des laets homotopes dans un ouvert Ω ontenudans C r {z0}.Remarque 2. Si K est un ompat à bord de lasse C1 par moreaux, alors

Ind(∂K, z0) = 0 si z0 ∈ Ω r K et Ind(∂K, z0) = 1 si z0 ∈ K◦. Cei résulte de laformule des résidus usuelle appliquée à la forme β = dz
z−z0

.



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 105On a par ailleurs le résultat suivant onernant la dépendane de l'indie parrapport au point z0 onsidéré.Proposition. Si [γ] est un 1-yle dans C et si z0, z1 sont dans la mêmeomposante onnexe de C r Supp([γ]), alors Ind([γ], z0) = Ind([γ], z1). De plus,si z0 est situé dans la omposante onnexe non bornée de C r Supp([γ]), alors
Ind([γ], z0) = 0.Démonstration. Il est lair que l'appliation w 7→ Ind([γ], w) est une appliationontinue (et même holomorphe !) sur l'ouvert Ω = C r Supp([γ]). Comme elleprend des valeurs entières, elle est néessairement onstante sur haque omposanteonnexe Ωk de Ω. Le support de [γ] est ompat, don ontenu dans un ertaindisque fermé D(0, R0), e qui implique que la ouronne C rD(0, R0) est ontenuedans Ω. Par suite Ω possède une seule omposante onnexe non bornée, elle quiontient CrD(0, R0), toutes les autres étant ontenues dansD(0, R0). Remplaçonsles hemins γj omposant [γ] par des hemins polygonaux [γ̂j] de mêmes extrêmitésontenus dans D(0, R0), de façon à être sûr que les hemins γ̂j soient de lasse
C1 par moreaux et de longueur �nie). Ces hemins sont alors homotopes dans
D(0, R0), de sorte que pour tout w ∈ C rD(0, R0) il vient

Ind([γ], w) = Ind([γ̂], w),
∣∣ Ind([γ̂], w)

∣∣ 6 1

2π(|w| −R0)

∑
|mj | long(γ̂j).Par suite l'indie tend vers 0 à l'in�ni, et il est néessairement nul sur la omposantenon bornée de Ω.Nous indiquons maintenant un proédé de alul géométrique pour l'indie,dans le as d'un yle véri�ant ertaines propriétés de régularité.Dé�nition.Une 1-haîne [γ] =

∑
mj [γj] traée dans C ≃ R2 sera dite C1 régulièrepar moreaux si elle est omposée de hemins γj de lasse C1 par moreaux, ayantdes veteurs dérivés (à droite, à gauhe) partout non nuls, tels que en tout point

p ∈ Supp([γ]) qui est un point multiple ('est-à-dire un point appartenant à desimages de hemins di�érents, ou bien un point p possédant plusieurs antéédents
t = γ−1

j (p) sur un même hemin γj), les demi-tangentes aux hemins γj passantpar p sont toutes distintes.Si [γ] est un 1-yle régulier, le théorème des fontions impliites montreaisément qu'il ne peut y avoir qu'un nombre �ni de points multiples, et que pourtout point p ∈ Supp([γ]) non multiple, il existe un voisinage V de p tel que
V r Supp([γ]) soit onstitué de 2 omposantes onnexes (noter que les extrêmitésdes hemins γj omposant γ sont néessairement multiples, sinon e point �gureraitdans ∂[γ] et [γ] ne serait don pas un yle). Plus préisément on peut hoisir pour
V un ertain retangle onstruit omme suit : il existe un repère orthonormé diretassoié à des oordonnées (u, v) dans le plan, un retangle

R =
{
(u, v) , −ε < u < ε, −δ < v < δ

}et une appliation de lasse C1 par moreaux h : ] − ε, ε[→] − δ, δ[, u 7→ v = ϕ(u)véri�ant
R ∩ Supp([γ]) =

{
(u, ϕ(u)) , u ∈ ] − ε, ε[

}
.



106 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannOn supposera que les oordonnées (u, v) sont hoisies en sorte que le hemin γj quioïnide ave le graphe v = ϕ(u) dans R soit orienté dans le sens des u roissants. Ilest lair dans es onditions que RrSupp([γ]) est onstitué des deux omposantesonnexes dé�nies respetivement par R+ = {v > ϕ(u)} et R− = {v < ϕ(u)}.Théorème. Soit [γ] =
∑
mj [γj] un yle C1 régulier par moreaux, soit p ∈

Im(γj) ⊂ Supp([γ]) un point non multiple, et soit R un retangle dé�ni ommei-dessus. Alors si z+ ∈ R+ et z− ∈ R−, on a
Ind([γ], z+) − Ind([γ], z−) = mj .En partiulier, si [γ] est onstitué d'un seul laet de multipliité 1, on a

Ind([γ], z+) − Ind([γ], z−) = 1.

Ind([γ], z) = 0

1

1

2

1
2

0

1

R+

R−

p

[γ]

u

vDémonstration. Soit p ∈ Supp([γ]) le entre du retangle. Choisisons des points
z+ ∈ R+ et z− ∈ R− que nous ferons onverger vers le point p, et désignons par
[γ′] la partie de [γ] située hors de R, de sorte que nous avons [γ] = [γ′]+mj [θ] où θest la ourbe dé�nie omme le graphe (u, ϕ(u)) dans le retangle R. Bien entendula déomposition a lieu seulement dans le groupe des 1-haînes, ni [γ′] ni [θ] ne sontdes yles. Considérons les 1-haînes (∂R)+ = (∂R)∩R+ et (∂R)− = (∂R)∩R−,munies de l'orientation induite par l'orientation naturelle de ∂R. Il existe unehomotopie entre θ et (∂R)− qui � balaie � R− et don qui ne renontre jamaisle point z+ (il su�t, lorsque s ∈ [0, 1], de onsidérer les graphes des fontions
ϕs(u) = (1− s)ϕ(u)− sδ, que l'on onatène ave des segments du bord de R). Sil'on pose [γ−] = [γ′] +mj [(∂R)−] on trouve par onséquent

Ind([γ], z+) = Ind([γ−], z+) = Ind([γ−], p),(la dernière égalité se voit en faisant onverger z+ vers p). De même, si l'on pose
[γ+] = [γ′] −mj [(∂R)+] (attention à l'orientation !), il vient

Ind([γ], z−) = Ind([γ+], z−) = Ind([γ+], p),En prenant la di�érene, on obtient
Ind([γ], z+) − Ind([γ], z−) = Ind([γ−], p) − Ind([γ+], p) = mj Ind(∂R, p) = mj ;



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 107la dernière égalité provient de la formule des résidus usuelle (Remarque 2), quidonne Ind(∂R, p) = 1.2.2. Formule des résidus généraliséeNous ommençons tout d'abord par une généralisation du théorème de Cauhy.L'une des façons d'énoner le théorème de Cauhy est de dire que si β = f(z)dzest une forme holomorphe dans un ouvert Ω, alors ∫
[γ]
f(z)dz = 0 pour tout yle

[γ] = ∂[σ] qui est un bord. On peut appliquer ei à f(z) = 1/(z−z0) si z0 ∈ CrΩ,et on onlut alors que Ind([γ], z0) = 0 pour tout z0 ∈ C rΩ et pour tout yle [γ]qui est un bord dans Ω. L'objetif de ette setion est de montrer qu'on peut seontenter du fait que [γ] satisfasse l'hypothèse de nullité des indies pour obtenirla formule des résidus.Théorème. Soit Ω un ouvert de C, [γ] un 1-yle traé dans Ω véri�ant
Ind([γ], z0) = 0 pour au moins un point dans haque � trou � de Ω (omposanteonnexe bornée de C r Ω), et f une fontion holomorphe dans Ω. Alors

∫

[γ]

f(z)dz = 0.On notera que l'hypothèse entraîne en fait que Ind([γ], w) = 0 pour tout
w ∈ CrΩ. En e�et, w 7→ Ind([γ], w) est onstant dans haque omposante onnexede C r Ω, et on sait déjà que l'indie est nul dans les omposantes onnexes nonbornées.Démonstration. Il n'est pas restritif de supposer que [γ] est onstitué de heminsde lasse C1 par moreaux, sinon on peut s'y ramener en faisant une homotopie aveun hemin polygonal. L'intégrale urviligne se ramène alors à une vraie intégralesimple (ou plut�t à une somme d'intégrales simples). Soit K un ompat à bordde lasse C1 par moreaux dans Ω tel que Supp([γ]) ⊂ K◦ (on peut onstruire untel ompat en hoissant un quadrillage assez �n du plan omplexe, et en prenantla réunion des petits arrés qui intersetent Supp([γ])). Si C r K◦ possède desomposantes onnexes Cj bornées (� trous � de K) qui sont ontenues dans Ω,on peut toujours les remplir, à savoir remplaer K par K ∪⋃Cj . On peut donsupposer qu'auune des omposantes onnexes bornées de C r K◦ n'est inlusedans Ω. La formule de Cauhy nous donne alors

f(z) =
1

2πi

∫

w∈∂K

f(w)

w − z
dw, ∀z ∈ K◦.En intégrant f(z)dz sur le 1-yle [γ] et en invoquant le théorème de Fubini, onobtient ∫

[γ]

f(z)dz =
1

2πi

∫

w∈∂K

f(w)
(∫

[γ]

dz

w − z

)
dw.Pour onlure la démonstration, il su�t de montrer que l'on a Ind([γ], w) = 0pour tout point w ∈ C r K◦, en partiulier sur ∂K. Considérons la omposanteonnexe C de C rK◦ ontenant w. Si ette omposante est non bornée, on sait
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Ω et par onséquent elle ontient un point p ∈ C r Ω. Mais alors nous avons

Ind([γ], w) = Ind([γ], p) = 0par hypothèse (f. la remarque qui suit l'énoné). Le théorème est démontré, nousen donnons maintenant quelques onséquenes.Corollaire. Soit Ω un ouvert de C sans trous, 'est-à-dire tel que C r Ω n'a pasde omposante onnexe bornée. Alors :(i) Pour tout 1-yle [γ] dans Ω et toute fontion f ∈ O(Ω), on a
∫

[γ]

f(z)dz = 0.(ii) Toute fontion holomorphe f dans Ω admet une primitive F . De plus, si f nes'annule pas, il existe des déterminations holomorphes du logarithme de f etdes raines n-ièmes de f .Démonstration. Pour (i), on observe que Ω = C ou bien que C r Ω est onnexenon borné.Formule des résidus généralisée. Soit Ω un ouvert de C, [γ] un 1-yle traédans Ω véri�ant Ind([γ], z0) = 0 pour au moins un point z0 dans haque trou de
Ω, et f une fontion holomorphe dans Ω r {aν} où {aν} est une suite de pointssinguliers loalement �nie dans Ω, ne renontrant pas Supp([γ]). Alors

∫

[γ]

f(z)dz = 2πi
∑

aν∈Ω

Ind([γ], aν) Res(f(z)dz, aν)

(et il n'y a qu'un nombre �ni de termes non nuls).Démonstration. Soit K un ompat à bord de lasse C1 par moreaux n'ayant au-un trou ontenu dans Ω (f. démonstration préédente), tel que Supp([γ]) ⊂ K◦,et tel que ∂K ∩ {aν} = ∅. L'indie Ind([γ], w) est nul hors de K, don les pointssinguliers à onsidérer sont uniquement eux de K ∩ {aν}, en nombre �ni d'aprèsl'hypothèse de loale �nitude. On onsidère Ω′ = Ω r {aν}. Le yle [γ] ne satis-fait pas l'hypothèse de nullité des indies par rapport au trous de Ω′ (du fait quel'indie de [γ] par rapport aux points aν n'est pas néessairement nul), mais si sνest et indie, le yle
[γ′] = [γ]−

∑

aν∈K

sν [Γ(aν, ε)]satisfait bien ette hypothèse, au moins pour ε > 0 assez petit. On en onlut que∫
[γ′]

f(z)dz = 0, et par onséquent
∫

[γ]

f(z)dz =
∑

aν∈K

sν

∫

[Γ(aν ,ε)]

f(z)dz = 2πi
∑

αν∈K

sν Res(f(z)dz, aν).



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 109Remarque. On peut démontrer que si Ω ⊂ C possède un nombre �ni de trous,et si {wj}16j6p est un ensemble de points omportant un point dans haque trou,alors l'appliation
H1(Ω,Z) −→ Zp, [γ] 7−→

(
Ind([γ], wj

)
16j6pest un isomorphisme. Nous démontrerons que ei est vrai lorsque Ω n'a pas detrous (p = 0), en prouvant qu'en fait Ω est alors simplement onnexe. Lorsqu'ily a une in�nité de trous, la situation peut être nettement plus ompliquée, entreautres du fait que les trous peuvent être en quantité non dénombrable (prendre parexemple pour Ω le omplémentaire de l'ensemble triadique de Cantor K ⊂ [0, 1]).2.3. Théorème de RouhéNous énonçons d'abord le � prinipe de l'argument �, dérivé de la formuledes résidus, qui permet d'évaluer le nombre de zéros et de p�les d'une fontionméromorphe.Prinipe de l'argument. Soit Ω un ouvert de C, f une fontion méromorphedans Ω et δ =

∑
mj [aj] son diviseur. Alors(i) Si K est un ompat à bord de lasse C1 par moreaux tel que ∂K ne ontienneni p�le ni zéro de f , on a

1

2πi

∫

∂K

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

aj∈K

mj ,'est-à-dire préisément le nombre de zéros et de p�les situés dans K, omptésave leurs multipliités et signes respetifs.(ii) Plus généralement, si [γ] est un 1-yle dont le support ne renontre pas
Supp(δ) = {aj} et tel que Ind([γ], w) = 0 pour tout w ∈ C r Ω, alors

1

2πi

∫

[γ]

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

aj∈Ω

mj Ind([γ], aj).On notera que 1
2πidf/f a pour partie réelle 1

2πdArg f , 'est don la variationin�nitésimale de l'argument de f (omptée en tours). Le prinipe de l'argumentexprime don le fait que la variation totale de l'argument de f sur un ontourompte le nombre total de zéros et de p�les de f situés à l'intérieur de e ontour.Démonstration. Les p�les de f ′/f sont a priori soit des p�les, soit des zéros de f ,la preuve onsiste simplement à aluler le résidu de (f ′(z)/f(z)) dz en un telpoint z0. Or, on peut érire
f(z) = (z − z0)

mu(z)où m ∈ Z est la multipliité et u une fontion holomorphe sans p�les ni zéros surun voisinage V de z0. La dérivée logarithmique de f est donnée par
f ′(z)

f(z)
=

m

z − z0
+
u′(z)

u(z)



110 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannave u′/u ∈ O(V ), par onséquent on a Res((f ′(z)/f(z))dz, z0) = m. Cei impliquele prinipe de l'argument.Cas partiulier. Supposons que f soit holomorphe dans Ω, et soit K ⊂ Ω unompat à bord de lasse C1 par moreaux. On note f∗∂K le yle image dubord ∂K, 'est-à-dire la somme∑[f ◦ γj] où les γj sont les laets omposant ∂K.Soit w ∈ C r f(∂K). Le prinipe de l'argument appliquée à la fontion f(z) − wmontre que le nombre total ♯(f−1(w)∩K) d'antéédents f(z) = w dans K, omptéave multipliités, est donné par
1

2πi

∫

∂K

f ′(z)

f(z) − w
dz =

∑

j

1

2πi

∫

γj

f ′(z)

f(z) − w
dz

=
∑

j

1

2πi

∫ 1

0

f ′(γj(t))γ
′
j(t)dt

f(γj(t)) − w
=
∑

j

1

2πi

∫

f◦γj

dζ

ζ − w
.de sorte que nous obtenons l'égalité importante :

(2.3.1) ♯(f−1(w) ∩K) = Ind(f∗∂K,w), ∀w ∈ C r f(∂K).Cette formule peut se visualiser omme suit
K

∂K

f

f∗∂K

0

1
2

1

1

w

z1

z2

Nous démontrons maintenant le théorème de Rouhé, paru dans le Journal del'Eole Polytehnique en 1862.Théorème de Rouhé. Soit f une fontion holomorphe sur un ouvert Ω, et Kun ompat ontenu dans Ω tel que f ne s'annule pas sur ∂K. On suppose que
g ∈ O(Ω) est assez prohe de f sur K, et plus préisément que |g − f | < |f | entout point de ∂K (pour ela, il su�t que supK |g−f | < δ = inf∂K |f | ). Alors f et
g possèdent le même nombre de zéros dans K, lorsque eux-i sont omptés avemultipliités.Démonstration. On a |g| > |f | − |g − f | > 0 sur ∂K, don ni f ni g ne s'annulentsur ∂K, et par ontinuité l'hypothèse |f | < |g − f | est enore satisfaite sur unvoisinage de ∂K. Quitte à agrandir un peu K (en le reouvrant par exemple par



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 111des arrés d'un quadrillage su�samment �n), on peut supposer que ∂K est delasse C1.Pour u ∈ [0, 1], on pose fu = f + u(g − f), de sorte que f0 = f et f1 = g.L'hypothèse faite sur |g − f | implique qu'auune des fontions fu ne s'annule sur
∂K, pour tout u ∈ [0, 1]. Le nombre N(u) de zéros de fu dans K est donné par

N(u) =
1

2πi

∫

∂K

f ′
u(z)

fu(z)
dz =

1

2πi

∫

∂K

f ′(z) + u(g′(z) − f ′(z))

f + u(g(z) − f(z))
dz.Cette formule montre que N(u) est une fontion ontinue de u, et omme

N(u) ∈ N, la fontion N(u) est néessairement onstante sur [0, 1].Nous pouvons appliquer ei en partiulier à un polyn�me unitaire P dedegré n, en posant g(z) = P (z) et f(z) = zn. On obtient alors la onséquenesuivante, qui peut être vue omme une version préise du théorème de d'Alembert.Corollaire 1. Tout polyn�me P (z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an−1z + an (autre que

P (z) = zn) admet exatement n raines dans le disque ouvert D(0, R) de rayon
R = 2 max

16j6n
|aj |1/j,lorsque es raines sont omptées ave multipliités.Démonstration. En posant g(z) = P (z) et f(z) = zn, il vient |aj | 6 2−jRj , donpour tout z ∈ ∂K, K = D(0, R), on obtient

|g(z) − f(z)| 6

∣∣∣∣
n∑

j=1

ajz
n−j

∣∣∣∣ 6
n∑

j=1

2−jRjRn−j < Rn = |f(z)|.D'après le théorème de Rouhé, ei implique que P (z) a le même nombre de zérosque f(z), 'est-à-dire n, dans le disque D(0, R).Corollaire 2. Soit Ω un ouvert onnexe de C et fn ∈ O(Ω) une suite de fontionsholomorphes onvergeant uniformément sur tout ompat de Ω vers une limite
f ∈ O(Ω).(i) Si K est une partie ompate de Ω et que f ne s'annule pas sur ∂K, alors pour

k assez grand fn ne s'annule pas sur ∂K et le nombre de zéros de fn dans K◦est le même que elui de f .(ii) Si les fontions fn ne s'annulent pas dans Ω, alors ou bien la limite f estidentiquement nulle, ou bien f ne s'annule pas.(iii)Si les fontions fn sont injetives dans Ω, alors ou bien f est onstante, oubien f est injetive.L'exemple trivial de la suite fn(z) = 1
n
z sur Ω = C∗ montre que le as d'unelimite f nulle ou onstante peut se produire dans (ii) et (iii).Démonstration. (i) C'est une onséquene du théorème de Rouhé, il su�t deprendre k assez grand pour que |fn − f | < δ = inf∂K |f | sur ∂K.



112 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(ii) Supposons que f ne soit pas identiquement nulle, mais qu'il existe un point
z0 tel que f(z0) = 0. D'après le prinipe du prolongement analytique, f n'est pasidentiquement nulle au voisinage de z0 et on peut hoisir un petit disque ompat
K = D(z0, r) tel que f ne s'annule pas sur ∂K. Alors, d'après (i), fn s'annule sur
K◦ = D(z0, r) pour n assez grand, ontradition.(iii) Supposons que f ne soit pas onstante mais qu'il existe deux points distints
z1, z2 tels que f(z1) = f(z2) = w. Alors, omme préédemment, il existe
r1, r2 > 0 assez petits tels que f(z) − w ne s'annule pas sur le bord du ompat
K = D(z1, r1)∪D(z2, r2). Alors, d'après (i), fn(z)−w aurait au moins deux zérosdans K◦ pour n assez grand, ontradition.3. Théorème de RungeCe théorème, qui a été démontré par Carl Runge autour des années 1880, estun résultat général d'approximation des fontions holomorphes par des frationsrationnelles.3.1. Approximation par des frations rationnellesNous ommençons par un résultat préliminaire.Proposition. Soit K une partie ompate de C et E un ensemble ontenant unpoint dans haque omposante onnexe bornée de C rK. Si f est holomorphe surun voisinage de K, il existe une suite (Rn) de frations rationnelles ayant tousleurs p�les dans E et onvergeant uniformément vers f sur K.Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de K sur lequel f est dé�nie etholomorphe. Il existe un ompat L à bord de lasse C1 par moreaux, tel que
K ⊂ L◦ et L ⊂ U : il su�t de prendre la réunion des arrés qui renontrent K,appartenant à un quadrillage assez �n du plan omplexe. Pour tout z ∈ K, laformule de Cauhy fournit alors

f(z) =
1

2πi

∫

∂L

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∑

j

1

2πi

∫ 1

0

f(γj(t))γ
′
j(t) dt

γj(t) − z

= lim
n→+∞

∑

j

1

2πin

∑

06ℓ<n

f(γj(ℓ/n))γ′j(ℓ/n)

γj(ℓ/n) − zoù γj : [0, 1] → ∂L est la famille des hemins paramétrant le bord ∂L. Laonvergene est uniforme sur K du fait de la ontinuité uniforme de l'intégrandepour (z, ζ) ∈ K × ∂L. Pour démontrer le résultat, il su�t don de véri�er quetoute fontion de la forme f(z) = 1
w−z , w ∈ C r K, peut être approhée par desfrations rationnelles ayant leurs p�les dans E. Soit R > 0 un rayon assez grand,tel que K ⊂ D(0, R). Si w est dans la omposante onnexe non bornée de K,on hoisit un hemin polygonal γ : [0, 1] → C r K reliant w = γ(1) à un point

w0 = γ(0) tel que |w0| > 2R, sinon w est dans une omposante onnexe bornée eton peut hoisir w0 ∈ E. On hoisit maintenant une subdivision du hemin γ enun nombre �ni de sous-segments [w0, w1], [w1, w2], . . ., [wN−1, wN ] ave wN = w



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 113et |wj+1 − wj | 6 1
2
d(Im(γ), K) pour tout j. On montre alors par réurrene sur

j que la fontion z 7→ 1
wj−z

est dans l'adhérene de l'anneau RE des frationsrationnelles à p�les dans E. C'est lair pour j = 0 si w0 ∈ E. Sinon on a paronstrution |w0| > 2R et on peut érire
1

w0 − z
=

1

w0

1

1 − z/w0
= lim
N→+∞

N∑

n=0

zn

wn0
,ave onvergene uniforme pour z ∈ K ⊂ D(0, R). Par onséquent z 7→ 1

w0−z
estune limite uniforme de polyn�mes. Pour l'étape de réurrene, il su�t d'érire

1

wj+1 − z
=

1

(wj+1 − wj) + (wj − z)
=

1

wj − z

1

1 + (wj+1 − wj)/(wj − z)

= lim
N→+∞

N∑

n=0

(−1)n(wj+1 − wj)
n

(wj − z)n+1
,et d'observer qu'il y a onvergene uniforme pour z ∈ K du fait qu'on a paronstrution |wj+1 − wj | 6 1

2d(Im(γ), K) et |wj − z| > d(Im(γ), K). L'hypothèseque z 7→ 1
wj−z

est dans l'adhérene de RE entraîne alors que z 7→ 1
wj+1−z

est aussidans l'adhérene de RE .Théorème de Runge. Soit Ω un ouvert de C et E une partie de C ontenantun point dans haque trou de Ω. Si f ∈ O(Ω), alors il existe une suite (Rn) defrations rationnelles ayant tous leurs p�les dans E et onvergeant uniformémentvers f sur tout ompat de Ω.Démonstration. On onsidère dans Ω la suite exhaustive de ompats
Kn =

{
z ∈ Ω ; |z| 6 n, d(z, ∁Ω) > 2−n

}
.Si U est une omposante onnexe bornée de C r Kn (i.e. un trou de Kn), alors

∂U ⊂ ∂Kn ⊂ Ω, mais U ne peut être inlus dans Ω. Sinon, le bord de U véri�erait
∂U ⊂ ∂U ⊂ ∂Kn ⊂ Kn, don on aurait U = U ∪ ∂U ⊂ Ω et le prinipe dumaximum impliquerait

sup
z∈U

|z| = sup
z∈∂U

|z| 6 sup
z∈Kn

|z| 6 n,

sup
z∈U

d(z, ∁Ω)−1 = sup
z∈∂U

d(z, ∁Ω)−1 6 sup
z∈Kn

d(z, ∁Ω)−1 6 2n(pour la deuxième ligne, on utilise le fait que d(z, ∁Ω)−1 = supw∈∁Ω |(z − w)−1|ave z 7→ (z−w)−1 holomorphe sur Ω), et on aurait don U ⊂ Kn, ontradition.Par onséquent U ontient un point w ∈ C r Ω, et ontient même la omposanteonnexe de e point dans CrΩ, e qui implique que U ontient un point de E. Laproposition préédente entraîne l'existene d'une fration rationnelle Rn à p�lesdans E telle que |f −Rn| 6 2−n sur Kn. C'est la suite herhée.



114 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannCorollaire. Si Ω est un ouvert sans trous et si f est holomorphe sur Ω, alors f estlimite uniforme sur tout ompat de Ω d'une suite (Pn) de polyn�mes holomorphes.Démonstration. C'est le as partiulier du théorème de Runge ave E = ∅.Proposition. Soient Ω1 et Ω2 des ouverts de C. Supposons Ω2 ⊂ Ω1 et supposonsque haque trou de Ω2 ontienne un point qui soit dans le omplémentaire de Ω1.Alors l'appliation de restrition
O(Ω1) → O(Ω2), f 7→ f|Ω2

,qui est une appliation linéaire ontinue d'espaes de Fréhet, est d'image dense.Démonstration. Chaque trou de Ω2 est un ouvert onnexe borné qui ontient unpoint de C r Ω1, et don néessairement toute la omposante onnexe de e pointdans C r Ω1. Si on �xe un ensemble E qui ontient un point dans haque troude Ω1, alors toute fontion holomorphe sur Ω2 peut être approhée par une frationrationnelle à p�les dans E, qui est don une fontion holomorphe sur Ω1.Contre-exemple. L'appliation de restrition O(D(0, R)) → O(C(0, r, R)) d'undisque sur une ouronne n'est pas d'image dense. La fontion f(z) = 1/z ne peutêtre limite uniforme d'une suite de fontions fn sur le disque puisque si ρ ∈ ]r, R[on a ∫
Γ(0,ρ)

fn(z)dz = 0 tandis que ∫
Γ(0,ρ)

f(z)dz = 2πi.Remarque. Il est en fait faile de voir que la ondition exprimée dans laproposition préédente est néessaire et su�sante : pour que l'appliation derestrition O(Ω1) → O(Ω2) soit d'image dense, il faut et il su�t que haque troude Ω2 ontienne un point du omplémentaire de Ω1. En e�et si T est un trou de
Ω2 ontenu dans Ω1, hoisissons f(z) = 1/(w− z) ave w ∈ T . C'est une fontionholomorphe sur Ω2, et si L est un voisinage ompat de T à bord C1 par moreauxontenu dans Ω1 et tel que ∂L ⊂ Ω2 (on peut montrer qu'il en existe . . .), nousavons ∫

∂L
f(z) dz = 2πi 6= 0, e qui entraîne que f ne peut être limite uniformesur ∂L d'une suite de fontions holomorphes fn sur Ω1.3.2. Interpolation holomorphe3.3. Résolution des équations de Cauhy-Riemann4. Théorèmes de PiardLes théorèmes de Piard font partie de e qu'on appelle la � théorie de la dis-tribution des valeurs � des fontions holomorphes, et ils se situent historiquement,après le théorème de Weierstrass-Casorati du III 1.3, parmi les premiers résultatsde ette théorie. Il ont été démontrés par Émile Piard en 1878-1879. La preuveque nous allons présenter est tirée du livre de Landau de 1929, et repose sur lethéorème de Bloh-Landau.



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 115Lemme. On se donne un disque D(z0, R). Alors il existe une fontion positive
(A, r) 7→ M(A, r), A ∈ [1,+∞[, r ∈ ]0, R[, roissante en les variables A et r,telle que pour toute appliation holomorphe f : D(z0, R) → C r {0, 1} omettantles valeurs 0 et 1 et véri�ant A−1 6 |f(z0)| 6 A, on ait |f(z)| 6 M(A, r) sur ledisque ompat D(z0, r) ⊂ D(z0, R).Démonstration. Posons Ω = D(z0, R). La preuve onsiste à opérer un ertainnombre de transformations sur f , de façon à obtenir une autre fontion qui ometteun grand nombre de valeurs. Comme le disque Ω = D(z0, R) est simplementonnexe, il existe une détermination holomorphe f1 = 1

2πi log f sur Ω telle que
0 6 Re f1(z0) 6 1 (la partie réelle étant 1

2π fois l'argument). Nous avons
| Im f1(z0)| 6 1

2π lnA, don
|f1(z0) − j| 6 B :=

√
1 +

1

4π2
(lnA)2, j = 0, 1.Les hypothèses entraînent de plus f1(Ω) ⊂ CrZ, en partiulier f1 omet les valeurs

0 et 1. Cei implique l'existene de déterminations holomorphes f2, f3 telles que
f2 =

√
f1 +

√
f1 − 1, f3 =

√
f1 −

√
f1 − 1.sur Ω. Nous avons f2f3 = 1, et |f2(z0)| 6 2

√
B, |f3(z0)| 6 2

√
B, de sorte que

C(A)−1 6 |f2(z0)| 6 C(A) ave C(A) = 2
√
B = 2(1 + 1

4π2 (lnA)2)1/4.De plus, f2 ne peut atteindre auune des valeurs √n+
√
n− 1 et √n−

√
n− 1 =

(
√
n +

√
n− 1)−1 pour haun des entiers n > 1, ar sinon √

f1 = 1
2(f2 + f−1

2 )prendrait la valeur 1
2

(
(
√
n +

√
n− 1) + (

√
n −

√
n− 1)

)
=

√
n, e qui est exlu.On onsidère maintenant une détermination holomorphe f4 = log f2, qui existe denouveau grâe à la simple onnexité de Ω, et du fait que f2 ne s'annule pas. Alors

f4 omet toutes les valeurs de l'ensemble
S =

{
± ln(

√
n+

√
n− 1) + 2πik ; n ∈ N∗, k ∈ Z

}
.Cet ensemble est représenté i-dessous (ave, ependant, un fateur de distorsionhorizontal égal à 20, le erle aurait don dû être une ellipse mais on n'y auraitrien vu . . .). Nous pouvons en outre hoisir un argument −π < Im f4(z0) 6 π, desorte que |f4(z0)| 6

√
(lnC(A))2 + π2.
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x

y

0− ln(
√
n+

√
n− 1) ln(

√
n+

√
n− 1)

2π

R0S

{

S

{

Les nombres ln(
√
n+

√
n− 1) sont de moins en moins espaés quand n augmente,ar la dérivée de la fontion x 7→ ln(

√
x +

√
x− 1), égale à 1/(2

√
x
√
x− 1), estdéroissante pour x ∈ ]1,+∞[. Cei entraîne que le plus grand disque ontenudans C r S a pour rayon

R0 =

√
1

4
(ln(

√
2 + 1))2 + π2.Pour z ∈ D(z0, R), le théorème de Bloh-Landau (hap. II, § 5.4) appliqué audisque D(z, ρ), ρ = R − |z − z0|, montre que l'image de f4 ontient un disquede rayon supérieur à 1

22
ρ|f ′

4(z)|. Or, omme f4(Ω) ⊂ Ω r S, e rayon doit êtreinférieur ou égal à R0 et on a don la majoration
|f ′

4(z)| 6 22
R0

ρ
= 22

R0

R − |z − z0|
.En intégrant ette inégalité par f4(z) = f4(z0) +

∫ z
z0
f ′
4(t)dt, on obtient

|f4(z)| 6 T (A, r) :=
√

(lnC(A))2 + π2 + 22R0 ln
R

R − rsur le disque D(z0, r). Cei entraîne suessivement l'existene de majora-tions uniformes expliites pour f2 = exp(f4) et f−1
2 = exp(−f4), puis pour√

f1 = 1
2(f2 + f−1

2 ), puis pour f = exp(2πif1). De façon expliite, |f2(z)|±1 estmajorée par exp(T (A, r)), |f1(z)| par exp(2T (A, r)) et |f(z)| par
M(A, r) = exp

(
2π exp(2T (A, r))

)
.On peut observer que le lemme est faux pour des appliations holomorphesomettant un seul point, ainsi les appliations fk : D(0, 1) → C r {0} dé�nies par

fk(z) = exp(kz) véri�ent fk(0) = 1 mais ne sont uniformément bornées sur auun



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 117disque D(0, r). Le lemme peut être généralisé sous la forme suivante, qui en donneun énoné plus géométrique et plus parlant.Proposition. Soit Ω un ouvert onnexe de C et Ω′ ⊂ C un ouvert dont leomplémentaire E = C r Ω′ possède au moins deux points. On onsidère unpoint z0 ∈ Ω et un ompat L0 ⊂ Ω′ �xés. Alors pour tout ompat K ⊂ Ω, ilexiste un ompat L ⊂ Ω′ dépendant de K et L0, tel que pour toute appliationholomorphe f : Ω → Ω′ véri�ant f(z0) ∈ L0 on ait f(K) ⊂ L.Autrement dit, pour f : Ω → Ω′ holomorphe, dès que l'image d'un point f(z0)est ontrainte à rester dans un ompat L0 de Ω′, l'image f(K) d'un ompat
K ⊂ Ω doit aussi rester dans un ompat L de Ω′ indépendant de f . Ii enore,e résultat est faux si E est vide ou réduit à un seul point.Démonstration. On ommene par étudier le as où Ω = D(z0, R) est un disque.Choisissons deux points distints a, b ∈ E = CrΩ′, et soit f : Ω → Ω′ holomorphe.En utilisant le fait évident que tout point w est à une distane au moins égale à
|b− a|/2 de a ou de b, nous pouvons érire E omme la réunion Ea ∪Eb des deuxparties fermées dé�nies par

Ea =
{
w ∈ E ; |a− w| > |b− a|/2

}
,

Eb =
{
w ∈ E ; |b− w| > |b− a|/2

}
.Pour tout w ∈ E, nous onsidérons la famille d'appliations holomorphes

f̃(z) =
f(z) − a

b− a
,

fa,w(z) =
a− w

f(z) − w
lorsque w ∈ Ea,

fb,w(z) =
b− w

f(z) − w
lorsque w ∈ Eb.L'hypothèse f(Ω) ⊂ Ω′ = C r E entraîne que les appliations f̃ , fa,w et fb,womettent les valeurs 0 et 1. De plus, en posant w0 = f(z0), on observe qu'il existeune onstante A > 1 telle que

A−1 6
∣∣∣
w0 − a

b− a

∣∣∣ 6 A lorsque w0 ∈ L0,

A−1 6
∣∣∣
a− w

w0 − w

∣∣∣ 6 A lorsque (w0, w) ∈ L0 ×Ea,

A−1 6
∣∣∣
b− w

w0 − w

∣∣∣ 6 A lorsque (w0, w) ∈ L0 ×Eb.En e�et, la première inégalité résulte de la ompaité de L0 dans Ω′ ⊂ C r {a},tandis que les deux suivantes sont vraies ave A = 2 lorsque |w| est hoisi plusgrand que le rayon ρ tel que
ρ = 3 max(|a|, sup

w0∈L0

|w0|).



118 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannD'autre part, pour |w| 6 ρ, l'existene de A résulte de la ompaité des ensembles
L0 × (Ea ∩ D(0, ρ)) et L0 × (Eb ∩ D(0, ρ)) sur lesquels les quotients dé�nissentdes appliations ontinues non nulles. Cei montre que l'appliation f̃ satisfait
A−1 6 |f̃(z0)| 6 A, et de même pour fa,w et fb,w. Pour tout z dans le ompat
K = D(z0, r), le lemme entraîne alors que

|f̃(z)| 6 M(A, r), |fa,w(z)| 6 M(A, r), |fb,w(z)| 6 M(A, r),e qui donne
|f(z)| 6 |a| + |b− a|M(A, r), d(f(z), E) >

|b− a|
2M(A, r)

.On a ainsi montré l'existene d'un ompat L ⊂ Ω′ pour lequel f(K) ⊂ L, à savoirl'ensemble L fermé borné des nombres omplexes de module inférieur ou égal à
|a| + |b− a|M(A, r) et situés à distane > |b−a|

2M(A,r) de E = C r Ω′.Dans le as d'un ouvert onnexe Ω onnexe quelonque, il su�t de montrerque tout point p ∈ Ω possède un voisinage ompat K ayant la propriétévoulue. On utilise la onnexité de Ω pour onstruire une ligne polygonale desommets z0, z1, . . . , zN = p dans Ω telle que pour haque j = 1, . . . , N on ait
zj ∈ D(zj−1, Rj−1/2) et D(zj−1, Rj−1) ⊂ Ω. De prohe en prohe, on voit qu'ilexiste des ompats L1, L2, . . . , LN tels que

f(D(zj , Rj−1/2)) ⊂ Lj ,puisque Kj = D(zj , Rj−1/2) est une partie ompate de Ωj−1 = D(zj−1, Rj−1).Grand théorème de Piard. Soit f : D(z0, r0) r {z0} → C une fontionholomorphe possédant une singularité essentielle au point z0. Alors il existe unensemble E ⊂ C omprenant au plus un point, tel que f(z) prend une in�nité defois toute valeur de C r E sur haque voisinage pointé V r {z0} de z0.Démonstration. Comme le voisinage V peut être pris arbitrairement petit, il su�tde montrer que f(V r{z0}) atteint toute valeur de C sauf une au plus. Supposonsau ontraire qu'il existe un ensemble E = {a, b} formé de deux points tel que
f(V r {z0}) ⊂ C r E. Par la transformation de f en (f(z) − a)/(b− a), on peutsupposer E = {0, 1}. Prenons z0 = 0 pour simpli�er, et posons

µ(r) = inf
|z|=r

|f(z)|, m(r) = sup
|z|=r

|f(z)| pour r ∈ ]0, r0[.Nous avons limr→0+
m(r) = +∞, sinon il existerait une suite déroissante rk → 0telle que m(rk) soit bornée, et le prinipe du maximum appliqué aux ouronnes

C(0, rk+1, rk) montrerait que f serait bornée au voisinage de z0 = 0. Mais alors fne pourrait pas avoir une singularité essentielle en 0. Le même raisonnementappliqué à 1/f , qui a également une singularité essentielle en 0, montre que
limr→0+

µ(r) = 0. Ainsi, pour r assez petit nous avons µ(r) < 2 < m(R), e



Chap. IV: Propriétés topologiques et propriétés globales des fontions holomorphes 119qui, par le théorème des valeurs intermédiaires, assure l'existene d'un θr ∈ [0, 2π]tel que |f(r eiθr)| = 2. Pour tout r < r0e
−2π, nous pouvons onsidérer la famillede fontions

gr(z) = f(r eiθre2πiz)dé�nies sur le disque unité D(0, 1). Par hypothèse, es fontions omettent lesvaleurs 0 et 1, et nous avons |gr(0)| = |f(r eiθr)| = 2. Le lemme (ou la propositionqui en déoule, ave Ω′ = C r {0, 1} et L0 = {|z| = 2}) entraîne l'existene d'uneonstante M0 telle que gr soit uniformément bornée par M0 sur le disque ompat
D(0, 1/2). Mais omme gr([−1/2, 1/2]) dérit toutes les valeurs atteintes par f(z)pour |z| = r, nous en déduisons m(r) 6 M0 pour tout r < r0e

−2π, e qui est uneontradition.Le grand théorème de Piard admet la onséquene suivante (dans laquellela fontion exp : C → C fournit bien entendu un exemple du as exeptionnel,puisque exp ne prend pas la valeur 0).Corollaire. Soit f ∈ O(C) une fontion entière qui n'est pas un polyn�me. Alors
f prend une in�nité de fois toute valeur omplexe sauf peut-être une.Démonstration. On onsidère g(z) = f(1/z) qui est holomorphe sur C∗. Noussavons que f admet un développement en série entière

f(z) =
+∞∑

n=0

anz
nde rayon de onvergene +∞, et g(z) =

∑+∞
n=0 anz

−n admet une singularitéessentielle en 0 ar par hypothèse f n'est pas un polyn�me et don la sérieomprend une in�nité de termes. Cei montre que g (et don f) atteint unein�nité de fois toute valeur omplexe, sauf peut-être une.Bien entendu, les polyn�mes non onstants prennent également toute valeuromplexe (mais seulement un nombre �ni de fois). Nous obtenons alors lePetit théorème de Piard. Soit f ∈ O(C) une fontion entière non onstante.Alors f prend toute valeur omplexe sauf peut-être une.
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Chapitre VFontions harmoniqueset sous-harmoniques

Les fontions sous-harmoniques sont en quelque sorte les analogues omplexesdes fontions onvexes : par dé�nition, e sont les fontions semi-ontinues supé-rieurement sur un ouvert du plan omplexe qui satisfont les inégalités de moyennerelativement à tous les disques ontenus dans et ouvert. De même que les fontionsonvexes sont aratérisées par la positivité de la dérivée seonde, les fontionssous-harmoniques sont, quant à elles, aratérisées par la positivité du laplaien.Nous les étudions en démontrant au passage un ertain nombre de formulesintégrales importantes, omme la formule de Green-Riesz, qui exprime une fontionsur un disque en termes de ses valeurs au bord et d'une ertaine intégrale de sonlaplaien. De ette formule générale, nous déduisons la formule de Poisson quidonne la solution du problème de Dirihlet pour les fontions harmoniques. Laformule de Jensen s'obtient d'autre part omme onséquene de la formule deLelong-Poinaré alulant le laplaien d'une fontion sous-harmonique du type
ln |f | ave f holomorphe. Le hapitre s'ahève ave la preuve du prinipe deré�exion de Shwarz, via une version forte du prinipe du maximum pour lesfontions faiblement sous-harmoniques.1. Généralités sur les fontions semi-ontinuesRappelons qu'une fontion u dé�nie sur un espae topologique X et à valeursdans R ou dans [−∞,+∞[ est dite semi-ontinue supérieurement en un point x0si pour tout λ > u(x0) il existe un voisinage V de x0 sur lequel on a u < λ. Defaçon équivalente, u : X → ] −∞,+∞] est semi-ontinue supérieurement en x0 si
(1.1) lim sup

x→x0

u(x) 6 u(x0).De façon analogue, on dit que u est semi-ontinue inférieurement en x0 si
(1.2) lim inf

x→x0

u(x) > u(x0).Il est lair que la fontion u est ontinue en x0 si et seulement si elle y est semi-ontinue supérieurement et inférieurement. Nous nous restreignons maintenantau as de la semi-ontinuité supérieure, en laissant au leteur le as de la semi-ontinuité inférieure. On a le résultat évident qui suit.



122 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannThéorème et dé�nition. La fontion u est dite semi-ontinue supérieurementsur X si elle l'est en tout point x0 ∈ X. Cette propriété équivaut aux deuxsuivantes :(i) Pour tout réel λ, l'ensemble {u < λ} = {x ∈ X ; u(x) < λ} est un ouvert.(ii) Pour tout réel λ, l'ensemble {u > λ} = {x ∈ X ; u(x) > λ} est un fermé.On en déduit aisément le résultat qui suit.Proposition. Si u est semi-ontinue supérieurement sur X, alors pour toute partieompate K de X il existe un point x0 ∈ K tel que
sup
x∈K

u(x) = u(x0).Démonstration. Soit en e�et S = supx∈K u(x). Pour tout λ < S, l'ensemble
{u > λ} est une partie fermée non vide de K. Comme K est ompat, on endéduit que le fermé F = {u > S} =

⋂
λ<S{u > λ} est non vide. Or si x0 ∈ F , ona d'une part u(x0) > S, et d'autre part u(x0) 6 S puisque x0 ∈ K.Le résultat suivant est faile à démontrer.Théorème A. Toute limite d'une suite déroissante de fontions semi-ontinuessupérieurement est semi-ontinue supérieurement, en partiulier, toute limited'une suite déroissante de fontions ontinues est semi-ontinue supérieurement.Dans le as d'un espae métrisable, on a un énoné réiproque :Théorème B. Soit X un espae topologique métrisable. Alors toute fontion ude X dans [−∞,+∞[ qui est semi-ontinue supérieurement est limite d'une suitedéroissante (un) de fontions ontinues de X dans R.Démonstration. Comme [−∞,+∞[ est isomorphe à l'intervalle [0, 1[ en tantqu'ensemble ordonné (ave par exemple l'isomorphisme x 7→ ex/(1+ ex)), on peuttout aussi bien travailler ave des fontions u à valeurs dans [0, 1[.Soit d une distane ompatible ave la topologie de X . Pour tout entier n, onpose

un(x) = sup
y∈X

(
max(u(y), 2−n−1) − 2nd(x, y)

)
.Les propriétés suivantes sont immédiates à véri�er :

• (un) est une suite déroissante ;
• Pour tout x ∈ X , un(x) > max(u(x), 2−n−1) > u(x) ;

• un est à valeurs dans [2−n−1, 1] ⊂ ]0, 1].
• un est lipshitzienne de rapport 2n et don ontinue sur X .Pour tout λ > u(x), il existe par hypothèse une boule B(x, 2−N) sur laquelle

u < λ. Pour y ∈ X rB(x, 2−N) on a alors d(x, y) > 2−N et don
max(u(y), 2−n−1) − 2nd(x, y) 6 1 − 2n−N 6 0 6 u(x) < λ



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 123si n > N , tandis que pour y ∈ B(x, 2−N) et n > − log2 λ il vient
max(u(y), 2−n−1) − 2nd(x, y) 6 max(u(y), 2−n) < λ.Par onséquent un(x) 6 λ pour n > max(N, [− log2 λ] + 1). Cei montre que

limn→+∞ un(x) = u(x). En�n, il est lair que l'on a un(x) < 1 pour tout x ettout n (utiliser les majorations préédentes ave λ < 1). La suite (un) répond à laquestion.Si X est un espae métrisable et loalement ompat muni d'une mesure deRadon positive µ sur X , on peut dé�nir l'intégrale ∫
K
u dµ ∈ [−∞,+∞[ d'unefontion semi-ontinue supérieurement u en posant, sur haque ompat K ⊂ X

(1.3)

∫

K

u dµ = lim
n→+∞

∫

K

un dµpour toute suite (un) de fontions ontinues réelles qui onvergent simplementen déroissant vers u. D'après le théorème de onvergene monotone, on a
u ∈ L1(K,µ) si et seulement si ∫

K
u dµ > −∞.2. Fontions sous-harmoniques2.1. Notion de sous-harmoniitéLa notion de sous-harmoniité est en quelque sorte l'analogue omplexe de lanotion réelle de onvexité. Pour ela, on remplae l'inégalité de onvexité relativeau milieu des ordes par une inégalité de moyenne sur les erles.Dé�nition. Soit Ω un ouvert de C. Une fontion u : Ω → [−∞,+∞[ est ditesous-harmonique si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :(i) u est semi-ontinue supérieurement sur Ω.(ii) u véri�e l'inégalité de la moyenne : pour tout point z0 ∈ Ω et pour tout r > 0tel que D(z0, r) ⊂ Ω, on a

u(z0) 6
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ)dθ.Notation. On note SH(Ω) l'ensemble des fontions sous-harmoniques sur Ω.Exemples. L'ensemble SH(Ω) ontient :
• Les fontions onvexes dans Ω (i.e. les fontions qui sont onvexes sur toutsegment [a, b] ⊂ Ω). En e�et, si u est onvexe sur Ω et si D(z0, r) ⊂ Ω, on a

u(z0) 6
1

2

(
u(z0 + reiθ) + u(z0 − reiθ)

)
,e qui implique l'inégalité de moyenne sur le erle après intégration sur l'intervalle

[0, 2π].
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• Pour tout f ∈ O(Ω), les fontions Re(f), Im(f) et |f |2 sont des fontions sous-harmoniques. Pour le voir, on érit

f(z) =

+∞∑

n=0

an(z − z0)
n =

+∞∑

n=0

anr
neinθ si z = z0 + reiθ,et on utilise les formules usuelles onernant les séries de Fourier pour obtenir

f(z0) = a0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ) dθ,

|f(z0)|2 = |a0|2 6

+∞∑

n=0

|an|2r2n =
1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 + reiθ)|2 dθ(égalité de Parseval). La première ligne entraîne bien que Re f et Im f satisfontl'égalité de moyenne, tandis que la seonde entraîne la sous-harmoniité de |f |2.Proposition. La lasse des fontions sous-harmoniques jouit des propriétés destabilité suivantes.(i) Si u, v ∈ SH(Ω) et λ, µ ∈ R+ alors λu + µv et max(u, v) sont sous-harmo-niques.(ii) Si (un) ∈ SH(Ω) est une suite déroissante alors limun ∈ SH(Ω).(iii) Si χ : R → R est une fontion roissante et onvexe, et si u ∈ SH(Ω) alors
χ ◦ u ∈ SH(Ω)

[on onvient ii que χ(−∞) = limt→−∞ χ(t) ].(iv) Si χ : Rp → R est une fontion roissante et onvexe par rapport à haquevariable, et si u1, . . . , up ∈ SH(Ω) alors χ(u1, . . . , up) ∈ SH(Ω).(v) Si u1, . . . , up ∈ SH(Ω) alors ln(eu1 + . . .+ eup) ∈ SH(Ω).Démonstration. (i) se déduit aussit�t de la dé�nition, (ii) résulte du théorème deonvergene monotone et du fait que la limite d'une suite déroissante de fontionssemi-ontinues supérieurement est semi-ontinue supérieurement.Pour obtenir (iii), on pose t0 = u(z0) et on utilise le fait que le graphe de
χ est situé au dessus de l'une ou l'autre de ses demi-tangentes, par exemple lademi-tangente à gauhe

t 7→ at+ b = χ′(t0 − 0)(t− t0) + χ(t0).L'égalité χ(t0) = at0 + b ombinée à l'inégalité χ(t) > at+ b implique alors
χ(u(z0)) = au(z0)+b 6

1

2π

∫ 2π

0

(
au(z0+reiθ)+b

)
dθ 6

1

2π

∫ 2π

0

χ
(
u(z0+reiθ)

)
dθ.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 125On utilise ii de façon essentielle la positivité du oe�ient a = χ′(t0 −0) > 0, quidéoule de la roissane de χ. Pour obtenir (iv) on raisonne de même en utilisantle fait que le graphe de χ est situé au dessus de l'hyperplan d'appui dé�ni par
(t1, . . . , tp) 7→ a1t1 + . . .+ aptp + b, aj =

∂χ

∂tj
(tj − 0) > 0.(v) C'est un as partiulier de (iv), ar χ(t1, . . . , tp) = ln(et1 + . . .+ etp) est unefontion onvexe de (t1, . . . , tp), roissante en haque variable. On sait en e�et quela onvexité équivaut à la ondition χ′′(t) > 0 en une variable, et à la positivitéde la forme quadratique ∑χ′′

titj
aiaj en un nombre quelonque de variables. Lavéri�ation de ette propriété sera laissée au leteur.Inégalité de la moyenne sur un disque. Si u ∈ SH(Ω), alors pour tout z0 ∈ Ωet tout r > 0 tel que D(z0, r) ⊂ Ω on a :

u(z0) 6
1

πr2

∫

D(z0,r)

u(z) dλ(z).Démonstration. On passe en oordonnés polaires et on érit
1

πr2

∫

D(z0,r)

u(z) dλ(z) =
1

πr2

∫

06ρ6r, 06θ62π

u(z0 + ρeiθ) ρ dρ dθ

=
2

r2

∫ r

0

ρ dρ

(
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + ρeiθ) dθ

)Il est lair que l'inégalité de moyenne sur les erles 1
2π

∫ 2π

0
u(z0 + ρeiθ) dθ > u(z0)implique l'inégalité de moyenne sur le disque.Corollaire. Si Ω est un ouvert onnexe et si u ∈ SH(Ω), alors soit u estidentiquement −∞ sur Ω, soit u est dans L1

loc(Ω).Démonstration. Supposons u 6≡ −∞, et onsidérons l'ensemble E des points z0 ∈ Ωtel qu'il existe un voisinage Vz0 sur lequel u ∈ L1(Vz0). Par dé�nition même E estun ouvert. Par ailleurs, si z0 est un point tel que u(z0) 6= −∞, alors d'une partla semi-ontinuité supérieure entraîne l'existene d'un disque D(z0, r) sur lequel
u 6 M = u(z0) + 1, et d'autre part l'inégalité de moyenne sur le disque implique

1

πr2

∫

D(z0,r)

u(z) dλ(z) > u(z0) > −∞,d'où u ∈ L1(D(z0, r). Par onséquent E ontient tous les points tels que
u(z0) 6= −∞, et, en partiulier, E est don non vide. Montrons pour terminerque E est fermé dans Ω, e qui ahèvera la démonstration grâe à la onnexitéde Ω. Soit z0 ∈ E ∩ Ω, z0 = lim aν , aν ∈ E. Comme u est intégrable au voisinagede aν , il y a des points bν arbitrairement prohes de aν tels que u(bν) > −∞ et
lim bν = z0. Soit δ = 1

3d(z0, ∁Ω). Pour ν assez grand on a |bν − z0| < δ, don
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z0 ∈ D(bν , δ) et D(bν , δ) ⊂ K = D(z0, 2δ) qui est un ompat ontenu dans Ω. Sure ompat, la semi-ontinuité supérieure de u entraîne u 6 M = supK u < +∞,tandis que

1

πδ2

∫

D(bν ,δ)

u(z) dλ(z) > u(bν) > −∞.CommeD(bν , δ) est un voisinage de z0, ei implique bien que u est L1 au voisinagede z0. Par suite z0 ∈ E et E est fermé.2.2. Formule de Lelong-JensenNous obtenons ii une formule reliant les valeurs moyenne d'une fontion surun erle, à une ertaine intégrale de son laplaien sur un disque. La généralisationde ette formule à Cn est souvent appelée formule de Lelong-Jensen. Nous nousrestreindrons ii au as du plan et du disque.Formule de Lelong-Jensen. Soit u une fontion de lasse C2 sur un disquefermé D(z0, r0). Alors
(2.2.1)

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + r0e
iθ) dθ = u(z0) +

1

2π

∫ r0

0

(∫

D(z0,t)

∆u(z) dλ(z)

)
dt

t
.Démonstration. Pour simpli�er les notations, nous supposons z0 = 0 et utilisonsles oordonnées polaires dans C ≃ R2 pour érire u(x, y) = u(r cos θ, r sin θ). Nousdevons aluler

µ(r) =
1

2π

∫ 2π

0

u(r cos θ, r sin θ) dθ.Le théorème de dérivation sous le signe ∫ implique
µ′(r) =

1

2π

∫ 2π

0

(
u′x(r cos θ, r sin θ) cos θ + u′y(r cos θ, r sin θ) sin θ

)
dθ.En érivant x = r cos θ, y = r sin θ sur le erle Γ(0, r), il vient

cos θ dθ =
1

r
dy, sin θ dθ = −1

r
dx,d'où

µ′(r) =
1

2πr

∫

Γ(0,r)

u′xdy − u′ydx =
1

2πr

∫

D(0,r)

d
(
u′xdy − u′ydx

)

=
1

2πr

∫

D(0,r)

u′′xx dx ∧ dy − u′′yy dy ∧ dx =
1

2πr

∫

D(0,r)

∆u(z) dλ(z)en utilisant la formule de Green-Riemann. le lemme résulte alors de l'égalité
µ(r0) = µ(0) +

∫ r0

0

µ′(t) dt.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 127Nous énonçons maintenant deux variantes utiles de la formule préédente.Variantes. Soit u une fontion de lasse C2 sur un disque fermé D(z0, r). Alorspour ε ∈ ]0, r[ on a
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ = u(z0) +
1

2π

∫

D(z0,r)

ln
r

|z − z0|
∆u(z) dλ(z).(2.2.2)

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ − 1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + εeiθ) dθ(2.2.3)

=
1

2π

∫

D(z0,r)

min

(
ln

r

|z − z0|
, ln

r

ε

)
∆u(z) dλ(z).Démonstration. Nous reprenons les aluls préédents, en supposant de nouveau

z0 = 0. L'égalité µ(r) − µ(ε) =
∫ r
ε
µ′(t) dt et le théorème de Fubini fournissent

1

2π

∫ 2π

0

u(reiθ) dθ − 1

2π

∫ 2π

0

u(εeiθ) dθ

=

∫ r

ε

1

2πt

(∫

D(0,t)

∆u(z) dλ(z)

)
dt

=
1

2π

∫∫

ε<t<r, |z|<t

∆u(z) dλ(z)
dt

t

=
1

2π

∫

z∈D(0,r)

(∫ r

max(|z|,ε)

dt

t

)
∆u(z) dλ(z)

=
1

2π

∫

D(0,r)

min

(
ln

r

|z| , ln
r

ε

)
∆u(z) dλ(z).Cei implique l'égalité (2.2.3), et le as partiulier (2.2.2) s'obtient en faisant tendre

ε vers 0.2.3. Formule de Green-RieszL'objet de ette setion est de démontrer une formule très importante permet-tant de représenter des fontions en termes de leur laplaien sur un ompat K etde leurs valeurs sur le bord ∂K. Nous nous restreindrons au as du disque, pourlequel on a une formule omplètement expliite.On introduit i-dessous deux fontions que l'on appelle respetivement � noyaude Poisson � PK et � noyau de Green � GK assoiés au disque fermé K = D(z0, r).Il existe en fait de tels noyaux PK et GK pour tout ompat K à bord delasse C1 par moreaux, dé�nis respetivement sur ∂K × K◦ et K × K, ave
GK(z, z) = −∞ sur la diagonale (f. problème ??). De façon préise, on pose
PD(z0,r)

= Pz0,r et GD(z0,r)
= Gz0,r ave

P0,r(z, w) =
1

2πr

r2 − |w|2
|z − w|2 pour (z, w) ∈ ∂D(0, r)×D(0, r),(2.3.1)

G0,r(z, w) =
1

2π
ln

(
r|z − w|
|r2 − zw|

) pour z 6= w dans D(0, r).(2.3.2)



128 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLa translation D(z0, r) 7→ D(0, r), z 7→ z − z0 onduit à poser plus généralement
Pz0,r(z, w) = P0,r(z − z0, w − z0), Gz0,r(z, w) = G0,r(z − z0, w − z0),de sorte que
Pz0,r(z, w) =

1

2πr

r2 − |w − z0|2
|z − w|2 pour (z, w) ∈ ∂D(z0, r) ×D(z0, r),

Gz0,r(z, w) =
1

2π
ln

(
r|z − w|

|r2 − (z − z0)(w − z0)|

) pour z 6= w dans D(z0, r).Formule de Green-Riesz. Soit u une fontion de lasse C2 sur un disque fermé
K = D(z0, r). Alors pour tout w ∈ K◦ on a
(2.3.3) u(w) =

∫

∂K

PK(z, w) u(z) |dz| +
∫

K

GK(z, w) ∆u(z) dλ(z)où |dz| =
√
dx2 + dy2 désigne l'élément in�nitésimal d'absisse urviligne de ∂K.De plus PK et GK véri�ent les propriétés suivantes :
PK(z, w) > 0 sur ∂K ×K◦,(2.3.4) ∫

∂K

PK(z,w) |dz| = 1, ∀w ∈ K◦,(2.3.5)

GK(z, w) < 0 et GK(z, w) = GK(w, z) sur K◦ ×K◦,(2.3.6)

GK(z, w) = 0 sur (K◦ × ∂K) ∪ (∂K ×K◦).(2.3.7)Démonstration. Après translation on peut évidemment supposer z0 = 0. De plus,le hangement de variable z = rz′, w = rw′ ramène le alul au as du disqueunité D(0, 1). Pour w = 0, la formule (2.3.3) équivaut à
(2.3.8) u(0) =

1

2π

∫

Γ(0,1)

u(z) |dz| + 1

2π

∫

D(0,1)

ln |z|∆u(z) dλ(z),et elle-i résulte de (2.2.2) dans le as du rayon unité r = 1. Pour obtenir le asd'un point w quelonque, on e�etue un hangement de variable au moyen d'unehomographie bijetive du disque unité dans lui-même, à savoir
ϕw(z) =

z − w

1 − zw
, ϕ−1

w (ζ) =
ζ + w

1 + ζ w
.En appliquant la formule (2.3.8) à la fontion u ◦ ϕ−1

w (ζ) on obtient
u(w) =

1

2π

∫

Γ(0,1)

u(ϕ−1
w (ζ)) |dζ|+ 1

2π

∫

D(0,1)

ln |ζ|∆ζ

(
u(ϕ−1

w (ζ))
)
dλ(ζ).On exploite maintenant le fait que l'expression

∆zu(z) dλ(z) = 2i
∂2u

∂z∂z
dz ∧ dz



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 129est un invariant onforme : si on substitue z = ψ(ζ) ave ψ holomorphe, on a
dz = ψ′(ζ) dζ, don ∂2u/∂z∂z devient

1

ψ′(ζ)ψ′(ζ)

∂2u(ψ(ζ))

∂ζ∂ζtandis que dz ∧ dz devient ψ′(ζ)ψ′(ζ) dζ ∧ dζ. Par onséquent
∆zu(z) dλ(z) = ∆ζ

(
u(ψ(ζ))

)
dλ(ζ).En appliquant ette invariane onforme ave le hangement de variable ζ = ϕw(z)('est-à-dire z = ψ(ζ) = ϕ−1

w (ζ)), nous obtenons
u(w) =

1

2π

∫

Γ(0,1)

u(z) |dϕw(z)| + 1

2π

∫

D(0,1)

ln |ϕw(z)|∆zu(z) dλ(z).Comme
|dϕw(z)| = |ϕ′

w(z)| |dz| =
1 − |w|2
|1 − zw|2 |dz| =

1 − |w|2
|w − z|2 |dz|,si |z| = 1, la formule de Green-Riesz s'ensuit.2.4. Sous-harmoniité et positivité du laplaienComme onséquene de la formule de Green-Riesz, on obtient une ara-térisation néessaire et su�sante des fontions sous-harmoniques de lasse C2.Nous améliorerons ette aratérisation dans la setion 3, en la généralisant aufontions sous-harmoniques quelonques.Proposition. Soit Ω un ouvert de C. Une fontion u de lasse C2 dans Ω estsous-harmonique si et seulement si ∆u > 0 sur Ω.Démonstration. Si ∆u > 0 sur Ω, l'égalité (2.2.1)

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ = u(z0) +
1

2π

∫ r

0

(∫

D(z0,t)

∆u(z) dλ(z)

)
dt

tmontre que l'inégalité de moyenne
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ > u(z0)est satisfaite pour tout disque D(z0, r). Inversement, s'il existe un point z0 ∈ Ωtel que ∆u(z0) < 0, alors par ontinuité il existe un disque D(z0, r) ⊂ Ω sur lequel
∆u < 0, par suite

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ < u(z0)et u n'est pas sous-harmonique.



130 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDans les résultats i-dessous, nous aurons besoin d'utiliser les proédés usuelsde régularisation. Pour ela, on hoisit une fontion ρ̃ : [0,+∞[ → R+ de lasse
C∞ dont le support est égal à [0, 1] ; la fontion

ρ̃(t) =

{
exp(−1/(1 − t)) si t ∈ [0, 1]

0 si t ∈ [1,+∞[onvient. On pose ensuite
ρε(z) =

C

ε2
ρ̃
( |z|2
ε2

)
,où C > 0 est une onstante hoisie en sorte que ∫

C
ρε(z) dλ(z) = 1. Il est bienonnu que si u est une fontion loalement intégrable dans C, alors la onvolution

u ∗ ρε(z) =

∫

w∈C

u(w)ρε(z − w) dλ(w) =

∫

w∈D(z,ε)

u(w)ρε(z − w) dλ(w)est une fontion C∞ qui onverge vers u dans L1 sur tout ompat. Pluspréisément, si u est dé�nie sur un ompat Ω, alors u ∗ ρε est dé�nie sur
Ωε =

{
z ∈ Ω ; d(z, ∁Ω) > ε

}
,ave Ω =

⋃
ε>0 Ωε. De plus, par dérivation sous le signe somme, nous avons

Dα(u ∗ ρε) = u ∗ (Dαρε) pour tout opérateur de di�érentiation Dα. Si u estontinue, on démontre aisément la onvergene uniforme de u ∗ ρε vers u sur toutompat, et de là, la onvergene dans L1 par densité des fontions ontinues àsupport ompat.Théorème. Soit Ω un ouvert de C et u : Ω → [−∞,+∞[ une fontion semi-ontinue supérieurement.(i) Si u ∈ SH(Ω) alors, pour tout z0 ∈ Ω, l'appliation
r 7→ µz0,r(u) =

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθest roissante sur [0, d(z0, ∁Ω)[.(ii) Si u ∈ SH(Ω) ∩ L1
loc(Ω) alors u ∗ ρε est sous-harmonique dans Ωε. De plus

ε 7→ u ∗ ρε(z) est une fontion roissante et on a limε→0+
u ∗ ρε(z) = u(z) entout point.(iii)Si u ∈ SH(Ω) alors u est la limite simple sur Ω d'une suite déroissante uν defontions sous-harmoniques de lasse C∞, dé�nies sur des ouvert Ω1/ν formantune suite roissante et tels que ⋃Ω1/ν = Ω.Démonstration. Lorsque u est de lasse C2, la propriété (i) résulte aussit�t de laformule (2.2.1) et de la positivité du laplaien.(ii) La onvolution peut s'érire aussi

u ∗ ρε(z) =

∫

w∈C

u(z − w)ρε(w) dλ(w).



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 131C'est une fontion C∞, don ontinue. De plus, en prenant la valeur moyenne surun erle Γ(z0, r), on déduit du théorème de Fubini que l'inégalité de moyenne estsatisfaite, par onséquent u ∗ ρε est sous-harmonique et nous en déduisons de (i)que
r 7→ µz0,r(u ∗ ρε)est une fontion roissante de r, pour r < d(z0, ∁Ω) − ε. Après hangement devariable w 7→ εw, nous pouvons érire

u ∗ ρε(z) = C

∫

w∈C

u(z − εw)ρ̃(|w|2) dλ(w)

= C

∫ 1

0

(∫ 2π

0

u(z + εreiθ) dθ

)
ρ̃(r2) r dr

= 2πC

∫ 1

0

µz,εr(u) ρ̃(r
2) r drDe là, nous déduisons que ε 7→ u ∗ ρε(z) est fontion roissante de ε si u est delasse C2. En partiulier, nous pouvons appliquer e resultat pour u ∗ ρδ, maisomme u ∗ ρδ → u dans L1 sur tout ompat, nous avons

u ∗ ρε(z) = lim
δ→0+

(u ∗ ρδ) ∗ ρε(z)et il en résulte, sans hypothèse de régularité sur u, que ε 7→ u ∗ ρε(z) est fontionroissante de ε. Maintenant, la dernière formule intégrale ombinée à l'inégalitéde moyenne pour u implique
u ∗ ρε(z) > 2πC

∫ 1

0

u(z) ρ̃(r2) r dr = u(z)

∫

D(0,1)

ρ1(w) dλ(w) = u(z).De plus, pour tout λ > u(z), la semi-ontinuité supérieure de u implique l'existened'un disque D(z, ε0) sur lequel u < λ. Nous avons alors u ∗ ρε(z) 6 λ pour ε < ε0,et don limε→0 u ∗ ρε(z) = u(z).(iii) résulte de (ii) en prenant par exemple uν = u ∗ ρ1/ν , du moins lorsque uest loalement intégrable sur Ω. Si u n'est pas loalement intégrable, on saitque u est identiquement égale à −∞ dans les omposantes onnexes où il n'y apas intégrabilité, et il est évident dans e as qu'on peut prendre uν(z) = −ν.La propriété (i) s'ensuit sans hypothèse sur u, en onsidérant la suite (uν) et enappliquant le théorème de onvergene monotone.Corollaire. Si f : Ω′ → Ω est holomorphe et u ∈ SH(Ω) alors u ◦ f ∈ SH(Ω′).Démonstration. Nous onsidérons d'abord le as où u est de lasse C2. Du fait del'holomorphie de f , nous avons
∂2(u ◦ f)

∂z∂z
=

∂2u

∂z∂z
(f(z)) f ′(z) f ′(z),



132 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannet la positivité de ∆u entraîne don elle de ∆(u◦f). En général, on érit u ommelimite déroissante limuν de fontions sous-harmoniques de lasse C∞, et on endéduit que u ◦ f = limuν ◦ f est sous-harmonique.Exemple. Un exemple fondamental est elui de la fontion u(z) = ln |z|, étendueà C tout entier en posant ln 0 = −∞. Nous avons
ln |z| = lim

ε→0+

1

2
ln(|z|2 + ε2),et des aluls aisés donnent

∂

∂z
ln(|z|2 + ε2) =

z

|z|2 + ε2
,

∂2

∂z∂z
ln(|z|2 + ε2) =

1

|z|2 + ε2
− |z|2

(|z|2 + ε2)2
=

ε2

(|z|2 + ε2)2
> 0.Par onséquent, les fontions z 7→ ln(|z|2 +ε2) et z 7→ ln |z| sont sous-harmoniquessur C tout entier.Conséquene. Il résulte de l'exemple préédent que pour toute fontion holo-morphe f ∈ O(Ω), la fontion ln |f | est sous-harmonique dans Ω. Plus générale-ment, si χ(t1, . . . , tp) est une fontion onvexe roissante et si f1, . . . , fp ∈ SH(Ω),alors χ(α1 ln |f1|, . . . , αp ln |fp|) ∈ SH(Ω) pour tout système α1, . . . , αp de oe�-ients > 0. Cei implique que

max
(
α1 ln |f1|, . . . , αp ln |fp|

)
∈ SH(Ω),

ln
(
|f1|α1 + . . .+ |fp|αp

)
∈ SH(Ω).pour α1, . . . , αp > 0.Remarque. À partir de la fontion logarithme, il est aisé de produire des fontionssous-harmoniques fortement disontinues. Posons par exemple

u(z) =

+∞∑

n=2

2−n ln |z − an| z ∈ C,où (an)n>1 est une suite dénombrable dense dans C, telle que 1/n 6 |an| 6 n.Sur le disque D(0, R) nous avons |z − an| < R + n et on peut érire
u(z) =

+∞∑

n=2

2−n ln
|z − an|
R+ n

+

+∞∑

n=2

2−n ln(R+ n).La deuxième série est onvergente et la première est omposée de termes négatifs,don déroissante, e qui entraîne que u est sous-harmonique sur D(0, R) et donsur C tout entier. Nous avons
u(0) >

+∞∑

n=2

2−n ln
1

n
> −∞,



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 133don u n'est pas identiquement −∞. Cependant u(an) = −∞, don u(z) estégale à −∞ sur une partie dense. La fontion positive v = eu est égalementsous-harmonique, elle est nulle sur une partie dense de C sans être identiquementnulle.3. Laplaiens omme mesures positives3.1. Dérivation au sens des distributionsIl sera ommode d'utiliser ii quelques rudiments de la théorie des distribu-tions, de façon à pouvoir di�érentier des fontions qui sont seulement loalementintégrables par rapport à la mesure de Lebesgue dλ. Nous nous ontenterons d'unas très partiulier, qui met en jeu seulement des mesures, mais pas des distri-butions quelonques. Comme souvent, le mot mesure désignera ii des mesures� de Radon �, 'est-à-dire des mesures de masse �nie sur les ompats.Étant donné un ouvert Ω dans Rn, on note Cc(Ω) l'ensemble des fontionsontinues à support ompat dans Ω, et D(Ω) l'ensemble des fontions C∞ àsupport ompat dans Ω. Grâe aux proédés standard de onvolution, on montrefailement que D(Ω) est dense dans Cc(Ω) pour la topologie de la onvergeneuniforme. En�n, on onsidère des opérateurs di�érentiels à oe�ients onstants
P (D) =

∑

|α|6m

aαD
α =

∑

α1+...+αn6m

aα1...αn

∂α1+...+αn

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
.Le point de départ onsiste à observer que l'on a la formule d'intégration parparties

(3.1.1)

∫

Ω

P (D)u(x) v(x) dλ(x) =

∫

Ω

u(x)P (−D)v(x) dλ(x)haque fois que u et v sont des fontions de lasse Cm dans Ω, l'une d'entre ellesau moins étant à support ompat. L'opérateur P (−D) provient du hangementde signe lorsqu'on e�etue une intégration par parties ordinaire. Cei nous amèneà la dé�nition suivante.Dé�nition. Soit Ω un ouvert de Rn, u une fontion réelle loalement intégrableau sens de Lebesgue et µ une mesure réelle dans Ω. Nous érirons que l'on a
P (D)u = µ� au sens des distributions � si on a l'égalité

µ(f) =

∫

Ω

u(x)P (−D)f(x) dλ(x)pour toute fontion f ∈ D(Ω) de lasse C∞ à support ompat dans Ω.Comme les fontions f de lasse C∞ à support ompat sont denses dansles fontions ontinues à support ompat pour la topologie de la onvergene



134 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannuniforme, la mesure µ, si elle existe, est néessairement unique. On observera quesi u est de lasse Cm, alors la formule (3.1.1) montre que la mesure µ = P (D)u estla mesure à densité ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue telle que
dµ(x) = P (D)u(x) dλ(x),l'ériture µ = ∆u revient don simplement à identi�er la mesure µ ave sa densité

P (D)u.3.2. Convergene vague des mesuresNous aurons besoin de quelques résultats élémentaires sur la � onvergenevague � des mesures (parfois aussi appelée � onvergene faible �, mais nouséviterons ette terminologie pour éviter la onfusion ave la notion analogue maisdistinte en théorie des distributions).Notion de onvergene vague. On dit qu'une suite de mesures (µj)j∈N onvergevaguement vers une mesure µ sur Ω si la suite réelle (µj(f))j∈N onverge vers µ(f)pour toute fontion ontinue f à support ompat dans Ω.Proposition. Soit P une partie dense dans l'espae des fontions ontinues àsupport ompat dans Ω et (µj)j∈N une suite de mesures dans Ω.(i) Pour que la suite (µj) onverge vaguement vers une mesure µ, il faut et ilsu�t d'une part que pour tout ompat K ⊂ Ω, la suite réelle (|µj|(K))j∈Nsoit bornée, et d'autre part que µj(f) → µ(f) pour tout f ∈ P.(ii) On a la propriété de ompaité suivante pour la onvergene vague : si pourtout ompat K ⊂ Ω la suite (|µj|(K))j∈N est bornée, alors il existe une sous-suite (µjν ) qui onverge vaguement vers une mesure µ.Démonstration. (i) Considérons l'espae CK(Ω) des fontions ontinues à supportdans un ompat quelonque K ⊂ Ω. C'est un espae de Banah pour la topologiede la onvergene uniforme, et toute mesure µ sur Ω donne lieu à une forme linéaireontinue f 7→ µ(f) sur CK(Ω), dont la norme est égale à |µ|(K◦) (noter que lesfontions de CK(Ω) sont nulles sur le bord ∂K). Si la suite (µj) onverge vaguementvers f , alors 'est une suite de formes linéaires � simplement bornée � sur CK(Ω),'est-à-dire que la suite (µj(f)) est bornée pour tout f ∈ CK(Ω). Un théorèmelassique d'analyse fontionnelle (le théorème de Banah-Steinhaus) dit alors quela suite des normes ‖µj‖ est bornée, don les �masses � |µj|(K◦) sont bornées.Quitte à agrandir un peu le ompat, on en onlut que les masses |µj |(K) sontbornées.Inversement, supposons que les masses |µj |(K) soient bornées et que
limµj(f) = µ(f) pour tout f ∈ P. L'hypothèse de densité de P dans Cc(Ω)signi�e de façon préise que pour tout f0 ∈ Cc(Ω), il existe un ompat K dans Ω,ontenant le support de f0, tel que pour tout ε > 0 on peut trouver une fontion
fε ∈ P, à support dans K, telle que ‖fε−f0‖ 6 ε. Désignons par CK une onstantemajorant les normes ‖µ‖ et ‖µj‖ 6 |µj |(K). Alors

|µj(f0) − µ(f0)| 6 |µj(fε) − µ(fε)| + |µj(fε − f0)| + |µ(fε − f0)|
6 |µj(fε) − µ(fε)| + 2CKε.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 135Par hypothèse fε ∈ P, et il existe un indie N(ε) tel que |µj(fε) − µ(fε)| 6 εpour j > N(ε). On voit don que l'on a bien limµj(f0) = µ(f0) pour tout
f0 ∈ Cc(Ω).(ii) On utilise ii l'existene d'une partie dénombrable P = {fν}ν∈N dense dans
Cc(Ω) (si θν est une suite de fontions tronquantes à support ompat, égalesà 1 sur des ompats Kν formant une suite exhaustive de Ω, on peut prendre
P = {x 7→ θν(x)p(x)}, où p(x) dérit l'ensemble des polyn�mes à oe�ientsrationnels). On onstruit par réurrene une suite de parties in�nies emboîtées Sνdans l'ensemble des entiers naturels, telles que

N ⊃ S0 ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃ Sν ⊃ . . . ,et telles que la sous-suite µj(fν))j∈Sν
soit onvergente pour haque indie ν. Ceiest possible, puisque

|µj(fν)| 6 CK‖fν‖,si K est un ompat ontenant le support de fν et CK un majorant de |µj |(K).Désignons par jν le n-ième élément de Sν . L'inégalité
|µj(f) − µk(f)| 6 |µj(fν) − µk(fν)| + |µj(f − fν)| + |µk(f − fν)|et la densité de P impliquent failement que (µjν (f)) est une suite de Cauhy pourtout f ∈ Cc(Ω). Il est faile de voir que la limite

µ(f) = lim
ν→+∞

µjν (f)dé�nit une forme linéaire ontinue sur Cc(Ω), don une mesure sur Ω, et que (µjν )onverge vaguement vers µ.Corollaire. Soit (uj)j∈N une suite de fontions loalement intégrables au sens deLebesgue sur Ω. On suppose que µj = P (D)uj est une mesure positive et que ujonverge en norme L1 sur tout ompat vers une limite u ∈ L1
loc(Ω). Alors la suite

(µj)j∈N onverge vaguement vers une mesure positive µ sur Ω, et on a µ = P (D)u.Démonstration. Nous montrons tout d'abord que les masses |µj |(K) = µj(K) sontbornées pour tout ompat K de Ω. Fixons une fontion θ ∈ C∞(Ω), à supportompat, telle que 0 6 θ 6 1 et θ = 1 sur K. Par dé�nition de µj et grâe àl'hypothèse de positivité, on a
0 6 µj(K) 6 µj(θ) =

∫

Ω

uj P (−D)θ dλ 6 ‖P (−D)θ‖∞ ‖uj‖L1(K′)où K ′ = Supp(θ). Or, du fait de la onvergene L1 loale, la suite des normes
‖uj‖L1(K′) est bornée. On sait alors d'après (ii) qu'il existe une sous-suite (µjν )onvergeant vaguement vers une mesure µ. Puisque les µjν sont positives, il estlair que µ est positive. Par onvergene L1 sur tout ompat de la suite (uj),l'égalité

µj(f) =

∫

Ω

uj P (−D)f dλ ∀f ∈ D(Ω)



136 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannimplique à la limite
µ(f) =

∫

Ω

uP (−D)f dλ ∀f ∈ D(Ω),par onséquent µ = P (D)u. Grâe à la densité de D(Ω) dans Cc(Ω), la partie (i)de la proposition montre que (µj)j∈N onverge vaguement vers µ.Il faut remarquer que le orollaire préédent est faux dans le as de mesuresnon positives. Par exemple la suite de fontions uj(x) = 2−j sin(4jx) onvergevers 0 dans L1
loc(R) mais µj(x) = d

dx
uj(x) = 2j cos(4jx) n'est pas de norme L1loalement bornée sur les ompats, de sorte qu'il ne saurait y avoir de limitevague de la suite de mesures µj(x) dx.3.3. Équation de Lelong-PoinaréNous appliquons ii les résultats qui préèdent au as des fontions sous-harmoniques. Nous obtenons tout d'abord le fait que le laplaien est une mesurepositive, en même temps qu'un résultat général de onvergene vague.Théorème. Soit u une fontion sous-harmonique u dans un ouvert Ω, qui n'estidentiquement égale à −∞ dans auune des omposantes onnexes. Alors lelaplaien ∆u est une mesure positive. De plus, si (uν)ν∈N est une suite déroissantede fontions sous-harmoniques onvergeant vers u, la suite de mesures ∆uνonverge vaguement vers ∆u.Démonstration. Nous savons qu'une telle fontion sous-harmonique u est loale-ment intégrable, et qu'on peut hoisir une suite déroissante (ũν) de fontionssous-harmoniques de lasse C∞ onvergeant vers u. Dans e as ∆ũν est une fon-tion C∞ > 0, et le orollaire préédent implique que ∆u est une mesure positive.Le résultat général de onvergene vague résulte aussi du orollaire.Exemple. Au sens des distributions, on a

∆ ln |z| = 2πδ0,où δ0 désigne la mesure de Dira en 0.Démonstration. Considérons la fontion
uε(z) =

1

2
ln
(
|z|2 + ε2

)
,qui onverge en déroissant vers u(z) = ln |z| quand ε tend vers 0 en déroissant.D'après un alul déjà fait dans la setion 2.4, nous avons

∆uε(z) =
2ε2

(|z|2 + ε2)2
.Pour toute fontion f ∈ D(C), nous trouvons

∫

C

∆uε(z) f(z) dλ(z) =

∫

C

2

(1 + |w|2)2 f(εw) dλ(w)



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 137en e�etuant un hangement de variable z = εw. Or, ette intégrale onverge vers
I f(0) ave

I =

∫

C

2

(1 + |w|2)2 dλ(w) = 2π

∫ +∞

0

2rdr

(1 + r2)2
= 2π(on a posé w = reiθ, dλ(w) = rdr dθ). Par onséquent

lim
ε→0

∫

C

∆uε(z) f(z) dλ(z) = 2πf(0) = 2πδ0(f)et le résultat est démontré.Équation de Lelong-Poinaré. Soit f une fontion mémomorphe sur un ouvert
Ω de C, non identiquement nulle sur haque omposante onnexe, et soit

D =
∑

mj [aj]son diviseur des zéros et des p�les. Alors la fontion ln |f | est loalement intégrablesur Ω, et au sens des distributions on a
1

2π
∆ ln |f | =

∑

j

mjδajoù δaj
est la mesure de Dira au point aj.Démonstration. Il su�t d'après l'uniité de démontrer l'égalité au voisinaged'un point z0 quelonque. Sur un disque D(z0, r) assez petit, on peut érire

f(z) = (z − z0)
mu(z) où m est la multipliité de z0 (nulle si z0 n'est ni un zéroni un p�le !) et u une fontion holomorphe inversible dans D(z0, r). On a alors

∆ ln |u| = 0 puisque
∂

∂z
ln(uu) =

u′ u

uu
=
u′

u
,

∂2

∂z∂z
ln(uu) =

∂

∂z

(
u′

u

)
= 0.Comme ln |f(z)| = m ln |z − z0| + ln |u(z)| sur D(z0, r), on obtient

∆ ln |f(z)| = 2πmδz0 sur D(z0, r).3.4. Formules de Jensen et de Green-Riesz généraliséesEn utilisant le formalisme du laplaien généralisé au sens des distributions, ilest faile d'obtenir le résultat suivant.Théorème. Soit Ω un ouvert de C et u une fontion sous-harmonique sur Ω quin'est égale identiquement à −∞ sur auune des omposantes onnexes. Soit ∆ula mesure positive � laplaien au sens des distributions �. Alors pour tout disquefermé D(z0, r) ontenu dans Ω on a
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1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ − u(z0) =
1

2π

∫ r

0

(∫

D(z0,t)

∆u(z) dλ(z)

)
dt

t

=
1

2π

∫

D(z0,r)

ln
r

|z − z0|
∆u(z) dλ(z).(ii) Formule de Green-Riesz : pour tout point w ∈ D(z0, r)

u(w) =

∫

Γ(z0,r)

Pz0,r(z, w) u(z) |dz| +
∫

D(z0,r)

Gz0,r(z, w) ∆u(z) dλ(z).(iii)Inégalité de Green-Riesz : pour tout point w ∈ D(z0, r)

u(w) 6

∫

Γ(z0,r)

Pz0,r(z, w) u(z) |dz|.Dans es trois formules, les intégrales étendues au erle Γ(z0, r) sont toujoursonvergentes.Démonstration. On remarquera que l'intégrale double du (i) peut-être divergente,'est le as si et seulement si u(z0) = −∞. De même l'intégrale ∫
D(z0,r)

. . . du (ii)onverge si et seulement si u(w) > −∞.Pour démontrer es formules, on reprend l'égalité (2.2.3)
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ − 1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + εeiθ) dθ

=
1

2π

∫

D(z0,r)

min

(
ln

r

|z − z0|
, ln

r

ε

)
∆u(z) dλ(z).déjà démontrée lorque u est de lasse C2. Si u n'est pas de lasse C2, on appliqueette égalité aux régularisées uν = u ∗ ρ1/ν et on observe que la fontion f dé�niepar

f(z) =

{
min

(
ln r

|z−z0|
, ln r

ε

) sur D(z0, r),
0 sur C rD(z0, r)est ontinue à support ompat dans Ω (ave Supp f = D(z0, r)). La onvergenevague ∆uν → ∆u implique que

lim
ν→+∞

∫
f(z) ∆uν(z) dλ(z) =

∫
f(z) ∆u(z) dλ(z)tandis que les intégrales ∫ 2π

0
uν(z0 + reiθ) dθ et ∫ 2π

0
uν(z0 + εeiθ) dθ admettent leslimites voulues par onvergene monotone uν → u. Ces limites sont �nies ar lapropriété de roissane des moyennes en fontion du rayon implique

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ >
1

πr2

∫

D(z0,r)

u(z) dλ(z) > −∞



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 139du fait de l'intégrabilité loale de u. En faisant tendre ε vers 0, on obtient l'égalité
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ − u(z0) =
1

2π

∫

D(z0,r)

ln
r

|z − z0|
∆u(z) dλ(z)équivalente à (i). La formule (ii) se déduit de elle-i omme dans la setion 2.3,en se ramenant à z0 = 0, r = 1, puis en e�etuant un hangement de variable

ζ = ϕw(z). L'inégalité (iii) résulte immédiatement de (ii), de la positivité dulaplaien ∆u et de la négativité du noyau de Green Gz0,r.La formule plus lassique onnue sous le nom de formule de Jensen s'obtienten prenant u = ln |f | ave f holomorphe.Formule de Jensen. Soit Ω un ouvert de C et f une fontion méromorphe sur Ω,de diviseur D =
∑
mj [aj ] (on suppose f non identiquement nulle sur haqueomposante onnexe). Alors pour tout disque D(z0, r) ⊂ Ω on a

1

2π

∫ 2π

0

ln
∣∣f(z0 + reiθ)

∣∣dθ − ln |f(z0)| =
∑

aν∈D(0,r)

mν ln

(
r

|aν − z0|

)
.Démonstration. Lorsque f est holomorphe, 'est le as partiulier de la formule deLelong-Jensen appliquée à u = ln |f |, dans laquelle on utilise l'égalité de Lelong-Poinaré

1

2π
∆u =

∑

j

mjδaj
.Lorsque f est méromorphe, il su�t d'érire f omme un quotient g/h de fontionsholomorphes, et de soustraire les égalités obtenues pour g et h. On notera quel'égalité a bien enore lieu lorsque z0 est un zéro ou un p�le def , dans e as lesdeux membres sont in�nis et du même signe (+∞ pour un zéro, −∞ pour unp�le).4. Fontions harmoniques4.1. Dé�nition et relation ave les fontions holomorphesEn ombinant les résultats déjà obtenus pour les fontions sous-harmoniques,il faile d'obtenir diverses aratérisations équivalentes des fontions harmoniques.Théorème. Soit Ω est un ouvert de C et h : Ω → R une fontion réelle sur Ω.Les propriétés suivantes sont équivalentes :(i) la fontion h est semi-ontinue (supérieurement ou inférieurement ) sur Ω etpour tout disque D(z0, r) ⊂ Ω elle satisfait l'égalité de moyenne

h(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + reiθ) dθ.



140 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(ii) h ∈ C2(Ω) et ∆h = 0.(iii) h ∈ C∞(Ω) et ∆h = 0.On dit alors que h est harmonique sur Ω.Démonstration. Il est évident que (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i). Supposons maintenant quel'hypothèse (i) soit satisfaite, ave (disons) h semi-ontinue supérieurement; dansl'autre as il su�ra de hanger h en −h. Alors h est sous-harmonique, donloalement intégrable sur Ω, et l'égalité de moyenne sur les erles implique que
h ∗ ρε = h sur Ωε = {z ∈ Ω ; d(z, ∁Ω) > ε} (passer en oordonnées polairespour aluler h ∗ ρε, omme à la setion 2.4). Cei entraîne que h est de lasse
C∞, puisque h ∗ ρε l'est. Par suite h et −h sont sous-harmoniques et on doitavoir simultanément ∆h > 0, ∆h 6 0, e qui entraîne ∆h = 0. Nous avons biendémontré que (i) ⇒ (iii).Nous relions maintenant les fontions harmoniques aux fontions holomorphes.Théorème. Si Ω est un ouvert simplement onnexe de C, alors toute fontionharmonique réelle h sur Ω s'érit omme la partie réelle h = Re(f) d'une fontionholomorphe f sur Ω. En partiulier, toute fontion harmonique est R-analytique.Démonstration. L'hypothèse d'harmoniité ∂2h/∂z∂z = 0 s'érit enore

∂

∂z

(
∂h

∂z

)
= 0,don g = ∂h/∂z est holomorphe sur Ω. Comme Ω est simplement onnexe, gpossède une primitive G sur Ω, 'est-à-dire que ∂G/∂z = g = ∂h/∂z tandis que

∂G/∂z = 0. Nous en déduisons que
∂

∂z
(G+G− h) =

∂

∂z
(G− h) = 0,et omme G+G−h est réelle, ette égalité entraîne que d(G+G−h) = 0 puisque larelation onjuguée est également satisfaite. Il existe par onséquent une onstante

C réelle telle que G+G− h = C, de sorte que
h = G+G− C = Re(f)ave f = 2G− C. Le résultat est démontré.Remarque 1. Dans le théorème préédent, les fontions holomorphes f ∈ O(Ω)telles que h = Re(f) sont uniques à l'addition d'une onstante imaginaire pure

iC près. Dans tout disque D(z0, r) ⊂ Ω on a un développement en série entièreonvergent
h(z) = a0 +

+∞∑

n=1

Re
(
an(z − z0)

n
)
,ave a0 ∈ R et an ∈ C. Ces oe�ients sont uniques et sont donnés par a0 = h(z0)et an = 2∂

nh
∂zn (z0) pour n > 1.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 141Remarque 2. Si h est une fontion harmonique à valeurs omplexes sur un ouvertsimplement onnexe Ω, il est faile de voir que l'on peut érire h = f + g ave f , gholomorphes sur Ω. Les fontions f et g sont uniques à des onstantes additivesprès.4.2. Problème de DirihletÉtant donné une fontion f ∈ C0(Γ(z0, r),R) dé�nie et ontinue sur un erle,le � problème de Dirihlet � onsiste à trouver une fontion h ∈ C0(D(z0, r))ontinue sur le disque fermé, telle que
(4.2.1)

{
∆h = 0 sur D(z0, r)

h|Γ(z0,r) = f sur Γ(z0, r),autrement dit, une fontion h harmonique sur le disque D(z0, r) et ontinue jusqu'àla frontière, admettant f omme valeur au bord.Théorème. Le problème de Dirihlet (4.2.1) admet une solution unique. Cettesolution est donnée par
(4.2.2) h(w) =

∫

Γ(z0,r)

Pz0,r(z, w) f(z) |dz|où
Pz0,r(z, w) =

1

2πr

r2 − |w − z0|2
|z − w|2 > 0est le noyau de Poisson du disque D(z0, r). On notera h = Pz0,r[f ].Démonstration. Démontrons d'abord l'uniité. Si h existe, la formule intégralede Green-Riesz donne h = Pz0,r′ [h] sur tout disque D(z0, r

′) ave r′ < r, et donaussi h = Pz0,r[h] sur D(z0, r) par ontinuité. Comme h|Γ(z0,r) = f par hypothèse,on en déduit que l'on a néessairement h = Pz0,r[f ].Pour démontrer l'existene, on supposera z0 = 0 a�n de simpli�er les notations.On pose évidemment h = Pz0,r[f ]. Comme le noyau de Poisson est de lasse C∞sur Γ(z0, r) × D(z0, r), il est évident par dérivation sous le signe ∫ que h est delasse C∞ sur D(z0, r). De plus un alul faile donne
P0,r(z, w) =

1

2πr

r2 − |w|2
|z − w|2 =

1

2πr
Re

z + w

z − w
,don la fontion w 7→ P0,r(z, w) est harmonique sur D(0, r) pour tout z ∈ Γ(0, r).Il en résulte bien que ∆h(w) = 0 sur D(z0, r). Pour onlure la démonstration, ilsu�t de véri�er que

(4.2.3) lim
D(z0,r)∋w→z1

Pz0,r[f ](w) = f(z1)pour tout point z1 ∈ Γ(z0, r). Comme ∫
Γ(z0,r)

Pz0,r(z, w) |dz| = 1 d'après (2.3.5),nous pouvons érire
h(w) − f(z1) =

∫

Γ(z0,r)

Pz0,r(z, w)
(
f(z) − f(z1)

)
|dz|.



142 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannComme f est supposée ontinue, étant donné ε > 0 quelonque, il existe δ > 0 telque z ∈ Γ(z0, r) ∩D(z1, δ) implique |f(z) − f(z1)| 6 ε. On en déduit
∣∣h(w) − f(z1)

∣∣ 6 ε+

∫

Γ(z0,r)rD(z1,δ)

Pz0,r(z, w)
∣∣f(z) − f(z1)

∣∣ |dz|.Prenons maintenant |w − z1| 6 η 6 δ/2 et z ∈ Γ(z0, r) r D(z1, δ). Il vient
|z − w| > δ/2 et |w| > |z1| − η > r − δ′, don

P0,r(z, w) =
1

2πr

r2 − |w|2
|z − w|2 6

2

πr

r2 − (r − η)2

δ2
6

4

π

η

δ2
.Le hoix η = 1

2εδ
2 donne

∣∣Pz0,r(z, w)
∣∣ 6 ε pour w ∈ D(z1, η) et z ∈ Γ(z0, r) rD(z1, δ),de sorte que pour tout w ∈ D(z0, r) ∩D(z1, η) on a

|h(w) − f(z1)| 6 ε+ ε · 2M · 2πrave M = supΓ(z0,r) |f |. Cei entraîne bien (4.2.3), et le théorème s'ensuit.5. Fontions faiblement sous-harmoniques etprinipe du maximum5.1. Notion de sous-harmoniité faibleNous ommençons par introduire une notion a priori plus faible que la sous-harmoniité. On verra en fait plus loin que les deux notions sont équivalentes.Dé�nition. Si Ω est un ouvert de C, une fontion u : Ω → [−∞,+∞[ est ditefaiblement sous-harmonique si elle est semi-ontinue supérieurement sur Ω et si,pour tout point z0 ∈ Ω, il existe une suite de rayons rν > 0 tendant vers 0 telleque l'inégalité de moyenne soit satisfaite pour ette suite de rayons :
u(z0) 6

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + rνe
iθ) dθ.On notera (et 'est là le point ruial de la dé�nition !) que la suite de rayons

rν > 0 pour lesquels l'inégalité de moyenne est supposée être véri�ée peut trèsbien dépendre du point z0.5.2. Prinipe du maximumLa stratégie est de démontrer e prinipe pour toutes les fontions faiblementsous-harmoniques.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 143Prinipe du maximum. Soit Ω un ouvert de C et u une fontion faiblementsous-harmonique sur Ω.(i) S'il existe z0 ∈ Ω tel que u(z0) = supΩ u, alors u est onstante sur laomposante onnexe de z0 dans Ω.(ii) Pour tout ompat K de Ω, on a
sup
K
u = sup

∂K
u.Remarque. Si h est harmonique sur Ω, alors h et −h sont sous-harmoniques sur Ωet on a don aussi supK |h| = sup∂K |h|.Démonstration. Pour (i), nous pouvons supposer Ω onnexe (en remplaçantéventuellement Ω par la omposante onnexe du point z0). Considérons l'ensemble

E =
{
z ∈ Ω ; u(z) < u(z0)

}
.C'est un ensemble ouvert d'après l'hypothèse de semi-ontinuité supérieure de u,et E est distint de Ω puisque z0 /∈ E. Nous voulons montrer que E = ∅. Sinon,

E aurait une omposante onnexe E0 non vide, et ette omposante E0 aurait unpoint frontière a ∈ Ω (sinon E0 serait à la fois ouvert et fermé dans Ω, ave E0 6= Ω,don E0 = ∅ !). Comme E est ouvert nous avons a ∈ Ω r E, don u(a) = u(z0).Par hypothèse, il existe une suite de rayons rν > 0 tendant vers 0 tels que
u(a) 6

1

2π

∫ 2π

0

u(a+ rνe
iθ) dθ.Pour rν assez petit, le erle E0 intersete à la fois Ω rD(a, rν) (prendre b ∈ E0,

n 6= a et rν < |b − a|) et le disque D(a, rν) (puisque a est adhérent à E0). Laonnexité de E0 entraîne alors que E0 intersete le erle Γ(a, rν), néessairementle long d'un ouvert de e erle, et sur et ouvert on a u(z) < u(z0) par dé�nitionde E. Sur le omplémentaire on a de toutes façons u(z) 6 u(z0). Cei entraîne
1

2π

∫ 2π

0

u(a+ rνe
iθ) dθ < u(z0) = u(a),ontradition. Cette ontradition montre que E = ∅ et (i) est démontré.(ii) Nous appliquons (i) à l'ouvert Ω′ = K◦. Si nous avions sup∂K u < supK u,le sup serait atteint pour un point z0 ∈ K◦ = Ω′. Par onséquent u serait onstantedans la omposante onnexe Ω′

0 de Ω′ ontenant z0, égale à u(z0). Mais alors, lasemi-ontinuité supérieure de u impliquerait u(a) > u(z0) pour tout point frontière
a ∈ ∂Ω′

0. Comme ∂Ω′
0 ⊂ ∂Ω′ ⊂ ∂K, 'est une ontradition et (ii) s'ensuit.



144 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann5.3. Équivalene de la sous-harmoniité et de la sous-harmoniité faibleSoit u une fontion faiblement sous-harmonique dans un ouvert Ω de C, et soit
D(z0, r) ⊂ Ω. Comme la fontion u|Γ(z0,r) est semi-ontinue supérieurement, onpeut érire u = limν→+∞ fν sur Γ(z0, r), pour une ertaine suite déroissante defontions ontinues fν sur le erle. Considérons les solutions

hν = Pz0,r[fν ]du problème de Dirihlet sur le disque. Ce sont des fontions ontinues surD(z0, r),harmoniques sur D(z0, r). Comme hν satisfait l'égalité de moyenne, Il en résulteaussit�t que u − hν est faiblement sous-harmonique sur D(z0, r). De plus, pourtout point z1 ∈ Γ(z0, r) la semi-ontinuité supérieure de u implique
lim sup

D(z0,r)∋z→z1

u(z) − hν(z) 6 u(z1) − hν(z1) = u(z1) − fν(z1) 6 0.Nous en déduisons u(z) − hν(z) 6 0 sur D(z0, r), sinon le prinipe du maximumserait ontredit. En partiulier, omme Pz0,r(z, z0) = 1
2πr

= Cte, on a
u(z0) 6 hν(z0) = Pz0,r[fν ](z0) =

1

2π

∫ 2π

0

fν(z0 + reiθ) dθ.Comme lim fν = u sur Γ(z0, r), le théorème de onvergene monotone implique
u(z0) 6

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ) dθ.Par onséquent u est sous-harmonique.Corollaire. Soit h : Ω → R une fontion faiblement harmonique, au sens où hest semi-ontinue supérieurement (ou inférieurement ) sur Ω, et pour tout z0 ∈ Ω,il existe une suite de rayons rν > 0 tendant vers 0 tels que
h(z0) =

1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + rνe
iθ) dθ.Alors h est harmonique dans Ω.Démonstration. Supposons par exemple h semi-ontinue supérieurement. Alors

h est sous-harmonique, don ∆h est une mesure positive. La formule de Lelong-Jensen appliquée au rayon rν implique que ∆h doit être nulle sur D(z0, rν). Paronséquent ∆h est nulle au voisinage de tout point, et don identiquement nulle.Cei implique que h véri�e l'égalité de la moyenne pour tout rayon r tel que
D(z0, r) ⊂ Ω et par suite h est harmonique.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 1456. Prinipe de ré�exion de ShwarzNoux ommençons par démontrer un théorème de prolongement par ontinuitépour les fontions holomorphes.Théorème de prolongement par ontinuité. Soit Ω un ouvert de C et A unepartie fermée de Ω qui est loalement réunion �nie d'ars réguliers de lasse C1 parmoreaux à demi-tangentes distintes. De façon préise, pour tout point z0 ∈ Ω,on suppose qu'il existe un voisinage ouvert V tel que A ∩ V soit la réunion d'unnombre �ni d'ars réguliers de lasse C1, fermés dans V , se renontrant ave desdemi-tangentes di�érentes en haun de leurs points d'intersetion. Soit f unefontion holomorphe sur Ω r A, admettant un prolongement ontinu à Ω enorenoté f . Alors f est holomorphe sur Ω.Démonstration. Désignons par E l'ensemble des points qui sont ou bien desextrêmités libres d'ars omposant A, ou bien des points anguleux, ou bien despoints multiples. D'après l'hypothèse, 'est un ensemble loalement �ni dans Ω.

Ω

A

E

R
z

z0

R

zR+
ε

R−
ε

v = h(u) + ε

v = h(u) − ε

Nous ommençons par montrer que f est holomorphe au voisinage de tout point
z0 ∈ ArE. Pour ela, on hoisit un retangle R de entre z0, assez petit, tel quel'intersetion A ∩ R s'érive omme un graphe v = h(u) suivant les oordonnées
(u, v) données par les axes de symétrie du retangle. Pour montrer que f estholomorphe sur l'intérieur de R, il su�t de véri�er que la formule de Cauhy
(∗) f(z) =

1

2πi

∫

∂R

f(w)

w − z
dwest satisfaite pour tout z ∈ R◦. Par ontinuité, il su�t même de montrer que etteformule est satisfaite pour z ∈ R◦ r A, puisque R◦ r A est dense dans R◦. Or,pour ε > 0, on peut onsidérer les graphes translatés v = h(u) + ε, v = h(u) − ε,e qui permet de délimiter deux régions ompates disjointes R+

ε et R−
ε , ave

⋃

ε>0

R+
ε ∪R−

ε = Rr A.



146 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannComme f est holomorphe sur ΩrA et ∂R+
ε ∪∂R−

ε ⊂ ΩrA, la formule de Cauhyimplique
f(z) =

1

2πi

∫

∂R+
ε ∪∂R−

ε

f(w)

w − z
dwpour tout z ∈ R◦ rA et ε > 0 assez petit. Quand ε tend vers 0, on en déduit parontinuité que (∗) est satisfaite. Cei montre que f est holomorphe sur ΩrE. Maisomme E est formé de points isolés, l'hypothèse que f est ontinue sur Ω entraîneque les points de E ne peuvent pas être des points singuliers. Par onséquent fest bien holomorphe sur Ω.Nous en venons maintenant au prinipe de ré�exion de Shwarz. Soit Ω unouvert de C invariant par ré�exion suivant l'axe réel, 'est-à-dire invariant par laonjugaison z 7→ z. On note

Ω+ =
{
z ∈ Ω ; Im z > 0

}
, Ω− =

{
z ∈ Ω ; Im z < 0

}
.Prinipe de ré�exion de Shwarz. Soit Ω un ouvert de C invariant parré�exion et soit f ∈ O(Ω+). Si la fontion f véri�e

lim
Ω+∋w→z

Im(f(w)) = 0 en tout point z ∈ Ω ∩ R,alors il existe un prolongement holomorphe f̃ de f sur Ω tel que
f̃(z) =





f(z) si z ∈ Ω+,
limΩ+∋w→z Re(f(w)) si z ∈ Ω ∩ R,
f(z) si z ∈ Ω−.On notera que l'existene d'une limite de Re(f) aux points de Ω ∩ R n'estnullement évidente, ela fait partie des a�rmations du théorème.Démonstration. Si l'on fait en outre l'hypothèse que Re(f) se prolonge parontinuité aux points de Ω ∩ R, alors il est lair que f̃ est ontinue sur Ω etholomorphe sur Ω r (Ω ∩ R). La onlusion s'obtient don aussit�t à l'aide duthéorème de prolongement par ontinuité, ave A = Ω ∩ R. La di�ulté est des'a�ranhir de l'hypothèse de ontinuité de Re(f). Pour ela, on onsidère la partieimaginaire h = Im(f̃) : Ω → R telle que






h(z) = Im(f(z)) si z ∈ Ω+,
h(z) = 0 si z ∈ Ω ∩ R,
h(z) = − Im(f(z)) si z ∈ Ω−.Nous a�rmons que h est faiblement harmonique. En e�et, h est ontinue sur Ω+(et don aussi sur Ω−), et l'hypothèse implique que h est ontinue en tout pointde Ω ∩ R. De plus il est lair par symétrie que

h(z0) = 0 =
1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + reiθ) dθ



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 147en tout point z0 ∈ Ω ∩ R. Si z0 ∈ Ω r (Ω ∩ R), on a aussi
h(z0) =

1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + reiθ) dθpour r < min(| Im z0|, d(z0, ∁Ω)) puisque h est harmonique séparément sur Ω+et Ω−. On en déduit que h est faiblement harmonique, don harmonique sur Ω et,en partiulier, de lasse C∞. Comme f−f = 2i h sur Ω+, il vient f ′(z) = 2i ∂h/∂z.On voit que f ′(z) se prolonge de façon ontinue à Ω+ ∪ (Ω ∩ R), e qui impliqueque f elle même se prolonge de façon ontinue à Ω+ ∪ (Ω ∩ R). Par onséquent f̃est ontinue sur Ω et la onlusion s'obtient à l'aide du théorème de prolongementpar ontinuité.Nous allons maintenant généraliser un peu le prinipe de ré�exion de Shwarz.Supposons qu'on ait un ouvert Ω de C muni d'une involution anti-holomorphe
σ : Ω → Ω, 'est-à-dire une bijetion σ telle que z 7→ σ(z) soit holomorphe et
σ ◦ σ = IdΩ, et une partition Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ E, où E est l'ensemble des points�xes de Ω et σ(Ω+) = Ω−. L'exemple fondamental est bien sûr l'appliation deonjugaison σ(z) = z ave

E = Ω ∩ R, Ω+ = Ω ∩ {Im z > 0}, Ω− = Ω ∩ {Im z < 0}.Un autre exemple est l'inversion
σ(z) = 1/z sur Ω = C∗,dont l'ensemble des points �xes E est le erle unité |z| = 1 ; on peut voirl'inversion omme une �ré�exion par rapport au erle�, ave Ω+ = D(0, 1) r {0}et Ω− = C rD(0, 1). De manière générale, il existe loalement des ré�exions parrapport à n'importe quelle ourbe analytique réelle lisse.Proposition. Soit E une ourbe analytique réelle lisse dans un ouvert du planomplexe. Alors pour tout point z0 ∈ E il existe un voisinage V de z0 et uneinvolution anti-holomorphe σ : V → V tels que E ∩ V soit l'ensemble des points�xes de σ et que V rE soit formé de deux omposantes onnexes V+, V− éhangéespar σ.Démonstration. Par dé�nition de e qu'est une ourbe analytique réelle, on peuttrouver un voisinage V ′ de z0 de sorte que E ∩ V ′ oïnide ave l'image d'uneappliation analytique réelle γ : ] − ε, ε[ → E, t 7→ ∑

cnt
n ave γ(0) = c0 = z0et γ′(0) = c1 6= 0. Quitte à diminuer ε et à prendre un voisinage plus petit

V ⊂ V ′, on a un biholomorphisme ψ : D(0, ε) → V , z 7→ ∑
cnz

n qui étend γaux valeurs omplexes du paramètre, en sorte que ψ−1(E ∩ V ) = ] − ε, ε[. Soit
τ(z) = z l'involution anti-holomorphe anonique. On peut obtenir une involutionanti-holomorphe σ sur V en transportant τ par le biholomorphisme ψ, 'est-à-dire en posant σ = ψ ◦ τ ◦ ψ−1. Il est lair que σ éhange V+ = ψ(D+(0, ε)) et
V− = ψ(D−(0, ε)), où D±(0, ε) désigne le demi-disque D(0, ε)∩{± Im z > 0}.Réiproquement, le résultat suivant montre qu'une involution anti-holomorpheest toujours une ré�exion par rapport à la ourbe de ses points �xes, et que elle-iest une ourbe analytique réelle lisse.



148 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLemme. Si σ : Ω → Ω est une anti-involution holomorphe, alors(i) L'ensemble des points �xes E = {z ∈ Ω ; σ(z) = z} est une ourbe analytiqueréelle lisse.(ii) Pour tout point z0 ∈ E, il existe un voisinage V de z0 et un biholomorphisme
ϕ : V → D(0, ε) sur un petit disque, tel que σ|V = ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ où
τ : D(0, ε) → D(0, ε) est la onjugaison omplexe z 7→ τ(z) = z.Démonstration. Il su�t de démontrer (ii), puisque si (ii) a lieu, alors l'ensembledes points �xes de τ oïnide ave l'axe réel, don E ∩ V = ϕ−1(D(0, ε) ∩ R) =

ϕ−1(] − ε, ε[), e qui implique que E est une ourbe analytique réelle lisse.Soit don z0 ∈ E un point �xe. Quitte à e�etuer le hangement de variable
z 7→ z − z0, nous pouvons supposer z0 = 0. La fontion σ est alors dé�nie sur unvoisinage D(0, ε) de 0, et puisque σ y est holomorphe, on a un développement ensérie entière

σ(z) =

+∞∑

n=1

anz
n, soit enore σ(z) =

+∞∑

n=1

anz
n.La di�érentielle dσ0 est donnée par ξ 7→ a1ξ, et puisque σ est une involution, dσ0est aussi une involution, e qui équivaut à la ondition |a1|2 = 1, autrement dit dσ0est une symétrie orthogonale par rapport à une droite du plan omplexe. Étantdonné un nombre omplexe λ 6= 0, nous onsidérons la fontion

ϕ(z) = λz + λ σ(z) = (λ+ λa1)z +

+∞∑

n=2

λanz
n.Pour que ϕ soit un biholomorphisme d'un voisinage de 0 sur un voisinage de 0, ilsu�t que λ+ λa1 6= 0, e qui ne laisse que l'embarras du hoix (on peut prendrepar exemple λ = 1

2

√
a1, e qui donne λ+λa1 = 2λ =

√
a1 6= 0 et une di�érentielle

dϕ0 qui est une rotation). La propriété d'involutivité σ ◦ σ = Id implique aussit�t
ϕ(σ(z)) = λσ(z) + λ z = ϕ(z) = τ ◦ ϕ(z),par onséquent nous avons bien σ = ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ au voisinage de 0.On notera ('est déjà lair à partir de la démonstration) qu'il n'y a pas uniitédu biholomorphisme ϕ, on peut en fait remplaer ϕ par ψ ◦ ϕ où ψ est unbiholomorphisme quelonque ψ(z) =

∑
n>1 cnz

n à oe�ients cn réels, puisqu'untel biholomorphisme ommute ave τ .Prinipe de Shwarz généralisé. Soit Ω un ouvert de C admettant uneinvolution anti-holomorphe σ, soit E l'ensemble des points �xes de σ dans Ω,et Ω+, Ω− des omposantes onnexes (ou réunions de omposantes onnexes) de
ΩrE telles que ΩrE = Ω+∪Ω− et Ω− = σ(Ω+). Soit en�n f ∈ O(Ω+) véri�ant

lim
Ω+∋w→z

Im(f(w)) = 0 en tout point z ∈ E.



Chap. V: Fontions harmoniques et sous-harmoniques 149Alors il existe un prolongement holomorphe f̃ de f sur Ω tel que
f̃(z) =





f(z) si z ∈ Ω+,
limΩ+∋w→z Re(f(w)) si z ∈ E,
f(σ(z)) si z ∈ Ω−.Démonstration. Au voisinage d'un point �xe z0 ∈ E, le hangement de variable

w = ϕ(z) nous ramène au as de l'involution usuelle τ .
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Chapitre VIReprésentation Conforme

L'objet de e hapitre est d'étudier les transformations onformes et de dérireun ertain nombre d'exemples lassiques : homographies, automorphismes du plan,du disque, du demi-plan, d'une ouronne. Dans le as du disque unité ou dudemi-plan, qui sont en fait isomorphes, on obtient e qu'on appelle des modèlesde la géométrie hyperbolique. Ces domaines possèdent en e�et une métriquehermitienne naturelle invariante par le groupe des automorphisme holomorphes ;on lui donne le nom de métrique de Poinaré. Nous démontrons ensuite le théorèmede Riemann, onnu aussi sous le nom de théorème fondamental de la représentationonforme : tout ouvert simplement onnexe du plan autre que le plan lui mêmeest onformément équivalent au disque unité. Comme appliation de e théorèmefondamental, nous montrons ensuite que le revêtement universel de C r {0, 1}s'identi�e au demi-plan de Poinaré, et en déduisons le grand théorème de Piardsur les valeurs des fontions holomorphes au voisinage d'un point singulier essentiel.Le hapitre se termine par l'étude des fontions univalentes de la lasse S.1. Dé�nition et exemples1.1. Équivalene onformeNous rappelons d'abord les notions importantes de biholomorphisme et d'équi-valene onforme.Dé�nition. Si Ω1 et Ω2 sont deux ouverts du plan omplexe C, alors uneappliation f : Ω1 → Ω2 est appelée biholomorphisme si f est bijetive et si fet f−1 sont holomorphes. S'il existe un biholomorphisme entre Ω1 et Ω2, alors esouverts sont dits onformément équivalents.Un biholomorphisme est enore appelé transformation onforme de Ω1 sur Ω2.Il est faile de voir que la relation d'équivalene onforme ∼conf , omme son noml'indique, est bien une relation d'équivalene. Pour que f soit un biholomorphisme,il su�t, par le théorème d'inversion globale, que f soit holomorphe bijetive. Deplus, si des ouverts Ω1 et Ω2 du plan sont onformément équivalents, alors ils sonthoméomorphes, 'est-à-dire qu'on a l'impliation triviale
Ω1 ∼conf Ω2 ⇒ Ω1 ∼homeo Ω2.L'impliation réiproque est fausse : ainsi C et le disque unité D = {|z| < 1}sont homéomorphes via l'appliation C∞ ϕ : C → D, z 7→ ϕ(z) = z/

√
1 + |z|2,



152 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannmais il n'existe pas d'appliation holomorphe f : C → D puisque toute appliationholomorphe bornée sur C est onstante d'après le théorème de Liouville.Notation. On notera Aut(Ω) l'ensemble des biholomorphismes d'un ouvert
Ω dans lui-même, et on appellera eux-i les automorphismes (analytiques ouholomorphes ) du domaine Ω.L'ensemble (Aut(Ω), ◦) des automorphismes muni de la omposition des ap-pliations est évidemment un groupe. L'objet de ette setion est d'étudier legroupe des automorphismes d'un ertain nombre de domaines lassiques. L'undes examples les plus simples est elui du plan omplexe lui-même.Proposition. Les automorphismes de C sont exatement les appliations a�nes
z 7→ az + b, ave a ∈ C∗ et b ∈ C.Démonstration. Soit f : C → C un biholomorphisme. Alors l'appliation
z 7→ g(z) = f(1/z) est holomorphe injetive sur C∗. En partiulier l'image
g(D(0, r) r {0}) d'un disque pointé n'est pas dense dans C puisque et ensembleest disjoint de l'ouvert g(CrD(0, r)) = f(D(0, 1/r)r{0}). D'après le théorème deWeierstrass du III 1.3, ei entraîne que g ne peut avoir une singularité essentielleen 0, don il s'agit d'un p�le d'ordre m, g(z) ∼ amz

−m. On a par onséquent
f(z) ∼ amz

m quand z → ∞, de sorte que f est un polyn�me d'ordre m. Unpolyn�me ne peut être injetif sur C que s'il est de degré 1, par onséquent nousavons f(z) = az + b ave a ∈ C∗.1.2. Compati�ation d'un espae loalement ompat etnotion de boutsL'objet de ette setion, qui ne omprend que des notions de topologie générale,est d'approfondir un peu la notion de � voisinage de l'in�ni � dans un espaetopologique X , supposé loalement ompat et non ompat.On introduit pour ela l'ensemble X̂ = X ∪ {∞} obtenu en adjoignant un� point à l'in�ni 〉〉. On dé�nit une topologie sur X̂ en prenant omme ouverts de
X̂ les parties de l'un ou l'autre des deux types suivants :
• les ouverts de X ;
• les parties de X̂ de la forme V = X̂ rK = {∞} ∪ (X rK), lorsque K déritl'ensemble des parties ompates de X . Les parties X̂ r K sont don pardé�nition les voisinages ouverts de l'in�ni.Il est faile de voir que ei dé�nit bien une topologie sur X̂, et que X̂ est ompat :en e�et tout reouvrement ouvert (Ui)i∈I ontient au moins un membre Ui0 quiontient un voisinage X̂ r K de l'in�ni, et par ailleurs (X ∩ Ui)i∈I reouvre K,par suite on peut en extraire un sous-reouvrement �ni {X ∩ Ui1 , . . . , X ∩ UiN }.Alors {Ui0 , Ui1 , . . . , UiN } est un reouvrement �ni de X .Dé�nition. L'espae X̂ = X ∪ {∞} munie de la topologie dé�nie i-dessuss'appelle le ompati�é d'Alexandro� de l'espae loalement ompat X.



Chap. VI: Représentation Conforme 153Le ompati�é d'Alexandro� R̂ de R s'identi�e par exemple au erle unitéau moyen de l'appliation x 7→ exp(2i arctanx) si x ∈ R, et ∞ 7→ −1. Leompati�é d'Alexandro� ne distingue pas les � di�érentes façons � par lesquellesun point peut s'éloigner à l'in�ni, ainsi dans R on peut s'éloigner vers l'in�ni entendant vers −∞ ou vers +∞, et il peut don être plus judiieux de ompati�er
R en introduisant plut�t deux points à l'in�ni ; 'est ainsi que l'on onsidèrelassiquement le ompati�é R = [−∞,+∞]. De façon générale, on appelleompati�é d'un espae loalement ompat X tout espae ompat X ′ ontenant
X omme sous-espae ouvert, et tel que X soit dense dans X ′.Nous allons maintenant introduire la notion générale de 〈〈bouts � d'un espaetopologique X . Pour ela, on suppose X séparé, loalement ompat et loalementonnexe. On va voir que ei permet de dé�nir un ompati�é XB possédantautant de points à l'in�ni que de bouts de X .Soit K un ompat non vide de X et (Ci)i∈I la famille des omposantesonnexes de l'ouvert X r K. Comme X est loalement onnexe, les Ci sontdes ouverts. On partage I en I = T ∪ (I r T ) où les omposantes {Ci}i∈T sontrelativement ompates dans X (les � trous � de K), et où les {Ci}i∈IrT sont lesomposantes � in�nies � (non relativement ompates). Comme X est loalementompat, K possède un voisinage ompat L, 'est-à-dire que K ⊂ L◦. L'ensemblede parties {Ci}i∈I forme un reouvrement ouvert de XrK qui ontient le ompat
∂L = Lr L◦. On peut don en extraire un reouvrement �ni

{
Ci1 , . . . , Cik

}
ij∈T

∪
{
Cik+1

, . . . , CiN
}
ij∈IrTde ∂L (où on fait la distintion entre les trous et les omposantes in�nies).Les autres omposantes Ci sont disjointes de ∂L, don par onnexité, elles sontontenues dans L◦ ou dans X r L. Mais dans e dernier as on aurait

∂Ci ⊂ X r L◦ ⇒ ∂Ci ∩ ∂K = ∅e qui est absurde puisque ∅ 6= ∂Ci ⊂ ∂K. Par onséquent toutes les autresomposantes sont ontenues dans L◦ et sont relativement ompates, e sont destrous. On en déduit que I r T = {ik+1, . . . , iN}, et par suite le omplémentaire
XrK ne peut avoir qu'un nombre �ni de omposantes onnexes non relativementompates. L'ensemble

K̃ = K ∪
⋃

i∈T

Ci = X r
⋃

i∈IrT

Ciobtenu en � bouhant les trous de K � est ompat, puisque et ensemble est unfermé ontenu dans le ompat L∪Ci1∪. . .∪Cik (on a déjà vu que les omposantes
Ci, i ∈ T , autres que i1, . . . , ik étaient ontenues dans L◦). Par onstrutionle ompat K̃ n'a plus de trous, les omposantes onnexes de X r K̃ sont lesomposantes non relativement ompates {Ci}i∈IrT de X rK.Notion de bouts d'un espae. Soit X un espae topologique séparé loalementompat et loalement onnexe. On dé�nit un bout de X omme étant une



154 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannappliation b : K 7→ b(K) qui à haque ompat K de X assoie une omposanteonnexe b(K) de XrK, ave la propriété suivante : si K ⊂ L, alors b(L) ⊂ b(K).L'ensemble des bouts de X sera noté Bouts(X).On observera que b(K) ne peut jamais être un trou de K, ar la ondition
b(L) ⊂ b(K) ne pourrait pas être véri�ée en prenant L = K̃. On a don en fait
b(K̃) = b(K), de sorte que le bout b est entièrement déterminé par les omposantes
b(K) assoiées aux ompats sans trous. De plus, si X admet une suite exhaustive
Kn de ompats sans trous, e qui sera toujours le as onsidéré ii, un bout
b est déterminé de manière unique par la donnée de la suite bn = b(Kn), quidoit évidemment véri�er bn+1 ⊂ bn pour tout n. En e�et, si K est un ompatquelonque, il existe un n tel que K ⊂ Kn, et b(K) doit être alors l'uniqueomposante onnexe de X r K qui ontient bn = b(Kn). L'ensemble des boutspeut-être très grand, omme 'est le as pour un arbre :

Kn

}
X

A l'opposé, on a une situation assez simple dans le as où il existe un entier n0 telque les omposantes onnexes des omplémentaires X r Km et X r Kn sont enbijetion et en nombre �ni pour tous m,n > n0. L'ensemble Bouts(X) est alorsl'ensemble �ni en bijetion ave l'ensemble des omposantes onnexes de X rKnpour n > n0. Ainsi un ouvert borné Ω à bord de lasse C1 par moreaux etpossédant p trous admet p+ 1 bouts, en bijetion ave haune des omposantesdu bord ∂Ω : les bords des p trous, et le bord de la omposante onnexe nonbornée de C r Ω.
Ω

Kn L'ouvert Ωa trois bouts
Une appliation ontinue f : X → Y entre espaes loalement ompats est dite



Chap. VI: Représentation Conforme 155propre si, pour tout ompat K de Y l'image réiproque f−1(K) est un ompatde X . Il est plus intuitif de voir ette ondition en pensant en termes de voisinagesde l'in�ni. En e�et, f est propre si et seulement si le prolongement f̂ : X̂ → Ŷ telque f̂(∞) = ∞ est ontinu au point ∞, autrement dit si limX∋x→∞ f(x) = ∞ :si ette ondition est vraie, pour tout ompat K de Y , Ŷ r K est un voisinagede l'in�ni et il doit exister un ompat L de X tel que f̂(X̂ r L) ⊂ Ŷ rK, 'est-à-dire enore f(X r L) ⊂ Y rK, e qui implique que f−1(K) ⊂ L est ompat.Inversement, si f est propre, il su�t de prendre L = f−1(K).Si f est propre, on a une appliation naturelle f∗ : Bouts(X) → Bouts(Y )induite au niveau des bouts. Si b est un bout de X , on dé�nit un bout b′ = f∗(b)de Y omme suit. Pour tout ompat K de Y , f−1(K) est une partie ompate de
X , et b(f−1(K)) est une des omposantes onnexes deXrf−1(K). Par onséquent
f(b(f−1(K))) est un onnexe ontenu dans Y r K. On dé�nit alors b′ = f∗(b)omme le bout tel que b′(K) soit, pour haque K, l'unique omposante onnexede Y rK qui ontient f(b(f−1(K))).On dé�nit le � ompati�é par les bouts � XB de la manière suivante :
XB = X ∪ B est la réunion disjointe de X et de B = Bouts(X) ; les ouvertsde XB sont les réunions de parties d'un des deux types suivants :
• les ouverts de X ;
• pour haque ompat K de X et haque omposante onnexe C de X r K,l'ensemble C ∪

{
b ∈ B ; b(K) = C

}.Il résulte de ette onstrution qu'un système de voisinages fondamentaux d'unbout b0 est onstitué de la famille de voisinages ouverts
Vb0,K = b0(K) ∪

{
b ∈ B ; b(K) = b0(K)

}
.Théorème. Soit X un espae séparé loalement ompat et loalement onnexe.(i) Pour la topologie dé�nie i-dessus, XB est ompat ave X omme ouvertdense (en d'autre termes, XB est bien un ompati�é de X ). De plus,

B = Bouts(X) est ompat et totalement disontinu.(ii) Pour toute appliation propre f : X → Y entre espaes séparés loalementompats et loalement onnexes, l'appliation induite fB : XB → Y B telleque fB(b) = f∗(b) pour haque bout b de X est une appliation ontinue de
XB dans Y B.Démonstration. (i) Désignons par CK l'ensemble (�ni) des omposantes onnexesde X r K. Puisque B onsiste en des appliations K 7→ b(K) ∈ CK , l'ensemble

B des bouts peut être vu omme un sous-ensemble B ⊂ ∏
K CK . La topologieinduite par XB sur B est la même que elle induite par la topologie produit sur∏

K CK (ave la topologie disrète sur haque fateur �ni CK), omme il résultedu fait que
B ∩ Vb0,K =

{
b ∈ B ; b(K) = b0(K)

}
.Les onditions b(L) ⊂ b(K) pour L ⊃ K équivalent à hoisir b(L) parmi unnombre �ni de omposantes qui sont elles de (X r L) ∩ b(K) ; 'est don une



156 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannondition fermée vis-à-vis de la topologie produit. Par onséquent B s'identi�e àun sous-espae fermé du produit ∏K CK , qui est ompat (d'après le théorème deTyhonov) et totalement disontinu. On en déduit que B est lui-même ompatet totalement disontinu. Si on a un reouvrement ouvert U = (Ui)i∈I de XB , sapartie ompate B va être reouverte par un nombre �ni de voisinages Vbj ,Kj
eux-mêmes ontenus dans ertains des Ui. On a alors XB =

⋃
Vbj ,Kj

∪⋃Kj , et ommehaque Kj est reouvert par un nombre �ni d'ouverts Ui, on en onlut l'existened'un sous-reouvrement �ni de U. Par onséquent XB est bien ompat. Pardé�nition X est ouvert, et et ouvert est dense puisque Vb0,K ∩ X = b0(K) 6= ∅pour tout voisinage Vb0,K .(ii) Soit Vb′0,K′ un voisinage arbitraire de b′0 = f∗(b0) et K = f−1(K ′). Alors on a
fB(Vb0,K) ⊂ Vb′0,K′ar f(b0(K)) ⊂ b′0(K

′) par dé�nition de f∗, tandis que l'image b′ = f∗(b) dehaque bout b tel que b(K) = b0(K) véri�e b′(K ′) ⊃ f(b(K)) = f(b0(K)), don
b′(K ′) = b′0(K

′).Il est lair que si f : X → Y est un homéomorphisme, alors fB : XB → Y Best aussi un homéomorphisme. Par onséquent, pour que X et Y puissent êtrehoméomorphes, il faut que X et Y aient le même nombre de bouts. Cette onditionnéessaire vaut en partiulier pour des ouverts du plan onformément équivalents.1.3. Cas des ouronnesRappelons la notation déjà utilisée au hapitre III : pour des rayons quelon-ques 0 6 R1 < R2 6 +∞ et z0 ∈ C, on note
C(z0, R1, R2) =

{
z ∈ C ; R1 < |z − z0| < R2

}
.Proposition. Étant donné deux ouronnes C(0, R1, R2) et C(0, R′

1, R
′
2) de rayonsquelonques �nis et non nuls, les transformations onformes

f : C(0, R1, R2) → C(0, R′
1, R

′
2)sont de la forme f(z) = Az ou f(z) = Bz−1 ave A,B ∈ C∗ des onstantesomplexes telles que |A| = R′

1/R1, |B| = R1R
′
2.Il résulte de et énoné que les ouronnes C(0, R1, R2) et C(0, R′

1, R
′
2) derayons �nis et non nuls sont onformément équivalentes si et seulement si ellesont homothétiques, 'est-à-dire si et seulement si R′

2/R
′
1 = R2/R1.Démonstration. D'après la setion 1.2, une ouronne C(0, R1, R2) admet deuxbouts, assoiés aux voisinages des bords |z| = R1 et |z| = R2. Toute trans-formation onforme f : C(0, R1, R2) → C(0, R′

1, R
′
2) (et plus généralement touthoméomorphisme) doit induire une bijetion f∗ des bouts de C(0, R1, R2) dansles bouts de C(0, R′

1, R
′
2), 'est-à-dire que l'on doit avoir l'une ou l'autre des deuxsituations suivantes :

(∗)
{quand |z| → R1, |f(z)| → R′

1quand |z| → R2, |f(z)| → R′
2

ou (∗∗)
{quand |z| → R1, |f(z)| → R′

2quand |z| → R2, |f(z)| → R′
1.



Chap. VI: Représentation Conforme 157On introduit maintenant le réel
α =

lnR′
2/R

′
1

lnR2/R1
=

lnR′
2 − lnR′

1

lnR2 − lnR1
> 0.Dans le as (∗) on introduit la fontion

h(z) = ln(|f(z)|/R′
1) − α ln(|z|/R1)et dans le as (∗∗) la fontion

h(z) = ln(|f(z)|/R′
2) + α ln(|z|/R1).Il est faile de voir que h est une fontion harmonique sur C(0, R1, R2), et deplus h(z) → 0 quand |z| → R1 ou quand |z| → R2. D'après le prinipe dumaximum, h est identiquement nulle. Or, si zα est une détermination holomorphesur C(0, R1, R2) r R−, nous avons h(z) = ln |f(z)/zεα| + Cte ave ε = 1 dansle as (∗), ε = −1 dans le as (∗∗). Cei implique que f(z)/zεα = A onstante,d'où f(z) = Azεα. Comme f doit se prolonger ontinûment à C(0, R1, R2), on anéessairement εα ∈ Z. Mais omme de plus f est injetive, la seule possibilitéest εα = ±1, don α = 1, f(z) = Az ou f(z) = A/z. Dans le premier as, ondoit avoir |A| = R′

1/R1, et dans le deuxième |A| = R1R
′
2. De plus, les ouronnesdoivent êtres homothétiques, 'est-à-dire que R′

2/R2 = R′
1/R1.Corollaire. Les automorphismes de C(0, R1, R2) sont exatement les appliations

f : z 7→ λz et g : z 7→ λR1R2z
−1 où λ dérit l'ensemble des nombres omplexes demodule 1.Remarque. En adaptant le raisonnement i-dessus, on montre failement que lesappliations holomorphes propres f : C(0, R1, R2) → C(0, R′

1, R
′
2) sont toutesde la forme f(z) = Azn ou f(z) = Az−n ave A ∈ C∗, lorsque le quotient

α = ln(R′
2/R

′
1)/ ln(R2/R1) est un entier n. Il n'y a pas de telles appliationsholomorphes propres si α n'est pas un entier.1.4. Espaes projetifs et appliations homographiquesNous rappelons d'abord la notion générale d'espae projetif sur un orps k.Dé�nition. Si k est un orps (ommutatif ) et E un espae vetoriel sur k, onappelle espae projetif assoié à E l'ensemble quotient

Pk(E) = (E r {0})/R,où R est la relation d'équivalene telle que x R y si et seulement si il existe unsalaire λ ∈ C∗ tel que y = λx.En partiulier, l'ensemble quotient Pnk = (kn+1 r {0})/R est appelé espaeprojetif de dimension n sur k (on onvient d'érire en général, et ei sera justi�éde façon plus préise au hapitre VIII, que dimPk(E) = dimE − 1).



158 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannNotation. Pour des salaires x0, x1, . . . , xn non tous nuls, on note
[x0 : x1 : . . . : xn]la lasse d'équivalene de (x0, . . . , xn) ∈ kn+1 r {0} dans Pnk . Plus généralement,pour un espae vetoriel E, on note [x] = k∗x la lasse d'équivalene de x ∈ Er{0}dans Pk(E), et on introduit la projetion anonique

π : E r {0} → Pk(E), x 7→ [x].On a par dé�nition [λx0 : λx1 : . . . : λxn] = [x0 : x1 : . . . : xn] pour toutsalaire λ ∈ k∗, l'usage des symboles : dans la notation étant là pour rappeler quee sont seulement les rapports xj/xk qui sont indépendants du représentant hoisidans la lasse d'équivalene (à ondition bien sûr que e rapport soit dé�ni, equi suppose xk 6= 0). On dit que x0, x1, . . . , xn sont les oordonnées homogènesdu point [x]. Il est lair que l'espae projetif s'identi�e à l'ensemble des droitesvetorielles de E, puisqu'à toute lasse d'équivalene [x] on peut assoier de façonbijetive la droite kx = [x] ∪ {0}.Dans le as de la dimension 1, on voit qu'un élément [x0, x1] tel que x1 6= 0oïnide ave
[λx0, λx1] = [x0/x1 : 1] pour λ = 1/x1,tandis que [x0 : 0] = [1 : 0] si x0 6= 0 (prendre λ = 1/x0). On peut alors identi�er

P1
k à k ∪ {∞} grâe aux appliations

P1
k → k ∪ {∞}, [x0 : x1] 7→ x0/x1,

k ∪ {∞} → P1
k, x 7→ [x : 1], ∞ 7→ [1 : 0].en posant x0/x1 = ∞ si x0 6= 0, x1 = 0. Cei justi�e bien notre onvention deposer dim P1

k = 1.Si E est un espae vetoriel sur k de dimension �nie et si ϕ ∈ GL(E) est unetransformation linéaire bijetive de E, alors ϕ induit une appliation bijetive
[ϕ] : P (E) → P (E), [x] 7→ [ϕ(x)].appelée transformation projetive de E. On désigne par Proj(P (E)) l'ensembledes transformations projetives de P (E). On obtient ainsi un homomorphisme degroupes (GL(E), ◦) → (Proj(P (E)), ◦) du groupe linéaire de E sur l'ensemble destransformations projetives de P (E).Lemme. Si ϕ ∈ GL(E) alors [ϕ] = IdP (E) si et seulement si ϕ est une homothétiede rapport non nul.Démonstration. L'hypothèse [ϕ] = IdP (E) équivaut à e que pour tout veteur

x ∈ E r {0} il existe un salaire λx ∈ k∗ tel que ϕ(x) = λxx. On hoisit une base
(e0, e1, . . . , en) de E, et on applique l'hypothèse à x = e0 +e1 + . . .+en. En posant
λ = λe0+e1+...+en

, ei donne
ϕ(e0 + e1 + . . .+ en) = λ(e0 + e1 + . . .+ en),
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ϕ(e0 + e1 + . . .+ en) = ϕ(e0) + ϕ(e1) + . . .+ ϕ(en) = λe0e0 + λe1e1 + . . .+ λen

en.D'après l'uniité de l'ériture dans une base il vient
λe0 = λe1 = . . . = λen

= λ,par onséquent ϕ(ei) = λei et ϕ = λ IdE .Par passage au quotient de l'appliation GL(E) → Proj(P (E)) par son noyau
k∗ IdE , on obtient un isomorphisme anonique

GL(E)/k∗ IdE → Proj(P (E))Théorème et dé�nition. Le groupe projetif linéaire est dé�ni omme le quotient
PGL(E) = GL(E)/k∗ Id. On a un isomorphisme anonique

PGL(E) ≃ Proj(P (E)).Si dimP (E) = n, on appelle repère projetif de P (E) un système de n + 2points ([e0], [e1], . . . , [en+1]) tel que tout système de n+1 veteurs extrait de elui-i
(ei)i6=i0 forme une base de E. On peut en partiulier hoisir (e0, e1, . . . , en) ommebase et érire en+1 = λ0e0 + . . . + λnen. La ondition d'être un repère projetifimpose que λi 6= 0 pour tout i. Le remplaement de ei par λiei, 0 6 i 6 n, nehange pas le point ei, et on se ramène alors à e que en+1 = e0 + e1 + . . .+ en.Il est lair que l'image d'un repère projetif par une transformation projetive estun repère projetif. Inversement :Proposition. Etant donné deux repères projetifs ([w0], [w1], . . . , [wn+1]) et
([w′

0], [w
′
1], . . . , [w

′
n+1]) de P (E), il existe une unique transformation projetive

[ϕ] ∈ Proj(P (E)) telle que [ϕ(wi)] = [w′
i] pour tout i = 0, 1, . . . , n+ 1.Démonstration. Comme nous l'avons expliqué i-dessus, on peut toujours seramener à la situation où wn+1 = w0 +w1 + . . .+wn et w′

n+1 = w′
0 +w′

1 + . . .+w′
n.On doit avoir ϕ(wi) = λw′

i pour 0 6 i 6 n+ 1, e qui donne
ϕ(wn+1) =

n∑

i=0

ϕ(wi) =
n∑

i=0

λiw
′
i = λn+1w

′
n+1 = λn+1(w

′
0 + w′

1 + . . .+ w′
n).L'uniité de l'ériture dans une base implique

λ0 = . . . = λn = λn+1,e qui montre que ϕ est l'unique transformation linéaire, à un salaire près, telleque ϕ(wi) = w′
i, 0 6 i 6 n.



160 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDans le as de l'espae projetif P1
k assoié à E = k2, GL(E) s'identi�e augroupe GL2(k) des matries 2 × 2 inversibles. Considérons l'appliation linéaire

ϕM assoiée à un matrie
M =

(
a b
c d

)
,

(
x0

x1

)
7→
(
y0
y1

)
=

(
ax0 + bx1

cx0 + dx1

)
.L'identi�ation P1

k = k∪{∞} est obtenue en posant z = x0/x1, et la transformationprojetive [ϕM ] est donnée par
z =

x0

x1
7→ w =

y0
y1

=
ax0 + bx1

cx0 + dx1
,soit enore

z 7→ w = hM (z) =
az + b

cz + d
, ∞ 7→ a

c
, −d

c
7→ ∞.Le groupe Proj(P1

k) n'est autre que le groupe des homographies bijetives, ete qui préède montre que l'appliation M → hM est un homomorphisme degroupes de GL2(k) sur Proj(P1
k), de noyau k∗ Id. Cei veut dire préisément quel'homographie hλM assoiée aux oe�ients λa, λb, λc, λd oïnide ave hM . Unrepère projetif de P1

k est la même hose que la donnée de 3 points deux à deuxdistints w0, w1, w2 ∈ k∪{∞}. D'après e qui préède, il existe toujours une uniquehomographie h qui envoie le triplet (w0, w1, w2) sur un autre triplet (w′
0, w

′
1, w

′
2)de points deux à deux distints.Dans le as des orps topologiques loalement ompats k = R ou k = C,

P1
k = k ∪ {∞} est le ompati�é d'Alexandro� de k, et il est faile de voir que leshomographies dé�nissent des appliations ontinues hM : P1

k → P1
k.Droites et erles de P1

C
. Dans le as de P1

C
, on s'intéresse aux erles |z−z0| = ret aux droites Re(e−iαz) = p, qu'on ompati�e en adjoignant le point à l'in�ni.En oordonnées homogènes (x0, x1), on pose z = x0/x1 et l'équation d'un erledevient |x0 − z0x1|2 − r2|x1|2 = 0, tandis que l'équation d'une droite devient

e−iαx0

x1
+
eiαx0

x1
− 2p = 0 ⇔ e−iαx0x1 + eiαx1x0 − 2p|x1|2 = 0.En d'autres termes, les droites (ompati�ées) et les erles orrespondent exate-ment aux �nes isotropes q(x0, x1) = 0 des formes quadratiques hermitiennes designature (1, 1) sur C2, après passage au quotient par la relation de olinéarité R ;les erles orrespondent aux formes quadratiques dont le oe�ient de |x0|2 estnon nul, et les droites à elles dont le oe�ient de |x0|2 est nul. L'image du �neisotrope q = 0 par une transformation linéaire ϕ est le �ne isotrope q ◦ ϕ−1 = 0,et q ◦ ϕ−1 est enore une forme quadratique hermitienne de signature (1, 1). Onen déduit la onséquene arhi-lassique suivante :Conséquene. La olletion de parties de C ∪ {∞} formées des erles et desdroites ompati�ées est stable par les homographies z 7→ az+b

cz+d à oe�ientsomplexes telles que ad− bc 6= 0.



Chap. VI: Représentation Conforme 1611.5. Cas du disque et du plan de PoinaréLe � demi-plan de Poinaré � est dé�ni onventionnellement omme étant ledemi-plan supérieur du plan omplexe. Il sera noté
H =

{
z ∈ C ; Im z > 0

}
.On note par ailleurs

D =
{
z ∈ C ; |z| < 1

}le disque unité du plan omplexe.Proposition. Les domaines D et H sont onformément équivalents via les homo-graphies
ϕ : D → H, z 7→ w = i

1 + z

1 − z
,

ψ : H → D, w 7→ z =
w − i

w + i
.qui sont des bijetions réiproques l'une de l'autre.Démonstration. Un alul diret donne en e�et

Imw =
1

2

(1 + z)(1 − z) + (1 + z)(1 − z)

|1 − z|2 =
1 − |z|2
|1 − z|2 > 0,

1 − |z|2 =
|w + i|2 − |w − i|2

|w + i|2 =
4 Imw

|w + i|2 > 0,de sorte que l'on a bien ϕ(D) ⊂ H et ψ(H) ⊂ D. Il est immédiat d'autre part que
ϕ et ψ sont inverses l'une de l'autre.Proposition. Les groupes Aut(D) et Aut(H) peuvent se dérire omme suit.(i) Les automorphismes de D sont les homographies

z 7→ λ
z − a

1 − az
, ave |λ| = 1, a ∈ D.(ii) Les automorphismes de H sont les homographies

ha,b,c,d : z 7→ az + b

cz + d
ave a, b, c, d ∈ R et ad− bc = 1.Démonstration. (i) Les automorphismes du disque ont déjà été déterminés auhapitre II, setion 5.3.(ii) Pour obtenir les automorphimes du demi-plan de Poinaré H, on peut observerqu'on a un isomorphisme de groupes

(∗) Aut(D) → Aut(H), f 7→ ϕ ◦ f ◦ ϕ−1,



162 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannoù ϕ : H → D est l'isomorphisme onforme déjà mentionné. En partiulier, tousles automorphismes de H sont des homographies puisque eux de D en sont.On pourrait bien entendu utiliser (∗) pour déterminer es homographies, maisil est plus rapide de herher diretement quelles sont les homographies ha,b,c,dqui préservent H. Ces homographies doivent aussi préserver le bord de H dans
C∪{∞}, à savoir R∪{∞}. En onsidérant trois points x1, x2, x3 ∈ R deux à deuxdistints et leurs images y1, y2, y3 ∈ R par ha,b,c,d (prendre xi 6= −d/c) on voit queles oe�ients (a, b, c, d) doivent satisfaire les équations linéaires

axj + b− (cxj + d)yj = 0, j = 1, 2, 3.C'est un système de 3 équations à 4 inonnues, à oe�ients réels, et on sait quele rang est 3 puisque les oe�ients sont uniquement déterminés à un salaireprès. Les solutions omplexes sont don de la forme (a, b, c, d) = λ(a0, b0, c0, d0)ave a0, b0, c0, d0 ∈ R (donnés par des quotients des déterminants mineurs) et
λ ∈ C. Cei montre que que les oe�ients a, b, c, d, à un salaire multipliatifprès, peuvent être hoisis réels. Maintenant, ad− bc = λ2(a0d0 − b0c0) et on peutdon se ramener à ad− bc = ±1. Pour onlure, on alule

Im

(
az + b

cz + d

)
=

Im
(
(az + b)(cz + d)

)

|cz + d|2 ,soit enore
Im

(
az + b

cz + d

)
= (ad− bc)

Im z

|cz + d|2 ,et on voit qu'une homographie à oe�ients réels hab,c,d envoie H dans H si etseulement si ad− bc > 0.Remarque. Le résultat préédent peut se reformuler en érivant qu'on a unisomorphisme de groupes
Aut(H) = PSL2(R) = SL2(R)/{Id,− Id}.En e�et, lorsque la ondition ad− bc = 1 est imposée, l'ambiguïté dans la déter-mination des oe�ients (a, b, c, d) n'est plus que elle d'un fateur multipliatif

λ = ±1.2. Métriques hermitiennesUne métrique hermitienne sur un ouvert Ω n'est autre qu'une façon de mesurerla longueur d'un déplaement in�nitésimal dz, en utilisant une � unité variable �en fontion du point z, mais en préservant le aratère onforme des oordonnées(les petits erles restent des petits erles, il ne deviennent pas des ellipses . . .)2.1. Dé�nitionsDé�nition 1. Si Ω est un ouvert de C, une métrique hermitienne sur Ω estla donnée, pour haque z ∈ Ω, d'une forme hermitienne h(z) = h1(z) |dz|2, où
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h1 : Ω → R+ est une fontion positive. On dit que la métrique h est de lasse Cksi la fontion h1 est elle-même de lasse Ck.Si ξ ∈ C est vu omme un veteur du plan d'origine z (i.e. omme un élémentdu �bré tangent à Ω au point z), on dé�nit la norme ‖ξ‖h de ξ par rapport à h desorte que

‖ξ‖2
h = h1(z)|ξ|2.Dé�nition 2. Si f : Ω → Ω̃ est holomorphe et si h̃(w) = h̃1(w) |dw|2 est unemétrique sur Ω̃, alors on dé�nit f∗h̃ omme la forme hermitienne obtenue ene�etuant la substitution w = f(z) :

f∗h̃(z) = h̃1(f(z)) |f ′(z)|2|dz|2

Ω

Ω̃

z

f(z)

f

dfz
ξ

η = f ′(z)ξ

L'image d'un veteur ξ par la di�érentielle dfz est le veteur η = f ′(z)ξ aupoint f(z). Nous avons
‖ξ‖2

h = h1(z)|ξ|2, ‖η‖2

h̃
= h̃1(f(z))|η|2 = h̃1(f(z))|f ′(z)|2|ξ|2,par onséquent, la norme de la di�érentielle dfz relativement aux métriques h, h̃est donnée par

|‖dfz|‖2

h,̃h
=
h̃1(f(z))

h1(z)
|f ′(z)|2 =

f∗h̃(z)

h(z)
.Dé�nition 3. On dira que f est une isométrie relativement à h, h̃ si dfz est uneisométrie en tout point, 'est-à-dire si |‖dfz|‖h,̃h = 1 pour tout z ∈ Ω, 'est-à-direenore si

f∗h̃(z) = h(z) sur Ω.



164 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann2.2. Métrique de Poinaré du disque et du demi-planAve la terminologie qui préède, nous pouvons énoner leThéorème (métrique de Poinaré du disque). Il existe sur D une métrique dé�niepar
h(z) =

|dz|2
(1 − |z|2)2 ,de lasse C∞, telle que :(i) Toute appliation f ∈ Aut(D) est une isométrie pour h.(ii) Toute appliation holomorphe g : D → D (non néessairement injetive ousurjetive ) est une ontration faible, 'est-à-dire véri�e |‖dgz|‖h,h 6 1 en toutpoint. De plus, s'il y a égalité |‖dgz|‖h,h = 1 en un point z = z0 ∈ D, alors gest un automorphisme.Démonstration. (i) Les automorphismes du disque sont donnés par

z 7→ w = f(z) = λ
z − a

1 − az
, |λ| = 1, a ∈ D.Des aluls direts déjà faits au II 5.3 donnent

dw = λ
1 − |a|2

(1 − az)2
dz, 1 − |w|2 =

(1 − |a|2)(1 − |z|2)
|1 − az|2 ,par onséquent

|dw|
1 − |w|2 =

|dz|
1 − |z|2 ,et ei signi�e que f∗h = h.(ii) est une reformulation du orollaire du II 5.3.Théorème (métrique de Poinaré du demi-plan). Il existe sur H une métrique

h̃(z) =
|dz|2

4
∣∣ Im z

∣∣2de lasse C∞ telle qu'on ait |‖dfz|‖h̃,̃h = 1 pour tout f ∈ Aut(H) et |‖dgz|‖h̃,̃h 6 1pour toute appliation g : H → H holomorphe. De plus, toute transformationonforme bijetive ϕ : D → H est une isométrie de (D, h) sur (H, h̃).Démonstration. Il su�t de démontrer la dernière assertion, puisque toutes lespropriétés de D se transporteront à H par isométrie. Il su�t même de véri�er quel'appliation
D → H, z 7→ w = ϕ(z) = i

1 + z

1 − zest une isométrie. Or, de nouveau, un alul diret donne
dw =

−2i

(1 − z)2
dz, Imw =

1 − |z|2
|1 − z|2 ,
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|dw|

2 | Imw| =
|dz|

1 − |z|2 .2.3. Géométrie du plan hyperboliqueLa géométrie hyperbolique plane n'est autre que la géométrie du disque unité D,muni de sa distane géodésique. Le demi-plan de Poinaré H en fournit un modèleisomorphe. Introduisons d'abord la notion de distane géodésique.Dé�nition. Soit Ω un ouvert du plan, et h = h1(z) |dz|2 une métrique hermitiennede lasse Ck sur Ω. La longueur d'un hemin γ : [α, β] → Ω de lasse C1 parmoreaux se alule en posant
ds2 = γ∗h = h1(γ(t)) |γ′(t)|2 dt2,

long(γ) =

∫ β

α

ds =

∫ β

α

√
h1(γ(t)) |γ′(t)| dt.Etant donné deux points a, b ∈ Ω, la distane géodésique dh(a, b) de a à brelativement à h est dé�nie par

dh(a, b) = inf
γ

long(γ)où l'inf est étendu à tous les hemins γ : [α, β] → Ω de lasse C1 par moreauxtels que γ(α) = a et γ(β) = b.Pour le disque et sa métrique de Poinaré h(z) = |dz|2/(1− |z|2)2, nous avons
long(γ) =

∫

γ

|dz|
1 − |z|2 =

∫ β

α

|γ′(t)|
1 − |γ(t)|2 dt.Du fait que la métrique de Poinaré est invariante par les automorphismes dudisques, nous en déduisons aussit�t :Proposition. Pour tout automorphisme f ∈ Aut(D) et tout hemin de lasse C1par moreaux γ : [α, β] → Ω, nous avons long(f ◦ γ) = long(γ) relativement à lamétrique de Poinaré h. De plus, pour tout ouple de points a, b ∈ Ω, nous avons

dh(f(a), f(b)) = dh(a, b),autrement dit f est une isométrie de l'espae métrique (D, dh).Nous a�rmons que le hemin de longueur minimale joignant le entre 0 dudisque à un point quelonque w ∈ D est le segment [0, w]. En e�et, si on érit
z = γ(t) = r(t) eiθ(t) en oordonnées polaires, il vient

dz = (dr + ir dθ) eiθ, |dz| =
√
dr2 + r2dθ2 > dr = r′(t)dt
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long(γ) =

∫

γ

|dz|
1 − |z|2 >

∫ |w|

0

dr

1 − r2
=

1

2
ln

1 + |w|
1 − |w| ,et e alul orrespond préisément à la longueur du segment [0, w]. Pour trouverla distane de deux points quelonques a, b, on utilise l'automorphisme

f(z) =
z − a

1 − azqui envoie a sur f(a) = 0 et b sur w = f(b) =
b− a

1 − ab
. On trouve

dh(a, b) = dh(f(a), f(b)) = dh(0, w) =
1

2
ln

1 + |b−a|
|1−ab|

1 − |b−a|
|1−ab|

,soit enore
dh(a, b) = ln

|1 − ab| + |a− b|√
1 − |a|2

√
1 − |b|2

.

a

b

0

w

f

∂D

La géodésique (hemin le plus ourt) joignant a à b est l'image inverse par f dusegment [0, w]. C'est don un ar de erle d'extrêmités a et b, porté par un erleorthogonal au bord D (en e�et le diamètre Rw est orthogonal au bord ∂D, donleurs images inverses par f le sont, du fait du aratère onforme de f , et ∂D estévidemment invariant par f). La seule exeption est le as où 0, a, b sont alignés,auquel as la géodésique est le segment de droite [a, b] porté par un diamètre de D.De manière générale les �droites hyperboliques� de D sont les diamètres et lesars de erle orthogonaux au bord ∂D. Dans le modèle équivalent du demi-plande Poinaré H, les �droites� sont les demi-erles orthogonaux à l'axe réel ∂H,auxquels il faut rajouter toutes les demi-droites ayant une extrêmité sur ∂H etothogonales à ∂H.
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D

p
∆

En géométrie hyperbolique, on onstate failement que les axiomes d'inidened'Eulide sont satisfaits, sauf préisément le 5ème postulat (postulat suivant lequelpar tout point passe une unique parallèle à une droite donnée) : ii, par tout point
p hors d'une �droite� D donnée, il passe une in�nité de �droites� ∆ ne oupant pasla �droite� initiale. C'est la déouverte surprenante faite par Lobathevski en 1826,ruinant l'espoir de déduire le 5ème postulat des autres axiomes.3. Le théorème de l'appliation onforme deRiemannLe résultat entral de ette setion est une aratérisation des ouverts sim-plement onnexes de C à équivalene onforme près. En fait, la preuve utiliseraseulement la propriété suivante de Ω (qui résulte de la simple onnexité) :(P) Ω est onnexe, et pour toute fontion holomorphe f sur Ω ne s'annulant pas,il existe une fontion holomorphe u telle que u2 = f (i.e. une déterminationholomorphe de la raine arrée de f).3.1. Enoné et preuve du théorème de RiemannThéorème. Soit Ω est un ouvert simplement onnexe de C, ou plus généralementun ouvert satisfaisant la propriété (P) i-dessus. Si Ω est di�érent de C lui-même,alors Ω est onformément équivalent à D. De plus, pour tout point z0 ∈ Ω, il existeun unique biholomorphisme f : Ω → D tel que f(z0) = 0 et f ′(z0) ∈ R∗

+.Démonstration. La démonstration se fait en trois étapes. Dans la première, ondémontre l'uniité de f , et dans les suivantes, l'existene de f . Pour l'existene,on peut évidemment ignorer la ondition f ′(z0) ∈ R∗
+, puisqu'on peut s'y rameneraussit�t en multipliant f par un nombre omplexe λ de module 1.Première étape : uniité de f .S'il existait une deuxième solution g : Ω → D, alors ϕ = g ◦ f−1 : D → D serait unautomorphisme du disque véri�ant ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) ∈ R∗

+. La seule possibilité



168 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannest ϕ = IdD, don f = g.Deuxième étape : on démontre l'existene d'une appliation holomorphe injetive
f0 : Ω → D telle que f0(z0) = 0.Fixons un point a ∈ CrΩ. D'après l'hypothèse (P), il existe une fontion u ∈ O(Ω)telle que u(z)2 = z − a, puisque z − a ne s'annule pas sur Ω. Il est évident quel'on a la propriété suivante :

u(z1) = ±u(z2) ⇒ z1 − a = z2 − a⇒ z1 = z2,en partiulier u est injetive. Posons w0 = u(z0) 6= 0. Le théorème del'appliation ouverte montre que u(Ω) ontient un disque D(w0, ε), ave disons
ε < |w0|. Cependant, u(Ω) ne peut ontenir auun point w1 ∈ D(−w0, ε) sinonil existerait z1 ∈ Ω tel que u(z1) = w1, et par ailleurs il existerait z2 ∈ Ω tel que
u(z2) = −w1 ∈ D(w0, ε). Mais alors on aurait z1 = z2 d'après e qui préède,don u(z1) = u(z2) et w1 = 0, ontradition. Le fait que u(Ω) soit disjoint de
D(−w0, ε) signi�e que |u(z) + w0| > ε pour tout z ∈ Ω, don

f0(z) =
ε/3

u(z) + w0
− ε/3

u(z0) + w0est une appliation injetive telle que f0(z0) = 0 et |f0| 6 2/3 ('est la omposéede u ave une transformation homographique). A fortiori, f0 envoie bien Ω dans Det l'étape 2 est ahevée.Troisième étape. L'objet de ette étape est d'essayer d'� agrandir � l'image
f0(Ω) pour rendre l'appliation à la fois injetive et surjetive. La quantitéaratéristique utilisée pour mesurer l'� étendue � de f(Ω) sera la taille |f ′(z0)|de la dérivée en z0.Pour ela, on onsidère dans O(Ω) la partie

P =
{
f : Ω → D ; f injetive, f(z0) = 0, |f ′(z0)| > |f ′

0(z0)|
}
.C'est une partie non vide de O(Ω) puisque f0 ∈ P. Nous prétendons que P estune partie ompate de O(Ω) pour la topologie de la onvergene uniforme sur lesompats de Ω. En fait, nous avons vu au III 6.3 (Corollaire 2 du théorème deRouhé) qu'une limite f d'appliations injetives fn ∈ P est ou bien injetive oubien onstante. Mais f ne peut être onstante puisque |f ′(z0)| > |f ′

0(z0)| > 0. Demême une limite f d'appliations fn : Ω → D véri�e a priori f : Ω → D, mais si fn'est pas onstante alors f(Ω) est un ouvert don f(Ω) ⊂ D. Cei montre que P estune partie fermée. La ompaité résulte du théorème de Montel, puisque toutesles appliations f ∈ P sont uniformément majorées par 1. Comme l'appliation
O(Ω) → C, f 7→ f ′(z0)est ontinue pour la topologie de la onvergene uniforme, il existe une appliation

F ∈ P qui atteint le maximum du module de la dérivée, telle que
|F ′(z0)| = sup

f∈P

|f ′(z0)|.



Chap. VI: Représentation Conforme 169On va démontrer que F est surjetive. Si e n'est pas le as, il existe un plus petitrayon r ∈ ]0, 1[ tel que F (Ω) ne ontient pas D(0, r), et un point a ∈ D, |a| = r,tel que a /∈ F (Ω). On onsidère l'automorphisme ϕa : D → D tel que
ϕa(z) =

z − a

1 − az
, ϕa(a) = 0.Alors ϕa ◦ F ne s'annule pas et ϕa ◦ F (z0) = ϕa(0) = −a. Soit b ∈ D uneraine arrée omplexe de −a. L'hypothèse (P) implique l'existene d'une fontionholomorphe u : Ω → D telle que u2 = ϕa ◦ F et u(z0) = b. L'injetivité de

F implique elle de u. Posons F1 = ϕb ◦ u = ϕb ◦
√
ϕa ◦ F . C'est enore uneappliation injetive. Nous avons F1(z0) = ϕb(u(z0)) = ϕb(b) = 0 et de plus

u = ϕ−1
b ◦ F1. En notant k : D → D l'élévation au arré, nous trouvons

ϕa ◦ F = u2 = k ◦ u = k ◦ ϕ−1
b ◦ F1,par onséquent

F = ψ ◦ F1 ave ψ = ϕ−1
a ◦ k ◦ ϕ−1

b : D → D.Par onstrution F (z0) = F1(z0) = 0, don ψ(0) = 0. Or ψ n'est pas unautomorphisme de D (du fait que l'élévation au arré k n'est pas injetive), donle lemme de Shwarz implique |ψ′(0)| < 1. Cette inégalité entraîne à son tour
|F ′(z0)| = |ψ′(0)| |F ′

1(0)| < |F ′
1(z0)|,e qui est une ontradition. Cette ontradition implique que F doit êtresurjetive. Le théorème de Riemann est démontré.Remarque. Un alul immédiat donne

ψ′(0) = (ϕ′
a(0))−1 · 2ϕ−1

b (0) · (ϕ−1
b )′(0) = (1 − |a|2)−1 · 2b · (1 − |b|2)don |ψ′(0)| = 2

√
|a|/(1+ |a|). Construisons une suite d'appliations holomorphes

f0, f1, . . . , fn, . . . : Ω → Dà partir de l'appliation f0 dé�nie à l'étape 2, en posant omme i-dessus
fn+1 = λnϕbn

◦
√
ϕan

◦ fn,où an ∈ D est un point omis par fn(Ω), de module minimal, où bn =
√−an, et où

λn est un nombre omplexe de module 1 tel que f ′
n+1(z0) ∈ R∗

+. Nous avons
|f ′
n+1(z0)| = |ψ′

n(0)|−1|f ′
n(z0)| =

1 + |an|
2
√

|an|
|f ′
n(z0)|,et omme la suite |f ′

n(z0)| est bornée, nous en déduisons que le produit in�ni
∏ 1 + |an|

2
√

|an|
=
∏(

1 +
(1 − |an|)2

4|an|

)1/2



170 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannest onvergent. Cei équivaut à la ondition ∑(1 − |an|)2 < +∞, qui entraîne enpartiulier lim |an| = 1.On voit don que l'image fn(Ω) reouvre des disques D(0, |an|) dont la suitedes rayons tend vers 1. Soit gn : D(0, |an|) → Ω l'appliation réiproque. Pourtoute limite de sous-suite f = lim fnk
, on peut supposer, quitte à extraire unesous-suite de la sous-suite, que g = lim gnk

existe et dé�nit une appliationholomorphe g : D → Ω (noter que Ω est onformément équivalent à D, don lesfontions à valeurs dans Ω se omportent omme des fontions bornées). On a alors
(f ◦g)′(0) = lim(fnk

◦gnk
)′(0) = 1, don f ◦g = IdD par le lemme de Shwarz. Ceiimplique que f est une bijetion de Ω sur D, telle que f(z0) = 0 et f ′(z0) ∈ R∗

+.L'uniité de ette fontion entraîne que toutes les sous-suites (fnk
) onvergent versla même limite f , et par onséquent f = lim fn. On obtient ainsi une méthode

〈〈onstrutive � pour trouver l'appliation onforme de Riemann. Cette méthodeest due à Paul Koebe (et a été publiée en 1915). L'argument qualitatif reposantsur la ompaité de P est une réériture moderne de la preuve due à Henri Cartan.3.2. Caratérisation des ouverts simplement onnexes duplanNous énonçons ii une onséquene simple, essentiellement topologique, duthéorème de Riemann.Théorème. Pour un ouvert onnexe Ω du plan omplexe, les propriétés suivantessont équivalentes.(a) Ω est simplement onnexe.(b) H1(Ω,Z) = 0.() Ω n'a pas de trous.(d) Toute appliation holomorphe f dans Ω admet une primitive F holomorphe.(e) Toute appliation holomorphe f dans Ω ne s'annulant pas admet une détermi-nation holomorphe du logarithme log f .(f) Toute appliation holomorphe f dans Ω ne s'annulant pas admet une détermi-nation holomorphe de la raine arrée √
f .(g) Ω est homéomorphe à un disque (ou au plan lui-même, qui est homéomorpheau disque).Remarque. Bien entendu, es propriétés sont elles-mêmes équivalentes au faitque l'ouvert Ω soit biholomorphe à D ou à C, mais 'est là une propriété beauoupplus forte, qui n'est pas de nature topologique.Démonstration. On sait que(a) ⇒ (b) ⇒ (d) ⇒ (e) ⇒ (f) ⇒ (g)La dernière impliation résulte en e�et du théorème de Riemann, qui montre quela propriété (P) = (f) entraîne l'équivalene onforme de Ω au plan ou au disque.



Chap. VI: Représentation Conforme 171La propriété (g) ⇒ (a) est triviale, puisque la simple onnexité est une propriétépurement topologique. Cei montre que les propriétés (a), (b), (d), (e), (f), (g)sont toutes équivalentes.L'impliation () ⇒ (d) résulte du Corollaire de la formule des résidusgénéralisée (f. III 6.2). Prouvons en�n que (b) ⇒ (). Si Ω possède un trou T(omposante onnexe bornée de C r Ω), on montre l'existene d'un yle ontenudans Ω, d'indie non nul par rapport à un point z0 ∈ T , e qui ontredira (b).Prenons un rayon R > 0 tel que T ⊂ D(0, R/2). Alors T est une omposanteonnexe du ompat K = D(0, R) r Ω, don T est l'intersetion d'une suite departies Tn à la fois ouvertes et fermées dans K ('est une propriété bien onnue desespaes métriques ompats : il su�t de prendre pour Tn l'ensemble des pointsqui peuvent être joints à un point de T par une haîne de points de distanesmutuelles 6 2−n situés dans K, f. exerie ??). Nous avons Tn ⊂ D(0, 3R/4)pour n assez grand. Prenons un quadrillage assez �n du plan, de maille < R/10,tel que pour tout arré du quadrillage on ait Tn∩C 6= ∅ ⇒ K∩C ⊂ Tn (l'existenede e quadrillage résulte du fait que Tn est un ouvert de K). Si L est la réunion desarrés qui intersetent Tn, alors L est un voisinage de Tn ontenu dans D(0, R),tel que
Lr Ω = L ∩ (D(0, R) r Ω) = L ∩K ⊂ Tn(puisque L∩K est une réunion de parties K ∩C ontenues dans Tn). Le bord ∂Lest disjoint de Tn, don de L r Ω, par suite ∂L ⊂ Ω. C'est le yle herhé. Sonindie par rapport à tout point z0 ∈ T ⊂ Tn ⊂ L◦ est égal à 1.3.3. Continuité au bord de l'appliation de RiemannNous allons démontrer que lorsque l'ouvert simplement onnexe Ω est su�-samment régulier, l'appliation onforme de Riemann f : Ω → D s'étend en unhoméomorphisme de Ω sur D. La nature de la frontière ∂Ω joue un r�le déisif.Dé�nition. Un point ζ de la frontière ∂Ω d'un ouvert Ω du plan est dit pointfrontière simple si pour toute suite (zk)k∈N dans Ω onvergeant vers ζ il existe unhemin ontinu γ : [0, 1] → Ω ∪ {ζ} et une suite stritement roissante (tk) deréels > 0 tels que γ(t) ∈ Ω pour tout t ∈ [0, 1[, limk→+∞ tk = 1 et γ(tk) = wk pourtout k (de sorte qu'on a aussi γ(1) = ζ).Exemple. Si Ω est onvexe, tout point frontière est simple, il su�t de prendrepour γ un hemin polygonal par moreaux ayant pour sommets les points zk, enparamétrant le segment [zk, zk+1] par l'intervalle [1−2−k, 1−2−k−1] (disons). Auontraire, si Ω = D r [0, 1], il est faile de voir que les points frontières ζ ∈ ]0, 1]ne sont pas simples. Un exemple plus ompliqué est donné par le domaine

0 < x < 1, sin(1/x) − x < y < sin(1/x) + x,dont auun des points frontières x = 0, y ∈ [−1, 1] n'est simple.Proposition. Soit Ω un ouvert simplement onnexe borné du plan, et soit
f : Ω → D une appliation onforme de Ω sur D.



172 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(i) (Koebe) Si ζ ∈ ∂Ω est un point frontière simple, alors f admet un prolongementontinu f à Ω ∪ {ζ}.(ii) (Lindelöf ) Si ζ1, ζ2 ∈ ∂Ω sont deux points frontière simples, et si f estprolongée à Ω ∪ {ζ1, ζ2} omme au (i), alors f(ζ1) 6= f(ζ2).Démonstration. Notons g : D → Ω l'appliation réiproque g = f−1. Comme
f et g sont des homéomorphismes, nous avons néessairement |f(z)| → 1 quand
d(z, ∂Ω) → 0, et d(g(z), ∂Ω) → 0 quand |z| → 1 (ei résulte du fait qu'on a a�aireà des appliations propres).(i) ζ ∈ ∂Ω soit un point frontière simple. Il s'agit de voir que la limite

lim
Ω∋z→ζ

f(z) = w ∈ ∂Dexiste et, pour ela, il su�t par ompaité de D de montrer que f(z) ne peut pasavoir deux valeurs d'adhérene distintes w1 6= w2 dans D quand z → ζ (es valeursd'adhérene étant de toutes façons sur le erle unité ∂D). Supposons que ettesituation se produise. Il existe alors une suite (zk)k>1 dans Ω onvergeant vers ζtelle que f(z2k−1) → w1 et f(z2k) → w2. L'hypothèse que ζ est simple permetde trouver un hemin ontinu γ : [0, 1] → Ω ∪ {ζ} qui relie la suite de points zkave γ(tk) = zk, tkր1. Considérons la ourbe image γ̂ = f ◦ γ : [0, 1[ → D.Cette ourbe a la propriété que limt→1 |γ̂(t)| = 1, mais γ̂(t) admet les deux valeursd'adhérene w1 et w2. De plus g(γ̂(t)) = g ◦ f ◦ γ(t) = γ(t) → ζ quand t → 1.Cei ontredit le lemme i-dessous, puisque g est bornée non onstante.(ii) Supposons au ontraire qu'on ait deux points frontière simples ζ1, ζ2 ∈ ∂Ω enlesquels f(z) admet une même limite w ∈ ∂D. Choisissons des hemins ontinus
γj : [0, 1[→ Ω se prolongeant par ontinuité en t = 1, ave γj(1) = ζj . Le heminimage f ◦γj(t) a pour limite w quand t→ 1, don pour tout r ∈ ]0, r0] ave r0 > 0assez petit, l'ar de erle ∂D(w, r) ∩ D oupe le hemin f ◦ γj en au moins unpoint pj(r) = w(1 − reiθj(r)), θj(r) ∈ ] − π/2, π/2[.Nous avons g(pj(r)) → ζj quand r → 0, don quitte à diminuer r0 si néessaire,nous pouvons supposer |g(p2(r))− g(p1(r))| > 1

2 |ζ2 − ζ1| pour tout r ∈ ]0, r0]. Enintégrant suivant l'ar de erle p1(r)p2(r) ⊂ ∂D(w, r) (qui est de longueur auplus πr), on obtient l'inégalité
|g(p2(r)) − g(p1(r))|2 =

∣∣∣
∫ p2(r)

p1(r)

g′(z)dz
∣∣∣
2

6 πr

∫ p2(r)

p1(r)

|g′(z)|2r dθ,où l'on a posé z = w(1 − reiθ), |dz| = r dθ, et par onséquent
1

4πr
|ζ2 − ζ1|2 6

∫

∂D(w,r)∩D

|g′(z)|2rdθ.Comme l'intégrale
∫ r0

0

dr

∫

∂D(w,r)∩D

|g′(z)|2rdθ = Aire(g(D(w, r0) ∩ D)
)



Chap. VI: Représentation Conforme 173est onvergente puique g est bornée, on aboutit à une ontradition.Lemme (Koebe). Soit h une fontion holomorphe bornée sur un disque D(0, R),telle qu'il existe une ourbe ontinue γ : [0, 1[ → D(0, R) véri�ant limt→1 |γ(t)| = Ret limt→1 h(γ(t)) = ζ existe, mais telle que γ(t) n'a pas de point limite quand t→ 1.Alors la fontion h est onstante, égale à ζ sur D(0, R).Démonstration. Quitte à remplaer h(z) par h(z)−ζ, nous pouvons supposer ζ = 0.Les hypothèses sur γ et la ompaité de D(0, R) entraînent que γ(t) a au moinsdeux valeurs d'adhérene distintes w1 = Reiα1 , w2 = Reiα2 ∈ Γ(0, R) quand
t→ 1. Grâe au théorème des valeurs intermédiaires, l'un au moins des deux arsjoignant w1 et w2 sur le erle Γ(0, R) est balayé par les valeurs d'adhérene de γ(t)quand t→ 1. Quitte à remplaer γ(t) par e−iαγ(t) ave α = (α1 + α2)/2, et h(z)par h(eiαz), on peut supposer que l'ar (w1w2) en question admet le point w = Romme point médian, de sorte que w1 = Reiβ, w2 = Re−iβ où β = (α1 − α2)/2.Fixons un entier s pair tel que 2π/s < |β| et onsidérons la fontion

H(z) =

s−1∏

j=0

h(e2πij/sz)h(e2πij/sz).SoitM = supD(0,R) |h|. Alors H est une fontion holomorphe bornée, majorée par
M2s. Nous allons voir que H est identiquement nulle, e qui entraînera que h elle-même est identiquement nulle. Fixons ε > 0 quelonque. Par hypothèse (ζ = 0),il existe t0 < 1 tel que |γ(t)| > R − ε et |h(γ(t))| 6 ε pour t ∈ [t0, 1[. Grâeaux propriétés des valeurs d'adhérene de γ(t), on peut trouver un moreau duhemin γ, disons γ|[t1,t′1] ave [t1, t

′
1] ⊂ [t0, 1[, qui joint un ertain point r ∈ [R−ε, 1[d'angle polaire nul à un ertain point r′e2πi/s, r′ ∈ [R− ε, 1[, d'angle polaire 2π/s.On forme un hemin γ̂(t) dont l'argument varie de 0 à 2π en reliant

• r e2πijπ/s à r′ e2πi(j+1)π/s par e2πij/sγ|[t1,t′1] si j est pair < s, et
• r′ e2πijπ/s à r e2πi(j+1)π/s par e2πi(j+1)/sγ|[t1,t′1] (onjugué de γ[t1,t′1]

, parouruen sens inverse), si j est impair < s.Sur haque portion du hemin γ̂, il y a un fateur dans H qui est de module 6 ε,don |H(z)| 6 M2s−1ε sur l'image Im(γ̂). Cette image est ontenue dans laouronne R − ε 6 |z| < R, son omplémentaire a don une omposante onnexe
Ωε qui ontient le disque D(0, R − ε). Puisque le bord de Ωε est ontenu dans
Im(γ̂), le prinipe du maximum fournit

sup
D(0,R−ε)

|H| 6 sup
Ωε

|H| 6 sup
Im(̂γ)

|H| 6 M2s−1ε.Comme ε est arbitrairement petit, on en déduit bien H = 0 et h = 0.Théorème. Soit Ω un ouvert simplement onnexe borné du plan, tel que toutpoint frontière de Ω est simple. Alors toute appliation onforme f : Ω → D peutse prolonger en un homéomorphisme de Ω sur D.



174 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. La proposition qui préède montre qu'il existe un prolongementpar ontinuité
f : Ω → D,qui, en outre, est une appliation injetive. Comme l'image f(Ω) est un ompatontenant D, ette image doit être égale à D et par onséquent f est bijetive.La onlusion résulte de e que tout appliation ontinue bijetive d'un espaeompat sur un autre espae ompat est un homéomorphisme.Ce théorème admet un orollaire purement topologique.Corollaire. Si Ω un ouvert simplement onnexe borné du plan, tel que toutpoint frontière de Ω est simple, alors la frontière ∂Ω est une ourbe de Jordan.

(Rappelons qu'on appelle ourbe de Jordan dans le plan toute image homéomorphedu erle unité ).Démonstration. En e�et, la restrition au bord du prolongement ontinu den'importe quelle appliation onforme f : Ω → D induit un homéomorphisme
f : ∂Ω → ∂D, de sorte que γ = (f)−1 : ∂D → ∂Ω est un paramétrage de ∂Ω par leerle unité.Remarque 1. Le paramétrage γ : ∂D → ∂Ω donné par la preuve du orollaireest néessairement d'orientation positive, 'est-à-dire que γ est d'indie +1 parrapport à tout point z0 ∈ Ω. En e�et, si g = f−1 : D → Ω, le laet γ est la limitequand r → 1 des laets γr(t) = g(reit) (de sorte que r 7→ γr, r ∈ [0, 1[, se prolongeen une homotopie en posant γ1 = γ). Si on prend r assez prohe de 1 pour que
g(D(0, r)) ontienne z0, le hangement de variable z = g(w) donne

Ind(γr, z0) =
1

2πi

∫

γr

dz

z − z0
=

1

2πi

∫

Γ(0,r)

g′(w) dw

g(w) − z0
= card(g−1(z0)) = 1d'après la formule des résidus.Remarque 2. Si f0 : Ω → D est une appliation onforme, les autres appliationsonformes f : Ω → D s'obtiennent omme les omposées f = h ◦ f0 par unautomorphisme du disque h, 'est-à-dire une homographie du type

hλ,a(z) = λ
z − a

1 − az
, |λ| = 1, a ∈ D.Or on sait qu'étant donné deux triplets (a1, a2, a3) et (b1, b2, b3) de points deuxà deux distints du erle unité ∂D, il existe une unique homographie h telle que

h(aj) = bj . Une telle homographie préserve néessairement le erle unité ∂D, etpar onséquent ou bien elle envoie D dans D et ∁D dans ∁D, ou bien elle éhange
D et ∁D. On voit aisément que h envoie D dans D si et seulement si les triplets
(a1, a2, a3) et (b1, b2, b3) se suivent dans la même orientation du erle ('est-à-dire si les hemins fermés onstitués de la suession des ars a1a2, a2a3, a3a1,respetivement b1b2, b2b3, b3b1, ont le même indie ε = ±1 par rapport au entre
0 du disque D. Cei résulte de l'invariane de l'indie par homotopie (en glissant
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λ ∈ ∂D vers 1 et a ∈ D vers 0), et du fait que toute homographie qui éhange
D ave ∁D est la omposée d'un automorphisme du disque ave l'homographie
z 7→ 1/z. De là on déduit le résultat suivant :Théorème. Soit Ω un ouvert borné du plan dont tous les points frontière sontsimples. Soient z1, z2, z3 ∈ ∂Ω et w1, w2, w3 ∈ ∂D deux triplets ayant la mêmeorientation (alulée au moyen de l'indie du bord ∂Ω par rapport à un point
z0 ∈ Ω, lorsque e bord est paramétré omme la suession des ars orientés z1z2,
z2z3, z3z1 ). Alors il existe une unique appliation onforme f : Ω → D dont leprolongement par ontinuité au bord f véri�e f(zj) = wj .Remarque 3. Les énonés qui préèdent sont valables non seulement pour desouverts simplement onnexes bornés du plan, mais plus généralement pour desouverts simplement onnexes Ω ⊂ P1

C
tels que le omplémentaire E = P1

C
r Ωsoit d'intérieur non vide. En e�et, si a est un point intérieur à E (ave, disons,

a 6= ∞), alors l'homographie z 7→ 1/(z − a) envoie Ω sur un ouvert borné Ω′ duplan omplexe. Il su�t alors d'appliquer les résultats à Ω′ plut�t que Ω.Remarque 4 (Régularité au bord de l'appliation de Riemann). Onmontrera ultérieurement que si le bord ∂Ω est de lasse Ck, k > 1, alorsl'appliation de Rieman prolongée f est de lasse Ck−1 (et même de lasse Ck−ε)sur Ω. Cette preuve utilisera la relation qui existe entre l'appliation de Riemannet le noyau de Szegö.3.4. Formule de Shwarz-Christo�el(A ompléter !!)(Exemples: uniformisation d'un retangle, fontions elliptiques de Jaobi)4. Revêtements et fontion modulaire4.1. Notion de revêtementEtant donnés deux espaes topologiques X et B, un revêtement X → B peutêtre vu intuitivement omme un espae X onstitué d'un empilement loal deouhes, appelées aussi 〈〈 feuilles 〉〉, loalement homéomorphes à B et homéomor-phes entre elles. Le nombre de feuilles est supposé partout le même. La dé�nitionpréise d'un revêtement est la suivante. Tous les espaes qui interviendront dansette setion seront supposés séparés et loalement onnexes.Dé�nition 1. Soit ρ : X → B une appliation ontinue entre espaes topologiques
(séparés et loalement onnexes ), et soit F un ensemble (onsidéré omme unespae topologique ave la topologie disrète). On dit que ρ : X → B est unrevêtement de �bre typique F si la ondition suivante est satisfaite :(R)Pour tout point y0 dans B, il existe un voisinage ouvert V tel que ρ−1(V )puisse s'érire omme une réunion disjointe ρ−1(V ) =

⋃
j∈F Uj d'ouverts Ujdeux à deux disjoints, j ∈ F , et tel que la restrition ρ|Uj

: Uj → V soit un



176 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannhoméomorphisme pour tout j.Cette ondition implique que ρ−1(V ) est homéomorphe au produit V × F . Un telvoisinage V sera appelé un voisinage adapté (au revêtement ρ). L'espae B estappelé la base du revêtement, X l'espae total du revêtement. Les ouverts Uj sontles feuilles situées au dessus de V .

V

V ′

B

X

ρ

U1

U2

U3

U4

F = {1, 2, 3, 4}

[Nota. Le dessin i-dessus est quelque peu simpliste ; la propriété de revêtementne serait pas véri�ée sur les extrémités gauhe et droite de B telles qu'elles sont�gurées ii . . . ℄On notera que l'on peut toujours rétréir le voisinage V en un voisinage ouvert
V ′ ⊂ V : la dé�nition est alors satisfaite ave U ′

j = Uj ∩ ρ−1(V ′) = (ρ|Uj
)−1(V ′).On dit que le revêtement ρ : X → B est trivial si on peut hoisir V = B, en sorteque X s'identi�e au produit B × F , et ρ à la première projetion B × F → B.Comme B est loalement onnexe, on peut hoisir V onnexe, et les ouverts

Uj sont alors néessairement les omposantes onnexes de ρ−1(V ). On dit queles ouverts Uj sont les feuilles du revêtement au dessus de l'ouvert V . Si F estun ensemble �ni de ardinal N , on dit que ρ est un revêtement à N feuilles (ouenore, un revêtement de degré N).Dé�nition 2. Etant deux donnés deux revêtements ρ : X → B et ρ′ : X ′ → Bde base B, on appelle homomorphisme entre es revêtements tout diagrammeommutatif
X

ϕ−→ X ′ ,

ρց ւ ρ′

Bautrement dit une appliation ontinue ϕ : X → X ′ telle que ρ′◦ϕ = ρ. On dit qu'ils'agit d'un isomorphisme de revêtements si ϕ est un homéomorphisme, et on dit



Chap. VI: Représentation Conforme 177que ϕ est un automorphisme du revêtement ρ : X → B si 'est un isomorphismedu revêtement sur lui-même (X ′ = X et ρ′ = ρ ).Etant donné un homomorphisme ϕ de revêtements, tout point b ∈ B admetun voisinage onnexe V qui est adapté à la fois pour ρ et ρ′, de sorte qu'on a desdéompositions en feuilles
ρ−1(V ) =

⋃

j∈F

Uj , ρ′−1(V ) =
⋃

k∈F ′

U ′
k,et la propriété de ommutation ρ′ ◦ ϕ = ρ implique que ϕ envoie homéomor-phiquement haque feuille Uj sur une ertaine feuille U ′

k(j) via ρ′−1◦ρ. Il en résulteque ϕ(X) est une partie à la fois ouverte et fermée de X ′ ('est une réunion defeuilles ouvertes, et son omplémentaire est la réunion des feuilles ouvertes qui nesont pas atteintes). En partiulier, si X ′ est onnexe, tout homomorphisme derevêtement est néessairement surjetif.On notera G = Aut(ρ) l'ensemble des automorphismes du revêtement
ρ : X → B. C'est lairement un groupe pour la omposition des appliations.On l'appelle le groupe du revêtement. Ce groupe permet de dé�nir une relationd'équivalene R omme suit : x1 Rx2 si et seulement s'il existe un automorphisme
ϕ ∈ Aut(ρ) tel que x2 = ϕ(x1). On note alors X/G l'espae topologique quotient.Il est faile de voir que l'appliation passée au quotient ρ : X/G → B est enoreun revêtement, ave les éléments des �bres identi�és entre eux haque fois qu'unautomorphisme permet de passer de l'un à l'autre.Dé�nition 3. On dit que le revêtement ρ : X → B est galoisien si le groupe
G = Aut(X) agit transitivement sur les �bres ρ−1(y), y ∈ B.Autrement dit, le revêtement ρ est galoisien si ρ : X/G → B est unhoméomorphisme ; on a alors B ≃ X/G et ρ s'identi�e à l'appliation de passageau quotient X → X/G. On notera qu'un revêtement trivial B × F → B de base
B onnexe est galoisien de groupe SF = ensemble des permutations de F . Cetexemple est assez atypique dans la mesure où X n'est pas onnexe (si cardF > 2),et où le groupe G = SF a éventuellement plus d'éléments que les �bres elles-mêmes(si cardF > 3). Cei ne se produit pas si X et B sont onnexes :Proposition. Si ρ : X → B est un revêtement d'espae total X onnexe, alorsdeux automorphismes ϕ, ψ qui oïnident en un point x0 ∈ X sont égaux. Enpartiulier, pour haque �bre ρ−1(y), l'appliation

G→ ρ−1(y), x 7→ ϕ(x)est injetive et cardG 6 card ρ−1(y).Démonstration. En e�et l'ensemble A = {x ∈ X ; ϕ(x) = ψ(x)} est un fermé, et'est aussi un ouvert du fait de la propriété d'homéomorphie loale de ρ qui faitque si ϕ, ψ oïnident en un point d'une feuille onnexe Uj , alors il oïnident sur
Uj toute entière.



178 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLa proposition préédente montre que G = Aut(ρ) agit sans point �xe sur X ,'est-à-dire que seul l'automorphisme identique a des points �xes. Inversement :Théorème. Soit X un espae onnexe (loalement onnexe et séparé ), et G ungroupe disret agissant ontinûment sur X, 'est-à-dire enore un groupe d'homéo-morphismes de X. On dit que le groupe agit proprement sans point �xe si laondition suivante est satisfaite : pour tout point x0 ∈ X, il existe un voisinageouvert U tel que les images ϕ(U), ϕ ∈ G, soient deux à deux distintes. Si 'est leas, alors l'appliation de passage au quotient ρ : X → B = X/G (par la relation
x1 Rx2 si et seulement si x2 = ϕ(x1) pour un ertain ϕ ∈ G ) est un revêtementgaloisien de groupe G.Démonstration. La preuve est très faile et les détails seront laissés au leteur.Si U est un voisinage ouvert omme dans la dé�nition, alors V = ρ(U) est unvoisinage ouvert adapté de y0 = ρ(x0) ∈ X/G, et ρ−1(V ) =

⋃
ϕ∈G ϕ(U).Exemple 1. L'appliation exponentielle ρ : C → C∗, z 7→ ez identi�e C∗au quotient C/2πiZ. C'est un revêtement galoisien de groupe Z, dont lesautomorphismes sont les translations z 7→ z + 2πik, k ∈ Z.Exemple 2. De même, pour tout entier n, l'appliation ρn : C∗ → C, z 7→ znest un revêtement. Le groupe du revêtement est onstitué des automorphismes

z 7→ uz, un = 1, et don isomorphe au groupe Z/nZ des raines n-ièmes del'unité.Exemple 3. Soit P ∈ C[z] un polyn�me de degré d > 1 (i.e. non onstant).Le polyn�me dérivé P ′ possède un ertain nombre de raines r1, . . . rN (ave
N 6 d − 1), et on onsidère les valeurs ritiques de P qui sont par dé�nition
cj = P (rj). Alors la restrition ρ de P dé�nie par

ρ : C r P−1({c1, . . . , cN}) −→ C r {c1, . . . , cN}, z 7→ P (z)est un revêtement à d feuilles : en e�et, pour w ∈ C, w 6= cj , on a P ′(z) 6= 0 (sinonon aurait z = rj et don w = P (z) = cj pour un ertain j), don les raines de
P (z)−w = 0 sont des raines simples. Il y a par onséquent exatement d raines,et le théorème d'inversion loale montre failement que ρ est un revêtement. Engénéral, pour d > 3, e revêtement n'est pas galoisien. Si on prend par exemple
P (z) = z3 − 3z, alors les raines de P ′(z) = 3(z2 − 1) sont ±1 et les valeursritiques c1 = −2, c2 = 2 sont telles que P−1(−2) = {1,−2} et P−1(2) = {−1, 2}.On obtient ainsi un revêtement à 3 feuilles

ρ : C r {1, 2,−1,−2} → C r {2,−2}, z 7→ z3 − 3zqui n'est pas galoisien. Pour le voir on observe que le groupe d'un tel revêtementest préisément onstitué des homographies de P1
C
qui préservent l'ensemble �ni

E = P−1({c1, . . . , cN}) ∪ {∞} : l'espae C r P−1({c1, . . . , cN}) = P1
C

r Eadmet E omme ensemble de bouts, son ompati�é par les bouts est donla sphère de Riemann, et les automorphismes du revêtement s'étendent en des
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C
qui doivent être holomorphes. Or il est élémentaire devéri�er que les seules homographies qui permutent non trivialement {1, 2,−1,−2}sont z 7→ ±z et z 7→ ±2/z (f. § 1.4), et que le seul automorphisme du revêtementest l'appliation identique. Du fait que ρ se prolonge en l'appliation P : C → Cdont les �bres ne sont plus de ardinal onstant � deux des 3 feuilles � serejoignent � au dessus des points w = c1, c2 où on a des raines P (z) = w doubles� on dit que P réalise un � revêtement rami�é � à d feuilles.On notera que si ρ : X → B est un revêtement et B′ une partie de B, alors enposant X ′ = ρ−1(B′), l'appliation induite

ρ′ = ρ|X′ : X ′ → B′est enore un revêtement. On l'appelle la restrition du revêtement à B′ ⊂ B.Dans les exemples 1 et 2 qui préèdent, on peut se restreindre par exemple audisque pointé D(0, r) r {0}, e qui donne les revêtements
ρ : {Re z < ln r} → D(0, r) r {0}, z 7→ ez

ρn : D(0, r1/n) r {0} → D(0, r) r {0}. z 7→ zn.Tous es exemples sont des revêtements holomorphes. De façon générale, on parlede revêtement di�érentiable, holomorphe, et, si l'appliation ρ est di�érentiable,holomorphe, et.Théorème de relèvement. Soit ρ : X → B un revêtement de base B loalementonnexe par ars, S un espae simplement onnexe et s0 un point de S. Pourtoute appliation ontinue f : S → B et tout point x0 ∈ X tel que ρ(x0) = f(s0),il existe une unique appliation f̃ : S → X, appelée relèvement de f dans X, telleque
ρ ◦ f̃ = f et f̃(s0) = x0.Cei peut se visualiser par le diagramme suivant

X ∋ x0

∃ f̃ր ↓ ρ
s0 ∈ S −→

f
B ∋ f(s0).Démonstration. Uniité. S'il existait deux relèvements f̃1 et f̃2, l'ensemble Edes s ∈ S tels que f̃1(s) = f̃2(s) serait à la fois ouvert et fermé. En e�et, si

x = f̃1(a) = f̃2(a), il existe un voisinage U de x qui s'envoie homéomorphiquementsur un voisinage V de ρ(x) = f(a) par ρ, et par ontinuité, il existe un voisinage
W de a dans S tel que f̃1(W ) ⊂ U et f̃2(W ) ⊂ U . Comme ρ ◦ f̃1 = ρ ◦ f̃2 = f , eiimplique f̃1 = f̃2 surW , par suite E est ouvert. Le fait que E soit fermé résulte dee que l'espae X est supposée séparé. Comme s0 ∈ E, la onnexité de S entraîne
E = S, et l'uniité est démontrée. Pour démontrer l'existene, nous proédons entrois étapes.
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S = [0, 1] et s0 = 0. Comme l'image f(S) = f([0, 1]) est ompate, ilexiste un reouvrement �ni de f(S) par des ouverts onnexes Vℓ pour lesquels
ρ−1(Vℓ) =

⋃
j∈F Uℓ,j où ρ|Uℓ,j

: Uℓ,j → Vℓ est un homéomorphisme. Quitte àprendre une subdivision [k/N, (k + 1)/N ] assez �ne de [0, 1], on peut supposerque f([k/N, (k+1)/N ]) est entièrement ontenu dans un ertain ouvert Vℓ(k) pourtout k = 0, 1, . . . , N − 1. On montre alors qu'on peut hoisir par réurrene sur kun indie j(k) tel que
f̃ = (ρ|Uℓ(k),j(k)

)−1 ◦ f en restrition à [k/N, (k + 1)/N ].Pour k = 0, on hoisit j(0) en sorte que x0 ∈ Uℓ(0),j(0), e qui est possible puisque
ρ(x0) = f(s0) = f(0) ∈ Vℓ(0).Ce hoix donne bien f̃(0) = x0. Supposons maintenant que f̃ ait déjà été onstruitesur [(k−1)/N, k/N ], k > 1. On hoisit alors j(k) en sorte que f̃(k/N) ∈ Uℓ(k),j(k),e qui est possible puisque ρ(f̃(k/N)) = f(k/N) ∈ Vℓ(k). On voit alors que f̃ sereolle en une fontion ontinue sur [0, 1].Existene, deuxième étape : as du arré S = [0, 1]2, s0 = (0, 0). La preuve esttout à fait analogue à elle du segment [0, 1]. On utilise ette fois un quadrillageassez �n de sorte que haque petit arré C du quadrillage s'envoie sur f(C) ⊂ Vℓ,puis on relève onséutivement les arrés adjaents ligne par ligne, en partant duarré qui ontient s0 = (0, 0).Existene, as général (S simplement onnexe quelonque ). Puisque S est onnexepar ars, on peut hoisir pour tout s ∈ S un hemin γ : [0, 1] → S tel que γ(0) = s0et γ(1) = s. D'après la première étape appliquée à g = f ◦ γ : [0, 1] → B, il existeune unique fontion g̃ : [0, 1] → X telle que g̃(0) = x0 et ρ ◦ g̃ = g = f ◦ γ :

X ∋ x0

∃ g̃ր ↓ ρ
0 ∈ [0, 1] −→ B ∋ g(0) = f(s0).

g = f ◦ γOn dé�nit alors f̃(s) = g̃(1), de sorte que ρ ◦ f̃(s) = g(1) = f ◦ γ(1) = f(s). Ilfaut véri�er que l'image f̃(s) ne dépend pas du hemin γ hoisi pour e�etuer lerelèvement. Si γ′ est un autre hoix, l'hypothèse de simple onnexité de S entraînel'existene d'une homotopie
h : [0, 1] × [0, 1] → Stelle que h(0, t) = γ(t), h(1, t) = γ′(t), g(u, 0) = s0, h(u, 1) = s pour tous

t, u ∈ [0, 1]. D'après la deuxième étape appliquée à G = f ◦ h : [0, 1]2 → B,il existe un relèvement G̃ de G tel que G̃(0, 0) = x0 :
X ∋ x0

∃ G̃ր ↓ ρ
(0, 0) ∈ [0, 1]2 −→ B ∋ G(0, 0) = f(s0).

G = f ◦ h



Chap. VI: Représentation Conforme 181L'uniité implique que G(0, t) = g̃(t) et G(1, t) = g̃ ′(t) = relèvement de f ◦ γ′.Mais omme ρ ◦ G̃(u, 1) = G(u, 1) = s = onstante, la fontion u 7→ G̃(u, 1) estonstante, e qui entraînẽ
g(1) = G(0, 1) = G(1, 1) = g̃ ′(1).La ontinuité de f̃ se déduit aisément de ette observation et du fait que B estloalement onnexe par ars.Exemple. Comme l'appliation exp : C → C∗ est un revêtement, on retrouve ainsil'existene d'un relèvement f̃ tel que exp(f̃) = f pour toute appliation ontinue

f : S → C∗ dé�nie sur un espae S simplement onnexe. Autrement dit, f possèdeune détermination ontinue f̃ = log f de son logarithme omplexe. Idem pour lesraines n-ièmes n
√
f . On voit ii que es propriétés étaient des faits purementtopologiques.Corollaire 1. Soit X un espae simplement onnexe et loalement onnexe, et Gun groupe opérant proprement sans point �xe sur X. Considérons la projetion

ρ : X → X/G et un point base x0 ∈ X. On a alors un isomorphisme anonique
π1(X/G, ρ(x0)) ≃ G.Démonstration. Nous dé�nissons une appliation Ψ : G→ π1(X/G, ρ(x0)) ommesuit. Pour tout g ∈ G, on hoisit un hemin γ : [0, 1] → X tel que γg(0) = x0et γg(1) = g · x0. Alors ρ ◦ γg : [0, 1] → X/G est un laet basé en ρ(x0), puisque

ρ(g · x0) = ρ(x0). On dé�nit Ψ(g) = (ρ ◦ γg)ˆ omme la lasse d'homotopie de
ρ◦γg. Cei ne dépend pas du hoix de γg, puisque tous les hemins sont homotopesdans X d'après l'hypothèse de simple onnexité. Considérons le hemin onaténé
γg · (g ◦ γg′) qui joint x0 à gg′ · x0 en passant par le point intermédiaire g · x0, etobservons que ρ ◦ g ◦ γg′ = ρ ◦ γg′ . On voit alors que

Ψ(gg′) = (ρ ◦ γg)ˆ· (ρ ◦ γg′)ˆ= Ψ(g)Ψ(g′),'est-à-dire que Ψ est un homomorphisme de groupes.Comme ρ : X → X/G est un revêtement, la propriété de relèvement entraîneque tout laet γ basé en ρ(x0) se relève en un ertain hemin γ joignant x0 à unpoint x1 tel que ρ(x1) = ρ(x0). Mais alors x1 = g · x0 pour un ertain g ∈ G,don γ̇ = (ρ ◦ γ)ˆ = Ψ(g) et on voit que Ψ est surjetive. Montrons en�n que
Ψ est injetive : si Ψ(g) = (ρ ◦ γg)ˆ = 1, le hemin γ = ρ ◦ γ : [0, 1] → X/Gest homotope au laet trivial par une ertaine homotopie h : [0, 1]2 → X/G. Onsait que ette homotopie se relève en une homotopie h : [0, 1] → X qui relie
γ à un hemin de projetion onstante par ρ, don onstant. Par onséquent
x0 = γ(0) = γ(1) = g · x0, e qui implique g = 1 du fait que G agit sans point�xe.Corollaire 2. Si X est un espae simplement onnexe, tout revêtement ρ : X → Best galoisien, et le groupe d'automorphismes G = Aut(ρ) s'identi�e à π1(B, b0).



182 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. Etant donné b0 ∈ B et deux éléments x0, x1 de la �bre ρ−1(b0),le théorème de relèvement implique l'existene d'un diagramme ommutatif
X ∋ x1

∃ ϕր ↓ ρ
x0 ∈ X −→

ρ
B ∋ b0.Par éhange des r�les de x0 et x1 et uniité du relèvement, on voit que ϕ estun automorphisme de X . Le groupe G = Aut(ρ) agit transitivement sur les�bres, don ρ est galoisien et B ≃ X/G. Le orollaire 1 fournit un isomorphismeanonique π1(B, b0) ≃ G.Un onept très important de revêtement est elui de revêtement universeld'un espae, à savoir par dé�nition un revêtement dont la base est l'espae donnéet dont l'espae total est simplement onnexe. On va voir que 'est en fait le �plus grand � revêtement onnexe possible de la base.Dé�nition 4. Soit B un espae topologique onnexe. On dit que π : B̃ → B est lerevêtement universel de B si 'est un revêtement et si B̃ est simplement onnexe.Théorème. Soit B un espae topologique onnexe.(i) Le revêtement universel, s'il existe, est unique à isomorphisme près derevêtement.(ii) Si la base B est loalement simplement onnexe ('est-à-dire si tout point de Badmet un système fondamental de voisinages ouverts simplement onnexes ),alors le revêtement universel B̃ existe.(iii)Si B̃ existe et si B = B̃/G ave G = π1(B, b0), tout revêtement onnexe

ρ : X → B admet une fatorisation
B̃ → B̃/H ≃ X

ρ−→ B̃/G ≃ Bpour un ertain sous-groupe H ⊂ G. Le revêtement ρ est galoisien si et seule-ment si H est un sous-groupe distingué de G, et son groupe d'automorphismess'identi�e alors à G/H. En général, Aut(ρ) s'identi�e à NH/H où NH est lenormalisateur de H dans G.Démonstration. (i) L'uniité à isomorphisme près résulte failement du théorèmede relèvement, et du fait que tout relèvement entre deux revêtements universels
B̃1 et B̃2 va donner un isomorphisme.(ii) Supposons que B soit loalement simplement onnexe et �xons un point base
b0 ∈ B. On dé�nit un ensemble B̃ omme l'ensemble des ouples (b, γ̇) où b ∈ Bet où γ̇ est une lasse d'homotopie de hemin reliant b0 à b, muni de la premièreprojetion ρ : B̃ → B. Si V est un voisinage simplement onnexe d'un point b ∈ B,on onsidère l'ensemble F de toutes les lasses d'homotopie de hemins reliant b0à b. Soit b′ ∈ V . On utilise le fait qu'il existe une seule lasse d'homotopie d'ar



Chap. VI: Représentation Conforme 183reliant b à b′ dans V . Cei permet de dé�nir pour haque γ̇ ∈ F une feuille Uγ̇ ⊂ B̃onstitué des paires
(b′, γ̇ ·

⌢

bb′), b′ ∈ V,où ⌢

bb′ est l'unique lasse d'homotopie d'ar reliant b à b′ dans V . Les feuilles Uγ̇sont alors disjointes et en bijetion ave V . On munit B̃ de la topologie dont lesouverts sont les réunions d'ouverts des di�érentes feuilles Uγ̇ (ave la topologieinduite par la bijetion ave V ). Il est lair que ρ : B̃ → B est un revêtement de�bre typique F (et que F est en bijetion ave π1(B, b0)). On voit aussi que B̃ estsimplement onnexe, en e�et si γ̃ est un laet de base b̃0 et γ = ρ ◦ γ̃ son image, lefait que γ̃(1) = γ̃(0) = b̃0 signi�e préisément que γ est homotope au laet trivialbasé en b0, et ette homotopie doit se relever à γ̃.(iii) Soit ρ : X → B un revêtement quelonque d'espae total X onnexe. Fixonsun point b0 ∈ B et des points b̃0 ∈ B̃ et x0 ∈ X tels que π(b̃0) = ρ(x0) = b0.Comme B̃ est simplement onnexe, nous savons qu'il existe un relèvement
π̃ : B̃ → X tel que ρ ◦ π̃ = π et π̃(b̃0) = x0.

X ∋ x0

∃ π̃ր ↓ ρ
b̃0 ∈ B̃ −→

π
B ∋ b0.Alors π̃ est un homomorphisme de revêtements, et omme X est onnexe, ethomomorphisme est surjetif. Il est faile de voir que π̃ est lui-même un revêtementet que H = Aut(B̃ → X) est un sous-groupe de G = Aut(B̃ → B) puisque lapropriété π̃ ◦ ϕ = π̃ entraîne π ◦ ϕ = π en omposant ave ρ. On a don uneidenti�ation

ρ : X = B̃/H −→ B = B̃/G.Par le théorème de relèvement, tout automorphisme f de Γ := Aut(ρ : X → B) serelève en un automorphisme f̃ de G = Aut(π : B̃ → B). Les �bres de π̃ sont lesorbites H · b̃ de H. Le relèvement f̃ doit néessairement permuter es orbites, i.e.
f̃ ·H · b̃ = H · f̃ · b̃,par onséquent f̃ ·H = H · f̃ et f̃ est dans le normalisateur NH de H. Inversement,si 'est le as, l'homéomorphisme f̃ permute les �bres de π̃ et induit donun automorphisme f ∈ Γ. Le noyau de NH → Γ est H lui-même (l'égalité

f̃ ·H · b̃ = H · b̃ équivaut à f̃ ∈ H), don Γ ≃ NH/H. Pour que le revêtement ρsoit galoisien, il faut que le groupe NH/H agisse transitivement sur les �bres de
ρ, et omme elles-i sont en bijetion ave G/H, il faut que NH = G, autrementdit il faut (et il su�t) que H soit un sous-groupe distingué de G.



184 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann4.2. Fontion modulaire λPour tout entierm > 2, on dé�nit le sous-groupe de ongruene Γm de PSL2(Z)par
Γm =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) ; a, d ≡ 1 mod m, b, c ≡ 0 mod m.} /{+Id,− Id}.Il s'agit d'un sous-groupe distingué de PSL2(Z), puisque 'est le noyau del'homomorphisme évident PSL2(Z) → PSL2(Z/mZ). En partiulier Γ2, qui on-siste en l'ensemble des matries de oe�ients a, d impairs et b, c pairs, est un sous-groupe de PSL2(Z). Comme PSL2(Z) est lui-même un sous-groupe de PSL2(R)et que elui-i s'identi�e au groupe Aut(H) des automorphismes du demi-plan dePoinaré, on a une ation naturelle
Γ2 × H → H,

((
a b
c d

)
, z

)
7→ az + b

cz + d
.On va voir que l'ation de Γ2 sur H possède une domaine fondamental Q qui estdélimité par les demi-droites Re z = +1, Re z = −1 et l'extérieur des erles deentres z = ±1/2 et de rayon 1/2, à savoir de façon préise le domaine

Q =
{
z ∈ H ; −1 < Re z 6 1, |z − 1/2| > 1/2, |z + 1/2| > 1/2

}
.Ce domaine est �guré i-dessous en gris, on a noté Q+ = Q ∩ {Re z > 0},

Q− = Q ∩ {Re z < 0}.

−1 0 1

Q− Q+

Proposition. Le groupe Γ2 et son ation sur H possèdent les propriétés suivantes.(i) Γ2 est engendré par les deux transformations z 7→ z + 2 et z 7→ z/(2z + 1),orrespondant respetivement aux matries
(

1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 1

)
.



Chap. VI: Représentation Conforme 185(ii) Γ2 agit proprement et sans point �xe sur H.(iii)Q est un domaine fondamental pour l'ation de Γ2 dans H, 'est-à-dire que lesparties γ(Q), γ ∈ Γ2, sont deux-à-deux disjointes, et H =
⋃
γ∈Γ2

γ(Q).Démonstration. (i) Posons
A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
1 0
2 1

)
, M =

(
a b
c d

)
.ave ad− bc = 1, a, d impairs, b, c pairs. Nous avons

M ′ = MAk =

(
a b+ 2ka
c d+ 2kc

)
, M ′′ = M ′Bℓ =

(
a′ + 2ℓb′ b′

c′ + 2ℓd′ d′

)
.En hoisissant k onvenable, on se ramène à b′ = b + 2ka tel que |b′| < |a| (il nepeut y avoir égalité du fait les oe�ients a et b n'ont pas même parité). Puis,si b′ 6= 0, on peut hoisir ℓ onvenable pour se ramener à a′′ = a′ + 2ℓb′ tel que

|a′′| < |b′| < |a|. Cei montre qu'on peut multiplier M à droite par un produit depuissanes onvenables de A et B a�n de se ramener à une matrie M telle que
b = 0. Une telle matrie M véri�e ad = 1, don a = d = ±1. Quitte à hanger Men −M , on peut supposer a = d = 1, b = 0, et omme c = 2p est pair, on a alors
M = Bp. Cei montre que A et B engendrent Γ2.(ii) Si z ∈ H est un point �xe de M ∈ Γ2, M 6= ± Id, l'équation hM (z) = z s'érit
az + b = z(cz + d), 'est-à-dire

cz2 + (d− a)z − b = 0.Si c = 0, hM est de la forme hM (z) = z + 2p, p 6= 0, et n'a pas de point�xe. Si c 6= 0, il s'agit d'une équation du seond degré et le disriminant
∆ = (d − a)2 + 4bc = (a + d)2 − 4 est positif ou nul si a + d 6= 0 (ar a + dest pair). Dans e as les raines sont réelles et il n'y a don pas de point �xedans H. Si d = −a, if vient a2 = −ad = −bc− 1 ≡ −1 mod 4, e qui impossible.Cei montre que Γ2 agit sans point �xe.(iii) Montrer que γ1(Q) est disjoint de γ2(Q) pour γ1 6= γ2 revient à montrer que
γ(Q) est disjoint de Q pour γ 6= Id. Posons γ = hM . Si c = 0 alors γ(z) = z + 2p,
p 6= 0. Par onséquent γ est une translation horizontale de veteur 2p + 0i ave
|2p| > 2 et il est évident que γ(Q) ∩Q = ∅.Si c 6= 0, nous a�rmons que |cz + d| > 1 pour tout z ∈ Q. Sinon le disque
|cz + d| 6 1 de entre −d/c et de rayon |1/c| 6 1/2 renontre Q, et la dé�nitionde Q implique que e disque doit ontenir l'un des trois points z0 = −1, z0 = 0 ou
z0 = 1 en son intérieur. Mais alors |cz0 + d| < 1, e qui est ontraditoire puisque
cz0 + d est un entier impair. La formule

Im(hM (z)) =
Im z

|cz + d|2implique don Im(hM (z)) < Im z pour tout z ∈ Q. Cependant, la matrie M−1a elle aussi un oe�ient c 6= 0, et on a de même Im(h−1
M (w)) < Imw pour tout
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w ∈ Q. Cei entraîne la non existene d'un point z ∈ Q tel que w = hM (z) ∈ Q,ar sinon on aurait à la fois Imw < Im z et Im z = Im(h−1

M (w)) < Imw. Dans tousles as nous avons γ(Q) ∩Q = ∅ pour γ 6= Id.Montons maintenant que H =
⋃
γ∈Γ2

γ(Q). Fixons w ∈ H. Comme Imw > 0il existe seulement un nombre �ni de ouples d'entiers c, d tels que |cw+d| 6 1, ene�et ette inégalité implique |c| 6 1/ Imw, puis |d| 6 1+c|w| 6 1+ |w|/ Imw. Paronséquent, tous les points de l'orbite Γ2w ont une partie imaginaire inférieure àelle de w sauf un nombre �ni, e qui montre l'existene dans ette orbite d'unpoint w0 de partie imaginaire maximale. Quitte à translater w0 par l'une destranslations z 7→ z + 2p, p ∈ Z, nous pouvons supposer −1 < Rew0 6 1. Nousavons néessairement | ± 2w0 + 1| > 1, sinon l'image de w0 par z 7→ z/(±2z + 1)serait de partie imaginaire stritement supérieure à elle de w0. Cei montre que
w0 ∈ Q, à moins que w0 appartienne au demi-erle H ∩ {|2z + 1| = 1} de entre
−1/2 et de rayon 1/2. Dans e as, le point w1 = w0/(2w0+1) est sur le demi-erleimage, qui est le demi-erle de diamètre [0, 1], et on a bien w1 ∈ Q. Cei montreque toute orbite ontient un point de Q, et par onséquent H =

⋃
γ∈Γ2

γ(Q).Il reste à voir que tout point w0 ∈ H possède un voisinage ouvert V tel que lesimages γ(V ), γ ∈ Γ2 soient deux à deux disjointes. D'après e qui préède, il su�tde le faire pour w0 ∈ Q. Le résultat est lair si w0 ∈ Q◦ (intérieur de Q), puisqu'onpeut prendre V = Q◦ dans e as. Restent les as des points du demi-erle dediamètre [0, 1] et de la demi-droite Re z = 1. Pour traiter le as où Rew0 = 1, onobserve que le translaté τ(Q) par la translation z 7→ z+1 (qui n'est ependant pasdans Γ2 ! ) est enore un domaine fondamental de Γ2, du fait que
τ ◦ hM ◦ τ−1(z) =

a(z − 1) + b

cz + d
+ 1 =

(a+ c)z + b+ (d− a)

cz + d

entraîne τΓ2τ
−1 = Γ2. On prend alors V = τ(Q◦). Le as du demi-erle dediamètre [0, 1] se ramène à elui de la demi-droite Re z = −1, puisque e demi-erle est préisément l'image de {Re z = −1} par l'homographie z 7→ z/(2z + 1).Lorsque Rew0 = −1, il est lair qu'on peut prendre V = τ−1(Q◦).

Il est peut-être plus parlant de visualiser le pavage du demi-plan supérieurdé�ni par le groupe Γ2. Le shéma i-dessous représente les images γ(Q) dudomaine fondamental par les di�érents éléments γ ∈ Γ2.



Chap. VI: Représentation Conforme 187

Et voii une image isomorphe du même pavage sur le disque unité, obtenue aumoyen de la transformation onforme ψ : H → D, w 7→ (w − i)/(w + i).

Théorème. Il existe une fontion, dite � fontion modulaire � λ : H → C r {0, 1}qui véri�e :(i) λ est holomorphe ;



188 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann(ii) λ est Γ2-invariante, i.e. pour tout γ ∈ Γ2, λ ◦ γ = λ ;(iii) l'appliation induite λ̃ : H/Γ2 → C r {0, 1} est un homéomorphisme.Autrement dit, l'appliation λ : H → C r {0, 1} est un revêtement de groupe Γ2,et omme H est simplement onnexe, 'est le revêtement universel de C r {0, 1}.Démonstration. La onstrution de λ est une onséquene assez simple duthéorème de Riemann et du prinipe de ré�exion de Shwarz.Première étape: onstrution de λ sur Q+.L'ouvert (Q+)◦ est simplement onnexe, et tous ses points frontière sontsimples. D'après le théorème de l'appliation onforme de Riemann, il existe uneappliation biholomorphe (Q+)◦ → D, et le théorème �nal du § 3.3 montre que l'onpeut hoisir ette appliation de sorte que le prolongement ontinu F : Q+ → Hvéri�e F (0) = 0, F (1) = 1, F (∞) = ∞ (voir aussi la Remarque 3). Pour ela,il faut véri�er que le triplet (0, 1,∞) a la même orientation sur ∂Q+ ∪ {∞} etsur ∂H ∪ {∞} (à savoir en l'ourrene l'orientation d'indie +1). Cei résulted'un argument d'homotopie évident, en alulant les indies par rapport à unpoint z0 ∈ Q◦
+. On prend tout simplement λ = F sur Q+.Deuxième étape: extension de λ à Q.D'après e qui préède, F envoie les demi-droites [0,∞) et [1,∞) de ∂Q+ surles demi-droites [0,∞) et [1,∞) de l'axe réel, et le demi-erle de diamètre [0, 1]dans ∂Q+ sur le segment [0, 1] ⊂ R. Le fait que F prenne des valeurs réellessur ∂Q+ nous permet d'appliquer le prinipe de ré�exion de Shwarz. De façonpréise, on pose

λ(z) = F (z) si z ∈ Q+,

λ(z) = F (−z) si z ∈ Q−.Du fait que F est réelle sur ∂Q+, les deux dé�nitions se reollent sur la demi-droite
iR+ = [0,∞] ⊂ ∂Q+. La fontion λ est ainsi bien dé�nie sur Q, et le prinipe deré�exion de Shwarz montre qu'elle est holomorphe sur l'intérieur Q◦ du domainefondamental.Troisième étape: extension de λ à H.D'après la deuxième étape, on a

λ(−1 + iy) = F (1 + iy) = F (1 + iy) si y ∈ R+,toujours du fait que F est réelle sur ∂Q+. Cei montre qu'on peut reoller λ parpériodiité vis à vis de la translation τ(z) = z+2, en posant λ(τk(z)) = λ(z) pour
z ∈ Q. Il reste à examiner le omportement de F vis-à-vis de l'autre générateur
σ(z) = z/(2z + 1) du groupe Γ2. Ii enore, on va pouvoir poser

λ(σ(z)) = λ(z)pour tout z ∈ Q, ar l'intersetion Q ∩ σ(Q) se réduit au demi-erle C+ dediamètre [0, 1], qui est l'image par σ du demi-erle C− de diamètre [0,−1]. Pour
z = −1

2 + 1
2e

iθ ∈ C−, θ ∈ [0, π], il est faile de onstater que
σ(z) =

−1
2
(1 − eiθ)

eiθ
=

1

2
(1 − e−iθ) = −z ∈ C+,



Chap. VI: Représentation Conforme 189don on a bien λ(σ(z)) = λ(z) sur les points pour lesquels on dispose déjà de deuxdé�nitions. Pour onlure, tout point w ∈ H s'érit omme l'image w = ϕ(z) d'unpoint z ∈ Q sous l'ation d'un élément
ϕ = σn1τp1σn2τp2 . . . σnkτpk ∈ Γ2, nj , pj ∈ Z,et on dé�nit alors

(∗) λ(w) = λ(ϕ(z)) = λ(z).Ce hoix fournit éventuellement plusieurs dé�nitions simultanées de λ(w) lorsque
z ∈ ∂Q+, en fontion de l'ar de erle (−1, 0), (0, 1) ou de la demi-droite
(∞,−1), (1,∞) à laquelle z appartient. Suivant le as, z′ = σ(z), z′ = σ−1(z),
z′ = τ(z) ou z′ = τ−1(z) appartient enore à ∂Q, et d'après e que avons vuon a λ(z′) = λ(z) dans haun des as. Par onséquent la dé�nition (∗) estnon ambigue. Grâe au prinipe de ré�exion de Shwarz, on voit que λ estholomorphe sur H tout entier. On véri�e aisément que λ est une bijetion de Q sur
λ(Q) = C r {0, 1}. Cei implique que l'appliation induite λ̃ : H/Γ2 → C r {0, 1}est un homéomorphisme.Remarque. Les �bres λ−1(w) de la fontion modulaire λ : H → C r {0, 1} sontles orbites Γ2 · z de l'un quelonque des antéédents de w par λ. Or, es orbitessont loalement �nies dans H, mais elles admettent R∪{∞} omme l'ensemble deleurs valeurs d'adhérene. En e�et, tout réel x0 peut être approhé d'aussi prèsque l'on veut par un rationnel a/c qui est un quotient d'un entier a impair parun entier c pair (on peut même supposer que a et c sont premiers entre eux, parexemple en prenant pour c une puissane de 2). L'identité de Bezout impliquealors l'existene d'entiers b, d tels que ad− bc = 1, et les matries

(
a ka+ b
c kc+ d

)
, k ∈ Ndé�nissent des éléments de PSL2(Z) tels que les images (az+ka+ b)/(cz+kc+d)tendent vers a/c quand k → +∞. En partiulier les zéros de λ(z) − w admettentdes points d'aumulation en tout point de l'axe réel, et ei entraîne que λ ne peutadmettre de prolongement holomorphe sur auun voisinage V d'un point x0 ∈ R.4.3. Nouvelle démonstration des théorèmes de PiardNous allons voir ii que l'existene de la fontion modulaire fournit une nouvelledémonstration assez simple des théorèmes de Piard.Petit théorème de Piard. Si f ∈ O(C) est une fontion holomorphe nononstante, alors f omet au plus une valeur du plan omplexe.Démonstration. Supposons que f omette deux valeurs distintes w1, w2 ∈ C.Après transformation de f en (f(z)−w1)/(w2−w1), on peut supposer que f ometles deux valeurs 0 et 1. Comme λ : H → C r {0, 1} est un revêtement et que C



190 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannest simplement onnexe, il existe un relèvement holomorphe f̃ : C → H tel que
λ◦ f̃ = f . Mais H est isomorphe au disque D, et le théorème de Liouville impliqueque f̃ est onstante. Par suite f serait onstante. C'est une ontradition.Grand théorème de Piard. Si f ∈ O(D(z0, r0) r {0}) et si z0 est un pointsingulier essentiel de f , il existe une partie E ⊂ C ontenant au plus un point,telle que f atteint une in�nité de fois toute valeur de C r E sur tout voisinagepointé V r {z0} de z0.Comme au Chapitre III, § 8, la preuve déoule de la proposition suivante,appliquée à Ω = D, z0 = 0 et Ω′ = C r {0, 1}.Proposition. Soit Ω un ouvert onnexe de C et Ω′ un ouvert dont le omplé-mentaire n'est pas réduit à un seul point. On onsidère un point z0 ∈ Ω et unompat L0 ⊂ Ω′. Alors pour tout ompat K ⊂ Ω, il existe un ompat L ⊂ Ω′dépendant de K et L0, tel que pour toute appliation holomorphe f : Ω → Ω′véri�ant f(z0) ∈ L0 on ait f(K) ⊂ L.Démonstration. Puisque e résultat a déjà fait l'objet d'une preuve omplète, on seontentera ii de traiter le as Ω = D, z0 = 0 et Ω′ = Cr{0, 1}. Grâe à la propriétéde revêtement de λ : H → C r {0, 1} et à la simple onnexité de Ω, il existe unompat L̃0 de H tel que λ(L̃0) = L0 (ei résulte du fait qu'on peut reouvrir L0par un nombre �ni d'ouverts adaptés). D'après le théorème de relèvement, touteappliation holomorphe f : Ω → C r {0, 1} telle que f(0) ∈ L0 se relève en uneappliation holomorphe f̃ : Ω → H telle que f̃(0) ∈ L̃0 et f = λ ◦ f̃ . On voit alorsque la proposition se ramène au as où Ω′ = H (mais omme H est onformémentéquivalent au disque, on peut tout aussi bien supposer Ω′ = D) ; en e�et, pourtout ompat K de Ω, on pourra trouver un ompat L̃ tel que f̃(K) ⊂ L̃, et ilsu�ra de prendre L = λ(L̃).Dans le as Ω′ = D, �xons un disque D(0, R0) qui ontient L0, et si a = f(z0),onsidérons la omposée ϕa◦f ave ϕa(z) = (z−a)/(1−az), a = f(0). Alors ϕa◦fest une appliation du disque dans lui-même envoyant 0 sur 0, don |ϕa◦f(z)| 6 |z|par le lemme de Shwarz. Comme l'image par ϕ−1

a = ϕ−a du disque D(0, r) estontenue dans le disque de rayon (|a| + r)/(1 + |a|r) 6 (R0 + r)/(1 +R0r), on endéduit
f(D(0, r)) ⊂ D(0,MR0

(r)), où MR0
(r) =

R0 + r

1 +R0r
.Cei démontre la Proposition (et le grand théorème de Piard en déoule ommeau Chapitre III, § 8).Remarque. Le petit théorème et le grand théorèmes de Piard admettentégalement des versions pour les fontions méromorphes. Ils s'énonent ommesuit :(i) Toute appliation méromorphe non onstante f ∈ M(C) omet au plus deuxvaleurs de P1

C
= C ∪ {∞}.(ii) Toute appliation méromorphe f : D(z0, r0) r {z0} → C ∪ {∞} admettantune singularité essentielle en z0 ('est-à-dire un point singulier non isolé,



Chap. VI: Représentation Conforme 191ou bien un point singulier isolé mais qui est une singularité essentielle de
f omme fontion holomorphe) prend une in�nité de fois toute valeur dans leomplémentaire P1

C
r E, où E est une partie de P1

C
omportant au plus deuxpoints.[Si a est une valeur omise par f et a 6= ∞, on peut en e�et raisonner sur la fontion

g(z) = 1/(f(z) − a) qui est une fontion holomorphe℄.5. Fontions univalentesL'objet de ette setion est de prouver quelques estimations quantitativesonernant les fontions injetives (dites enore univalentes) sur le disque unité.Dé�nition. On note S l'ensemble des fontions holomorphes injetives f sur ledisque unité D telles que f(0) = 0 et f ′(0) = 1.Ainsi toute fontion f ∈ S admet un développement en série de la forme
f(z) = z +

+∞∑

n=2

anz
n, z ∈ D.La fontion F = 1/f est méromorphe sur D et admet du fait de l'injetivité de fun unique p�le simple en z = 0. On a don un développement en série onvergent

F (z) =
1

z
+

+∞∑

n=0

αnz
n, z ∈ D.On notera que si c ∈ D, alors la fontion

fc(z) = c−1f(cz) = z +
+∞∑

n=2

anc
n−1znest enore dans S.Exemple. La fontion

f1(z) =
z

(1 − z)2
=

+∞∑

n=1

nznest un élément de S. En e�et, si f(z) = f(w), alors (z−w)(1−zw) = 0 et le seondfateur n'est pas nul si |z| < 1 et |w| < 1. On véri�e aisément que l'image f1(D)est égale à C r ] −∞,−1/4[. Cei résulte du fait que l'équation du seond degré
(1 − z)2 − z/w = 0 a deux raines dont le produit est égal à 1, et es raines nepeuvent être omplexes onjuguées que si w est réel ave ∆ = (2 + 1/w)2 − 4 6 0,e qui équivaut à w ∈ ]−∞,−1/4] ; dans tout autre as, une des raines z (et uneseulement) est de module < 1. D'après la remarque i-dessus, la fontion

fc(z) = c−1f1(cz) =
z

(1 − cz)2
, |c| = 1



192 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannest également dans S, et son image est le omplémentaire dans C de la demi-droite
] −∞,−1/4] c−1.Théorème de l'aire. Soit f ∈ S et

F (z) =
1

f(z)
=

1

z
+

+∞∑

n=0

αnz
n, z ∈ D.Alors +∞∑

n=1

n|αn|2 6 1.Démonstration. La preuve repose sur une estimation de l'aire ouverte par l'image
F (Cr) de la ouronne Cr = C(0, r, 1), lorsque r ∈ ]0, 1[ tend vers 0. Cette aireest donnée par A(r) =

∫∫
Cr

|F ′(z)|2dλ(z), ar la di�érentielle d'une appliationholomorphe F est une similitude de rapport F ′(z) (de sorte que l'image d'unretangle in�nitésimal est un retangle in�nitésimal dont l'aire est multipliée par
|F ′(z)|2). En passant en oordonnées polaires, il vient

A(r) =

∫ 1

r

ρdρ

∫ 2π

0

|F ′(ρeiθ)|2dθ.La dérivée F ′(ρeiθ) s'exprime omme la série de Fourier
F ′(ρeiθ) = − 1

z2
+

+∞∑

n=1

nαnz
n−1 = −ρ−2e−2iθ +

+∞∑

n=1

nαnρ
n−1e(n−1)iθ.La formule de Parseval nous donne par onséquent

∫ 2π

0

|F ′(ρeiθ)|2dθ = 2π
(
ρ−4 +

+∞∑

n=1

n2|αn|2ρ2n−2
)
,d'où

A(r) = π
(
r−2 − 1 +

+∞∑

n=1

n|αn|2(1 − r2n)
)
.Par ailleurs, du fait de l'injetivité de F , l'image F (Cr) est ontenue dans leomplémentaire de l'image du disque F (D(0, r)), qui est un voisinage de l'in�nibordé par l'image F (Γ(0, r)) du erle de rayon r. Nous allons estimer l'image dee erle à partir du développement en série de Laurent de F . Nous pouvons nepas tenir ompte du oe�ient α0, puisque elui-i produit juste une translationde l'image de F . Par ailleurs, quitte à hanger F (z) en cF (cz) ave |c| = 1, leoe�ient α1 est remplaé par α1c

2 et on peut don supposer α1 réel positif. Danses onditions, si nous posons z = reiθ, il vient
u+ iv = F (reiθ) = r−1e−iθ + α1re

iθ +O(r2),don
u = (r−1 + α1r) cos θ +O(r2), v = −(r−1 − α1r) sin θ +O(r2).
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u2

(r−1 + α1r)2
+

v2

(r−1 − α1r)2
< 1 + Cr3,don l'image F (Γ(0, r)) est ontenue dans l'ellipse Er dont les demi-axes sont

a = (r−1 + α1r)
√

1 + Cr3 et b = (r−1 − α1r)
√

1 + Cr3. D'après e qui préède,l'image F (Cr) est ontenue dans Er, et son aire satisfait don la majoration
A(r) 6 πab = π(r−1 + α1r)(r

−1 − α1r)(1 + Cr3) = π(r−2 +O(r)).En ombinant ette inégalité ave la formule expliite déjà établie pour A(r), nousobtenons
−1 +

+∞∑

n=1

n|αn|2 6 0lorsque r → 0, et le � théorème de l'aire � est démontré.Corollaire 1. Si f ∈ S, alors le oe�ient α1 de z dans F (z) = 1/f(z) véri�e
|α1| 6 1.Cette inégalité est optimale, puisque la fontion fc(z) = z/(1 − cz)2 de S esttelle que Fc(z) = 1/fc(z) = z−1 − 2c+ c2z, et on a don |α1| = 1 lorsque |c| = 1.Corollaire 2. Si f ∈ S, alors le oe�ient a2 de z2 dans f(z) véri�e |a2| 6 2.Démonstration. Si f(z) = z +

∑+∞
n=2 anz

n, on onsidère la fontion
g(z) =

√
f(z2) =

√
z2 + a2z4 + a3z6 + . . . = z

√
1 + a2z2 + a3z4 + . . .La fontion g est impaire. Elle est dans S puisque g(z) = g(w) implique

f(z2) = f(w2), don z2 = w2 et w = ±z ; or l'imparité de g exlut la possibilité
w = −z si z 6= 0, don g est bien injetive. Nous avons
G(z) =

1

g(z)
=

1

z
(1 + a2z

2 + a3z
4 + . . .)−1/2 =

1

z
− a2

2
z +

(3

8
a2
2 −

1

2
a3

)
z3 + . . .Le orollaire 1 nous donne alors |a2

2 | 6 1. De nouveau ette égalité est optimaleomme le montre l'exemple de la fontion f(z) = z/(1−z)2 = z+2z2+3z3+. . . .Corollaire 3. Si f ∈ S, alors f(D) ontient le disque D(0, 1
4
), et si F = 1/f ,l'image F (D) ontient le omplémentaire du disque fermé du rayon 2 entré aupoint −a2.Démonstration. Si w /∈ f(D), alors la fontion

g(z) =
f(z)

1 − f(z)/w



194 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannqui est la omposée de f ave une homographie est enore injetive. De plus
g(0) = 0 et g′(0) = f ′(0) = 1, don g ∈ S. Si f(z) = z + a2z

2 + . . . , un alul dudéveloppement limité donne
g(z) = z +

(
a2 +

1

w

)
z2 + . . .don |a2 + 1

w | 6 2. Cei montre que F (D) ontient le omplémentaire du disquefermé de entre −a2 et de rayon 2. De plus |a2| 6 2, don on a | 1
w | 6 4 et

|w| > 1
4 . Il en résulte que f(D) ⊃ D(0, 1

4 ). La fontion f(z) = z/(1 − z)2 apour image f(D) = C r ] −∞,−1/4], tandis que g(z) = z/(1 + z2) est égalementinjetive, et admet une fontion inverse G = 1/g = 1/f + 2 qui a pour image
G(D) = (C ∪ {∞}) r [−2, 2], ave un oe�ient a2 = 0. Par onséquent leorollaire 3 ne peut pas être amélioré.
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Chapitre VIINoyau de Szegö et alul numériquede l'appliation onforme de RiemannCe hapitre est tiré de manière essentielle de travaux e�etués par NorbertoKerzman et Manfred Trummer au début des années 1980.Notations. Soit P une partie de Rn et I un intervalle fermé borné de R. A toutefontion ontinue K(t, s) sur P × I, on assoie un opérateur K de L1(I) à valeursdans l'espae C(P ) des fontions ontinues sur P , dé�ni par

Ku(t) =

∫

I

K(t, s) u(s) ds, t ∈ P.La fontion K sera appelée noyau de l'opérateur K. Pour P = I et u, v ∈ L2(I),le théorème de Fubini donne
〈Ku, v〉 =

∫

I×I

K(t, s)u(s)v(t) ds dtet l'inégalité de Cauhy-Shwarz implique
|〈Ku, v〉| 6 ‖K‖L2(I×I) ‖u‖2 ‖v‖2.Par onséquent ‖K‖ 6 ‖K‖2, et un argument de densité montre que K dé�nit unopérateur ontinu L2(I) → L2(I) pour tout noyau K ∈ L2(I × I).Soit Ω un ouvert onnexe borné du plan omplexe C dont la frontière ∂Ω estune réunion de ourbes fermées de lasse Ck, k > 2.

γ1

γ2

γ3

Ω

On désigne par O(Ω) l'espae des fontions holomorphes sur Ω, muni de la topologiede la onvergene uniforme sur les ompats. Par ailleurs, on note ds la mesure delongueur d'ar sur ∂Ω et s l'absisse urviligne sur haque omposante onnexe,alulée à partir d'une origine quelonque. En�n Lp(∂Ω) désigne l'espae desfontions Lp à valeurs omplexes sur ∂Ω muni de la mesure ds.



196 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann1. Transformation de HilbertSi f est une fontion ontinue sur Ω et holomorphe dans Ω, la formule deCauhy donne
f(w) =

1

2iπ

∫

∂Ω

f(z)

z − w
dz, w ∈ Ω.Notons z = γ(s) la paramétrisation de ∂Ω par l'absisse urviligne. On a

dz = τ(z) ds où τ(z) = γ′(s) est le veteur unitaire tangent à ∂Ω au point z.Par suite
f(w) =

∫

∂Ω

H(w, z) f(z) ds avec

H(w, z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w
, w ∈ Ω, z ∈ ∂Ω.Dé�nition 1.1. La fontion H(w, z) est appelée noyau de Cauhy de Ω. Si u estune fontion sur ∂Ω, la transformée de Hilbert de u est dé�nie par

Hu(w) =

∫

∂Ω

H(w, z) u(z) ds, w ∈ Ω.Comme le noyau H est ontinu sur Ω×∂Ω, Hu est bien dé�nie dès que u ∈ L1(∂Ω),et don aussi si u ∈ Lp(∂Ω) ⊂ L1(∂Ω), p > 1.Proposition 1.2. Pour tout u ∈ L1(∂Ω), Hu est holomorphe sur Ω, et l'opérateur
H : Lp(∂Ω) → O(Ω) est ontinu.Démonstration. Le noyau H(w, z) est di�érentiable par rapport à w et on a

∂H

∂w
(w, z) =

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
,

∂H

∂w
(w, z) = 0.Les dérivées partielles ∂H/∂w et ∂H/∂w sont don ontinues sur Ω×∂Ω. D'après lethéorème de dérivation sous le signe somme, on en déduit que Hu est di�érentiableet que

∂

∂w
Hu(w) =

∫

∂Ω

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
u(z) ds,

∂

∂w
Hu(w) = 0,don Hu est holomorphe sur Ω. On a par ailleurs

|H(w, z)| =
(
2π|z − w|

)−1
6
(
2πd(w, ∂Ω)

)−1
.Si K est une partie ompate de Ω, on obtient

sup
w∈K

∣∣Hu(w)
∣∣ 6

(
2πd(K, ∂Ω)

)−1‖u‖1,don H : L1(∂Ω) → O(Ω) est ontinu. Le résultat est vrai aussi pour Lp(∂Ω)puisque l'inlusion Lp(∂Ω) → L1(∂Ω) est ontinue.



Chap. VII: Noyau de Szegö et appliation onforme de Riemann 197Formule 1.3. Si u ∈ C1(∂Ω), on dé�nit la dérivée de u le long de ∂Ω par
u′
(
γ(s)

)
=

1

γ′(s)

d

ds

[
u
(
γ(s)

)]
.Alors (Hu)′ = H(u′) sur Ω.En e�et, omme dz/ds = γ′(s) = τ(z) le long de ∂Ω, le alul i-dessus suivi d'uneintégration par parties montre que

(Hu)′(w) =

∫

∂Ω

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
u(z) ds =

∫

∂Ω

1

2iπ

d

ds(z)

[ −1

z − w

]
u
(
γ(s)

)
ds

=

∫

∂Ω

1

2iπ

1

z − w

d

ds

[
u
(
γ(s)

)]
ds =

∫

∂Ω

H(w, z) u′(z) ds = H(u′)(w).Exemple 1.4. Ω = disque unité D = {w ∈ C ; |w| < 1}.La paramétrisation de ∂D par l'absisse urviligne s'érit
z = γ(s) = eis, s ∈ [0, 2π].On a γ′(s) = ieis = iz, don le noyau de Cauhy de D est donné par

HD(w, z) =
1

2π

eis

eis − w
=

1

2π

1

1 − w e−is
=

1

2π

1

1 − wz
.Puisque |w| < 1, HD(w, z) est développable en série entière normalement onver-gente sur tout ompat de D × ∂D :

HD(w, z) =
1

2π

+∞∑

n=0

wn e−ins.On peut don érire
HDu(w) =

+∞∑

n=0

û(n)wn où û(n) =
1

2π

∫ 2π

0

u(eis) e−ins ds, n ∈ Zest le n-ième oe�ient de Fourier de u. Si u ∈ L2(∂D), la fontion u s'éritelle-même omme somme d'une série de Fourier L2-onvergente
u(eis) =

∑

n∈Z

û(n) einset d'après la formule de Parseval, la transformation de Fourier est une isométried'espaes de Hilbert:
L2(∂D) −→ l2(Z)

u 7−→
√

2π
(
û(n)

)
n∈Z

.Revenons au as général. On onsidère pour tout ε > 0 assez petit la ourbede lasse Ck−1

γε(s) = γ(s) + εiγ′(s) = z + εiτ(z), z = γ(s) ∈ ∂Ω,où iγ′(s) est le veteur normal rentrant à ∂Ω.
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ε τ(z)

iτ(z)

γ
γε

Ω

Notre objetif est d'étudier le omportement de Hu sur la ourbe γε lorsque εtend vers 0. Pour ela, on dé�nit un opérateur Hε sur L2(∂Ω) à valeurs dans
Ck−1(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω) par

Hεu(w) = Hu
(
w + εiτ(w)

)
i.e. Hεu

(
γ(s)

)
= Hu

(
γε(s)

)
.L'opérateur Hε est assoié au noyau

Hε(w, z) = H(w + εiτ(w), z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w − εiτ(w)
.Théorème 1.5. (a) Si u ∈ L2(∂Ω), alors Hεu onverge dans L2(∂Ω) vers unelimite notée H0u, où H0 est un opérateur ontinu sur L2(∂Ω). De plus, il existeune onstante C > 0 indépendante de ε, u telle que

‖Hεu‖2 6 C‖u‖2.(b) Si u ∈ Cq(∂Ω), 1 6 q 6 k, alors Hu se prolonge en une fontion de lasse
Cq−1 sur Ω.Démonstration. On montre d'abord le théorème lorsque Ω = D.(a) On a par dé�nition γε(s) = (1 − ε)eis, d'où

HD

ε u(e
is) = HDu

(
(1 − ε)eis

)
=

+∞∑

n=0

(1 − ε)n û(n) eins.Si HD
0 est l'opérateur obtenu en faisant ε = 0 dans la formule i-dessus, l'égalitéde Parseval montre que ‖HD

ε u‖2 6 ‖u‖2 pour tout ε et
‖HD

0u− HD

ε u‖2
2 = 2π

+∞∑

n=0

[
1 − (1 − ε)n

]2 |û(n)|2



Chap. VII: Noyau de Szegö et appliation onforme de Riemann 199onverge vers 0 quand ε tend vers 0.(b) La formule (Hu)′ = H(u′) montre qu'il su�t de onsidérer le as q = 1.Alors, omme u′ est ontinue, la suite des oe�ients de Fourier in û(n) de u′ estdans l2(Z). Par suite (û(n)
)
∈ l1(Z) grâe à l'inégalité de Cauhy-Shwarz; il enrésulte que la série ∑ û(n)wn onverge normalement sur D, d'où HDu ∈ C0(D).On se plae maintenant dans le as d'un ouvert quelonque Ω. Si le bord ∂Ωest une réunion de ourbes γj , alors

Hu(w) =
∑

j

∫

γj

H(w, z) u(z) dset le terme d'indie j est holomorphe (don C∞) sur C \ {γj}. On peut donsupposer que ∂Ω est omposé d'une seule ourbe fermée, et après homothétie onse ramène au as où ∂Ω est de longueur 2π. On a alors
Hu(w) =

1

2iπ

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)

γ(s)− w
ds.(a) Posons w = γ(t) ∈ ∂Ω. Il vient

Hεu(w) =
1

2iπ

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)

γ(s)− γ(t)− εiγ′(t)
ds.Comme γ est de lasse Ck, k > 2, la formule de Taylor ave reste intégral donne

γ(s) − γ(t) = (s− t)γ′(t) + (s− t)2ϕ1(t, s)où ϕ1, ϕ2, . . . sont des fontions dans Ck−2(∂Ω × ∂Ω). On en déduit
γ(s)− γ(t) − εiγ′(t) =

[
s− t− εi+ (s− t)2ϕ2(t, s)

]
γ′(t)

= −i
[
ei(s−t) − 1 + ε+ (s− t)2ϕ3(t, s)

]
γ′(t)

= −i
[
eis − (1 − ε)eit + (s− t)2ϕ4(t, s)

]
e−itγ′(t),

Hεu(w) =

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)eit(

eis − (1 − ε)eit
)
γ′(t)

[
1 − (s− t)2ϕ4(t, s)

eis − (1 − ε)eit + (s− t)2ϕ4(t, s)

] ds
2π
.Comme ei(t−s)γ′(s)/γ′(t) = 1 + (s− t)ϕ5(t, s), on peut érire

Hεu(w) =
1

2π

∫ 2π

0

eis u
(
γ(s)

)

eis − (1 − ε)eit
ds+

∫

∂Ω

Rε(t, s) u
(
γ(s)

)
dsoù Rε(t, s) est de la forme

Rε(t, s) =
s− t

eis − (1 − ε)eit

[
ϕ5(t, s) +

s− t

γ(s) − γε(t)
ϕ6(t, s)

]
.Nous pouvons interpréter ette déomposition sous la forme

(Hεu) ◦ γ = HD

ε (u ◦ γ) + Rε(u ◦ γ),



200 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannoù HD est la transformation de Hilbert sur le disque. Il est faile de véri�er qu'ona des minorations
∣∣eis − (1 − ε)eit

∣∣ > C1

(
|s− t| + ε

)
,

∣∣γ(s)− γε(t)
∣∣ > C2

(
|s− t| + ε

)
.Par suite on a une majoration uniforme |Rε(t, s)| 6 C3 lorsque ε tend vers 0 etl'opérateur Rε est de norme uniformément bornée. Le théorème de onvergenedominée montre que l'opérateur Rε onverge en norme vers l'opérateur R0 assoiéau noyau R0. Comme l'appliation u 7→ u ◦ γ est une isométrie de L2(∂Ω) sur

L2([0, 2π]) ≃ L2(∂D), il en résulte, modulo ette isométrie, que Hε onverge vers
H0 = HD

0 + R0. On notera que R0 ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω).(b) On peut enore supposer q = 1 ii. Si u ∈ C1(∂Ω), on sait d'après lapremière partie que (ε, s) 7→ HD
ε (u ◦ γ)(s) s'étend ontinument à [0, ε0] × [0, 2π].Il en est de même pour Rε(u ◦ γ)(s) d'après le théorème de onvergene dominée,d'où Hu ∈ C0(Ω).2. Espae de Hardy H

2(∂
)A toute fontion holomorphe f ∈ O(Ω), on assoie les fontions fε sur ∂Ωdé�nies par
fε
(
γ(s)

)
= f

(
γε(s)

)
.Théorème 2.1. Si f ∈ O(Ω), il y a équivalene entre les propriétés suivantes:(a) fε onverge dans L2(∂Ω) vers une fontion f0.(b) La norme ‖fε‖2 reste bornée quand ε tend vers 0.() Il existe une suite εp > 0 tendant vers 0 telle que la suite ‖fεp

‖2 soit bornée.(d) f est la transformée de Hilbert Hu d'une fontion u ∈ L2(∂Ω).On a alors f = Hf0.Démonstration. Il est évident que (a) =⇒ (b) =⇒ (c) et l'impliation (d) =⇒ (a)résulte du théorème 1.5, ave f0 = H0u.Pour démontrer l'impliation restante (c) =⇒ (d), nous aurons besoin dulemme suivant.Lemme 2.2. Soit E un espae de Hilbert séparable et (xn) une suite bornée de
E. Alors il existe une sous-suite (xn(p)) qui onverge faiblement vers un élément
ξ ∈ E, 'est-à-dire telle que

lim
p→+∞

〈xn(p), y〉 = 〈ξ, y〉, ∀y ∈ E.En outre, si (yp) onverge en norme vers y, alors 〈xn(p), yp〉 onverge vers 〈ξ, y〉.Démonstration. Soit (el)l∈N une base hilbertienne de E, xn =
∑
xn,lel et M unmajorant de ‖xn‖. Chaque suite (xn,l)n∈N est bornée dans C ; il existe don unepartie I0 ⊂ N telle que la sous-suite (xn,0)n∈I0 ait une limite ξ0, puis une partie

I1 ⊂ I0 telle que (xn,1)n∈I1 onverge vers une limite ξ1 et ainsi de suite. Soit n(p)



Chap. VII: Noyau de Szegö et appliation onforme de Riemann 201le p-ième élément de Ip. La sous-suite diagonale xn(p) a la propriété que haqueoordonnée xn(p),l tend vers une limite ξl, et on voit failement que∑ |ξl|2 6 M2,de sorte que le veteur ξ =
∑
ξlel est bien dé�ni. Comme

∣∣∑

l>L

xn(p),l yl
∣∣ 6 M

(∑

l>L

|yl|2
)1/2où le seond membre onverge vers 0 quand L tend vers +∞, il est élémentaire devéri�er que 〈xn(p), y〉 onverge vers 〈ξ, y〉 pour tout y ∈ E. La dernière a�rmationrésulte de e que ∣∣〈xn(p), y − yp〉

∣∣ 6 M‖y − yp‖.Démonstration de (c) =⇒ (d). Quitte à extraire une sous-suite de (fεp
), on peutsupposer que (fεp

) onverge faiblement vers un élément u ∈ L2(∂Ω). Pour w ∈ Ω�xé, la formule de Cauhy appliquée au hemin γǫ donne
f(w) =

1

2iπ

∫

γε

f(z)

z − w
dz =

1

2iπ

∫

∂Ω

fε
(
γ(s)

) γ′ε(s)

γε(s) − w
dsPour ε = εp, ei peut s'interpréter omme un produit salaire 〈fεp
, gp〉 où (fεp

)onverge faiblement vers u et où (gp) onverge uniformément (don en norme L2)vers s 7→ H
(
w, γ(s)

). A la limite, on obtient par onséquent
f(w) = 〈u,H

(
w, •

)
〉 = Hu(w),soit f = Hu. En outre, si (a) est véri�é, on peut prendre u = f0 dans (), don

f = Hf0.Dé�nition 2.3. L'ensemble des appliations f ∈ O(Ω) véri�ant l'une des pro-priétés équivalentes 2.1 (a), (b), (), (d), muni de la norme ‖f‖2 = ‖f0‖2,est noté H2(∂Ω).L'appliation f 7→ f0 dé�nit don une isométrie de H2(∂Ω) sur un sous-espae
H2

0(∂Ω) de l'espae de Hilbert L2(∂Ω). La formule f = Hf0 implique f0 = H0f0pour tout f0 ∈ H2
0(∂Ω), et omme H0u = (Hu)0 ∈ H2

0(∂Ω) pour tout u ∈ L2(∂Ω)on voit que l' opérateur
H0 : L2(∂Ω) −→ H

2
0(∂Ω)est un projeteur ontinu. Il en résulte que H2
0(∂Ω) = Ker(1 − H0) est un sous-espae fermé de L2(∂Ω). Pour simpli�er les notations, on onviendra dans la suited'identi�er H2(∂Ω) et son image H2

0(∂Ω), une fontion f ∈ H2(∂Ω) et sa limiteau bord f0, l'opérateur H et sa limite au bord H0.Exemple 2.4. Si Ω = D, les aluls faits en 1.4 donnent pour tout u ∈ L2(∂Ω) :
u(eis) =

∑

n∈Z

û(n) eins, Hu(eis) =
∑

n∈N

û(n) eins.



202 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannLa transformation de Fourier donne don un isomorphisme L2(∂D) ≃ l2(Z) parlequel H2(∂D) s'identi�e au sous-espae l2(N) des fontions dont les oe�ientsde Fourier û(n), n < 0, sont nuls. Dans e as, H est la projetion orthogonale
l2(Z) → l2(N).Dans le as général, une ondition néessaire pour qu'une fontion u de L2(∂Ω)soit dans H2(∂Ω) est que ∫

∂Ω
u(z)f(z)dz = 0 pour toute fontion f ∈ H2(∂Ω), enpartiulier pour f(z) = zn, n > 0. Cei résulte du théorème de Cauhy appliquésur γε lorsque ε tend vers 0, ompte tenu du fait que uε → u0 et fε → f0 dans L2.Comme nous le verrons plus loin, le projeteur H n'est orthogonal que si Ω est undisque.Théorème 2.5. L'ensemble des fontions holomorphes sur un voisinage de Ω estdense dans H2(∂Ω).Démonstration. Si f ∈ H2(∂Ω), on a la représentation de Cauhy

f(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

f0
(
γ(s)

)

γ(s)− w
γ′(s) ds.Soit, pour ε > 0 assez petit, γ̃ε(s) = γ(s) − εiγ′(s) la ourbe des points de ∁Ωsitués à la distane ε de ∂Ω. Il est lair que

f̃ε(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

f0
(
γ(s)

)

γ̃ε(s) − w
γ′(s) dsest holomorphe sur l'ouvert des points situés à une distane < ε de Ω. Des alulsanalogues à eux faits dans la démonstration du théorème 1.5 montrent que f̃εonverge vers f dans H2(∂Ω) : on véri�e d'abord le résultat pour Ω = D ; on voitensuite que (f̃ε)↾∂Ω onverge dans H2(∂Ω) par un développement de Taylor dunoyau, et la limite est f dans O(Ω).3. Adjoint de l'opérateur HSi I est un intervalle fermé borné de R et si K est l'opérateur sur L2(I) assoiéà un noyau K ∈ L2(I× I), il est faile de voir que l'opérateur adjoint K⋆ est dé�nipar le noyau

K⋆(t, s) = K(s, t).Cette formule ne peut toutefois être appliquée diretement à H, ar le noyau Hne se prolonge pas en un élement de L2(∂Ω×∂Ω) ni même de L1(∂Ω×∂Ω). Pourontourner ette di�ulté, on herhe à évaluer l'opérateur di�érene H⋆ − H,qui, omme on le verra plus loin, a le mérite d'être assoié à un vrai noyau. Ononsidère les opérateurs approhés Hε, H⋆
ε dé�nis par les noyaux ontinus

Hε(w, z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w − εiτ(w)
,

H⋆
ε (w, z) = Hε(z, w) =

1

2iπ

τ(w)

z − w − εiτ (z)
,
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ε − Hε assoié au noyau

Aε(w, z) =
1

2iπ

(z − w)τ(w) − (z − w)τ(z)(
z − w − εiτ(w)

)(
z − w − εiτ(z)

) .Pour z = γ(s), w = γ(t) assez voisins, on voit omme dans 1.5 qu'il existe desfontions ϕj ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω) telles que
z − w = (s− t)γ′(t) + (s− t)2ϕ1(t, s),

|z − w|2 = (s− t)2
[
1 + (s− t)ϕ2(t, s)

]
.En substituant γ′(t) = τ(w) et (s − t)2 en fontion de |z − w|2 dans la premièreligne, il vient

z − w = (s− t)τ(w) + |z − w|2ϕ3(w, z).En éhangeant les r�les de z et w, on obtient
z − w = (s− t)τ(z) − |z − w|2ϕ3(z, w), d'où

Aε(w, z) =
|z − w|2A(w, z)(

z − w − εiτ(w)
)(
z − w − εiτ (z)

) ave
A(w, z) =

1

2iπ

(
ϕ3(w, z)τ(w) + ϕ3(z, w)τ(z)

)
.On obtient limε→0Aε(w, z) = A(w, z) pour w 6= z, ave A(w, z) ∈ Ck−2(∂Ω×∂Ω),et de plus on a une majoration uniforme |Aε(w, z)| 6 C|A(w, z)|. Cei entraîneque Aε onverge en norme vers l'opérateur A de noyau A. Pour tout u, v ∈ L2(∂Ω)on obtient don

〈Hu, v〉 = lim 〈Hεu, v〉 = lim 〈u,H⋆
εv〉 = lim 〈u,Hεv + Aεv〉 = 〈u, (H + A)v〉e qui prouve bien que H⋆ = H + A. On a d'autre part

ϕ3(w,w) = ϕ1(t, t) =
1

2
γ′′(t), d'où

A(w,w) =
1

4iπ

(
γ′′(t)γ′(t) + γ′′(t)γ′(t)

)
=

1

4iπ

d

dt

∣∣γ′(t)
∣∣2 = 0ar |γ′(t)| = 1. On peut don énoner:Théorème 3.1. L'opérateur A = H⋆ −H est assoié à un noyau A ∈ Ck−2(∂Ω×

∂Ω) dé�ni par
A(w, z) =

1

2iπ

( τ(w)

z − w
− τ(z)

z − w

)
, w, z ∈ ∂Ω.Ce noyau A est antisymétrique, 'est-à-dire que A(z, w) = −A(w, z), et de plus

A(w,w) ≡ 0.Pour que le projeteur H soit orthogonal, il faut et il su�t que H⋆ = H, e quiéquivaut à dire que A ≡ 0.



204 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannCorollaire 3.2. Le projeteur H est orthogonal si et seulement si Ω est un disque.Démonstration. Si A ≡ 0, on a néessairement
angle

(
[z, w], τ(z)

)
= −angle

(
[z, w], τ(w)

)
∀w, z ∈ ∂Ω,ar les membres de gauhe et de droite représentent les arguments respetifs destermes τ(z)/(z − w) et τ(w)/(z − w) intervenant dans A(w, z).

z

τ(z)

w

τ(w)

Ω

∂ΩEn déplaçant la orde [z, w] parallèlement à une diretion �xée, on en déduit que
∂Ω doit être invariant par symétrie autour de la médiatrie de haune de sesordes. Considérons deux ordes faisant entre elles un angle irrationnel, et lepoint d'intersetion P de leurs médiatries. Les deux symétries orrespondantesengendrent un groupe dense de rotations de entre P . Comme ∂Ω est fermé, ∂Ωest néessairement une réunion de erles de entre P , à savoir un erle si Ω est undisque, ou deux erles si Ω est une ouronne. Mais une ouronne n'est invarianteque par les symétries autour des médiatries des ordes dont les extrêmités sontsur un même erle. Par onséquent Ω est un disque.4. Noyau de SzegöLe projeteur de Szegö est par dé�nition le projeteur orthogonal S de L2(∂Ω)sur H2(∂Ω). On herhe ii à montrer que S est, en un ertain sens, assoié àun noyau S. Rappelons que H est orthogonal dans le as du disque, par suite
SD = HD.Soit (ψj)j∈N une base hilbertienne de H2(∂Ω). L'image d'une fontion
u ∈ L2(∂Ω) par le projeteur S est alors donnée par la série L2-onvergente

Su(w) =
∑

j∈N

〈u, ψj〉 ψj(w) =
∑

j∈N

ψj(w)

∫

∂Ω

u(z)ψj,0(z) ds,où ψj,0 désigne la limite au bord de ψj. Cei suggère d'introduire le noyau
S(w, z) =

∑

j∈N

ψj(w)ψj(z), w, z ∈ Ω,
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|ψj(w)|2 onverge uniformément sur tout ompatde Ω. Le noyau S(w, z) est de lasse C∞ sur Ω × Ω, holomorphe en w etantiholomorphe en z. De plus, on a la majoration

S(w, z) =
∑

j∈N

|ψj(w)|2 6
1

4π2

∫

∂Ω

1

|z − w|2 ds.Démonstration. Comme ψj ∈ H2(∂Ω), on a
ψj(w) = Hψj(w) = 〈ψj , H(w, •)〉 = 〈ψj , SH(w, •)〉.Par onséquent, (ψj(w)

) est la suite des oordonnées de la fontion SH(w, •) dansla base (ψj), e qui donne
∑

j

|ψj(w)|2 = ‖SH(w, •)‖2 6 ‖H(w, •)‖2 =
1

4π2

∫

∂Ω

1

|z − w|2 ds.L'appliation w 7→ H(w, •) étant ontinue de Ω dans L2(∂Ω), on voit que lafontion w 7→ ‖SH(w, •)‖2 est ontinue sur Ω. Le lemme de Dini entraînealors la onvergene uniforme sur tout ompat de la série de fontions ontinues∑ |ψj(w)|2. L'inégalité de Cauhy-Shwarz montre que pour N tendant vers +∞,
(∑

j>N

∣∣ψj(w)ψj(z)
∣∣
)2

6
∑

j>N

|ψj(w)|2
∑

j>N

|ψj(z)|2onverge uniformément vers 0 lorsque (w, z) dérit un ompat quelonque de
Ω×Ω. Comme∑ψj(w)ψj(z) est une série de fontions holomorphes en (w, z), onen déduit que S est holomorphe en (w, z), en partiulier de lasse C∞ sur Ω×Ω.Lemme 4.2. Pour w ∈ Ω �xé et pour ε tendant vers 0, la fontion

Sε(w, •) =
∑

j∈N

ψj(w)ψj,εonverge vers S0(w, •) =
∑
j∈N

ψj(w)ψj,0 dans L2(∂Ω). De plus
Su(w) =

∫

∂Ω

S0(w, z) u(z) ds, ∀u ∈ L2(∂Ω).Démonstration. Comme H : L2(∂Ω) → O(Ω) est ontinu, H envoie une série L2-onvergente sur une série de fontions holomorphes onvergeant uniformément surtout ompat, d'où
H

(∑

j∈N

ψj(w)ψj,0

)
=
∑

j∈N

ψj(w) Hψj,0 =
∑

j∈N

ψj(w)ψj = S(w, •),

Hε

(∑

j∈N

ψj(w)ψj,0

)
= Sε(w, •).
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H0

(∑
j∈N

ψj(w)ψj,0
)

=
∑
j∈N

ψj(w)ψj,0
(et élément est dans H2(∂Ω)

). Laformule intégrale résulte immédiatement des onsidérations du début du § 4.L'espae H2(∂D) du disque admet la base hilbertienne (wn/
√

2π)n∈N, e quidonne l'expression
SD(w, z) =

1

2π

∑

n∈N

wnzn =
1

2π

1

1 − wz
, ∀(w, z) ∈ D × D.On voit que SD

0 (w, z) o��nide bien ave HD(w, z) pour (w, z) ∈ D × ∂D.5. Formule intégrale reliant S et HL'idée entrale introduite par N. Kerzman est que l'on peut retrouver le pro-jeteur orthogonal S à partir du projeteur oblique H (qui est onnu expliitement).Comme S et H o��nident ave l'appliation identique sur H2(∂Ω), on a en e�et
SH = H, HS = S.Prenons les adjoints dans la seonde égalité. Comme S⋆ = S, on trouve SH⋆ = S.Soustrayons maintenant la première égalité et introduisons l'opérateur A = H⋆−H.Il vient

SA = SH⋆ − SH = S − H,soit enore S(1 − A) = H.Lemme 5.1. L'opérateur 1 − A est un isomorphisme de L2(∂Ω) et on a ‖(1 −
A)−1‖ 6 1.Démonstration. Comme A est antisymétrique, le produit salaire 〈Au, u〉 estpurement imaginaire pour tout u ∈ L2(∂Ω), e qui implique

‖u‖2
2 6 |〈(1 − A)u, u〉| 6 ‖(1 − A)u‖2 ‖u‖2et en partiulier ‖(1−A)u‖2 > ‖u‖2. L'opérateur 1−A est don injetif et d'imagefermée. L'orthogonal de Im(1−A) est égal au noyau de l'adjoint (1−A)⋆ = 1+A,et et opérateur est injetif pour les mêmes raisons que préédemment. Parsuite Im(1 − A) = L2(∂Ω) et 1 − A est don un isomorphisme topologique de

L2(∂Ω). Comme 1−A aroît la norme de tout veteur, on voit que (1−A)−1 estontratant.Le lemme montre qu'on peut aluler S à partir de H par la formule
S = H(1 − A)−1.C'est ette idée qu'on va exploiter dans la suite pour évaluer le noyau de Szegö S,en établissant une formule intégrale reliant S et H.
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SAu(w) =

∫

∂Ω

S0(w, ξ) Au(ξ) ds(ξ) =

∫

∂Ω

S0(w, ξ) ds(ξ)

∫

∂Ω

A(ξ, z) u(z) ds(z).Le théorème de Fubini montre que SA est assoié au noyau
Ω × ∂Ω ∋ (w, z) 7−→

∫

∂Ω

S0(w, ξ)A(ξ, z) ds(ξ).L'égalité S = H + SA fournit alors l'égalité de noyaux:Formule 5.2. Pour tous (w, z) ∈ Ω × ∂Ω on a
S0(w, z) = H(w, z) +

∫

∂Ω

S0(w, ξ)A(ξ, z) ds(ξ).

6. Régularité au bord du noyau de SzegöNous nous proposons ii de montrer que S s'étend en une fontion de lasse
Ck−2 sur Ω × Ω en dehors de la diagonale ∆∂Ω de ∂Ω × ∂Ω. On utilise pour elala relation S = H + SA démontrée au §5, e qui donne

S = H + (H + SA)A = H(H + A) + SA2 = HH⋆ + SA2,

SA = S − H = (S − H⋆)⋆ = (S − H − A)⋆ = (SA − A)⋆ = A − AS.La deuxième égalité implique SA2 = A2 − ASA, d'où
(6.1) S = HH⋆ + A2 − ASA.Comme A ∈ Ck−2(∂Ω× ∂Ω), il est lair que A2 possède un noyau de lasse Ck−2sur ∂Ω × ∂Ω. L'opérateur SA est assoié au noyau SA(•, z) et ASA au noyau

∫

∂Ω

A(w, •) SA(•, z) ds = 〈A(w, •), SA(•, z)〉.Les appliations w 7→ A(w, •) et z 7→ A(•, z) sont dans Ck−2
(
∂Ω, L2(∂Ω)

). Il enest de même pour l'appliation z 7→ SA(•, z), puisque S est un opérateur ontinusur L2(∂Ω), don ASA a lui aussi un noyau dans Ck−2(∂Ω×∂Ω). Il reste à étudierle noyau de HH⋆.Lemme 6.2. La fontion
G(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)H(z, ξ)ds(ξ) =
1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

(ξ − w)(ξ − z)
, (w, z) ∈ Ω × Ωse prolonge en une fontion G ∈ Ck−2(Ω × Ω \ ∆∂Ω), et l'opérateur dé�ni par

G↾Ω×∂Ω est G = HH⋆.



208 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannAvant de démontrer le lemme 6.2, nous aurons besoin d'un résultat préliminairegénéralisant le théorème 1.5 (b).Lemme 6.3. Soit E une partie ouverte ou un domaine à bord de lasse C1 dans
Rn. Soit u : ∂Ω ×E → C une fontion ontinue.(a) Si u est de lasse Cq, 1 6 q 6 k, alors la transformée Hu dé�nie par

Hu(w, x) =

∫

∂Ω

H(w, z) u(z, x) ds(z), (w, x) ∈ Ω ×Ese prolonge en une fontion de lasse Cq−1 sur Ω × E.(b) Si u est de lasse Cq, 0 6 q 6 k et si u(•, x) ∈ H2(∂Ω) pour tout x ∈ Ω, alors
Hu se prolonge en une fontion de lasse Cq sur Ω × E.Démonstration. (a) Grâe à la formule 1.3 suivie d'une dérivation sous le signesomme en x, on obtient

∂l

∂xl
∂m

∂wm
Hu(w, x) = H

( ∂l

∂xl
∂m

∂zm
u(z, x)

)
,de sorte qu'il su�t de regarder le as q = 1. La démonstration du théorème 1.5montre que H est ontinu de C1(∂Ω) dans C0(Ω). On en déduit

‖Hu(•, x) − Hu(•, x0)‖C0(Ω) 6 C‖u(•, x) − u(•, x0)‖C1(∂Ω)et le seond membre tend vers 0 quand x tend xers x0 dans E. On sait d'autre partque w 7→ H(w, x) s'étend ontinument à Ω pour tout x ∈ E �xé. Cei entraînefailement la ontinuité de Hu sur Ω × E grâe à l'inégalité triangulaire
∣∣Hu(w, x) − Hu(w0, x0)

∣∣ 6
∣∣Hu(w, x) − Hu(w, x0)

∣∣+
∣∣Hu(w, x0) − Hu(w0, x0)

∣∣.(b) On est failement ramené au as q = 0, à ondition de véri�er que toutesles dérivées de u en (z, x) d'ordre inférieur ou égal à q sont enore dans H2(∂Ω).Par réurrene, il su�t de véri�er e resultat pour u′x et u′z. Pour u′x, on observesimplement que
u′x(•, x0) = lim

x→x0

u(•, x) − u(•, x0)

x− x0
dans H

2(∂Ω).D'autre part, la fontion holomorphe v = Hu(•, x) est ontinue sur Ω d'après (a),et véri�e par hypothèse v↾∂Ω = u(•, x). Comme v′ = Hu′z , le théorème 1.5 montreque (v′)ε onverge vers H0u
′
z dans L2(∂Ω), et par suite dans L1(∂Ω). Pour toutar ⌢

ab⊂ ∂Ω on obtient don
∫ b

a

(H0u
′
z)(w, x) dw = lim

∫ b

a

(v′)ε(w) dw = lim v
(
b+ εiτ(b)

)
− v
(
a+ εiτ(a)

)

= v(b) − v(a) = u(b, x) − u(a, x)
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′
z = u′z et u′z(•, x) ∈ H2(∂Ω). Comme dans (a), le as q = 0 seréduit à voir que H envoie C0(∂Ω) ∩ H2(∂Ω) dans C0(Ω), ontinument parrapport aux normes uniformes. Si Ω = D, ei résulte du fait que Hu est, pour

u ∈ C0(∂D) ∩ H2(∂D), la solution du problème de Dirihlet (f. W. Rudin). Leas général résulte de l'ériture Hε = HD
ε + Rε obtenue dans la démonstration duthéorème 1.5.Démonstration du lemme 6.2. Soit (θj) une partition de l'unité de lasse Ck sur

∂Ω, et Tj = Supp θj . Erivons G =
∑
Gj ave

Gj(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)H(z, ξ)θj(ξ) ds(ξ),'est-à-dire Gj(•, z) = H
(
H(•, z)θj

). Comme H(z, ξ)θj(ξ) est de lasse Ck−1 pour
(ξ, z) ∈ ∂Ω × (Ω \ Tj), le lemme 6.3 (a) montre que Gj est de lasse Ck−2 sur
Ω× (Ω \ Tj), et don aussi sur (Ω \ Tj)×Ω après onjugaison et éhange des r�lesde w, z. Par onséquent Gj ∈ Ck−2

(
Ω × Ω \ Tj × Tj

), et G =
∑
Gj est de lasse

Ck−2 sur Ω×Ω en dehors de ⋃j Tj ×Tj , qui est un voisinage arbitrairement petitde ∆∂Ω si les diamètres des Tj sont hoisis assez petits.Pour tout u ∈ L2(∂Ω), on a d'autre part
HH⋆u = lim

ε→0
HH⋆

εu = lim
ε→0

Gεu,où Gε est l'opérateur assoié au noyau
Gε(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)Hε(z, ξ)ds(ξ) = G
(
w, z + εiτ(z)

)
.Comme e noyau onverge vers G↾Ω×∂Ω uniformément sur tout ompat, on endéduit bien HH⋆ = G.Théorème 6.4. Le noyau de Szegö S(w, z) se prolonge en une fontion dans

Ck−2(Ω×Ω\∆∂Ω), et plus préisément, en la somme du noyau G et d'une fontionde lasse Ck−2 sur Ω × Ω. Quand z ∈ Ω tend vers le bord ∂Ω, on a
S(z, z) ∼ 1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

|ξ − z|2 ∼ 1

4π d(z, ∂Ω)
.Démonstration. Considérons le noyau K(w, z) = S0(w, z) −G0(w, z) sur Ω × ∂Ω,assoié à l'opérateur

S − HH⋆ = A2 − ASA : L2(∂Ω) −→ H
2(∂Ω).On sait que et opérateur est dé�ni par un noyau K0 ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω), e quiimplique K0(•, z) ∈ H2(∂Ω) pour tout z et K = HK0. Le lemme 6.3 (b) donnealors K ∈ Ck−2(Ω× ∂Ω). Par éhange de w, z on voit que (S(•, z)−G(•, z)

)
0
est



210 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannde lasse Ck−2 sur ∂Ω × Ω, et une nouvelle appliation du lemme 6.3 (b) donne
S −G ∈ Ck−2(Ω × Ω). On en déduit en partiulier

S(z, z) ∼ G(z, z) =
1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

|ξ − z|2quand z tend vers ∂Ω. Soit δ = d(z, ∂Ω) et γ(t) le point de ∂Ω tel que |z−γ(t)| = δ.Le point z est sur la normale à ∂Ω au point γ(t), don z = γ(t) + δiγ′(t). Quand
δ et |s− t| tendent vers 0, on a

γ(s) − z = γ(s)− γ(t) − δiγ′(t) = γ′(t)
(
s− t− iδ + O((s− t)2)

)
,par suite |γ(s)− z|2 ∼ (s− t)2 + δ2 et

∫

∂Ω

ds

|γ(s)− z|2 ∼
∫

|s−t|<δ1/3

ds

(s− t)2 + δ2
+

∫

|s−t|>δ1/3

ds

|γ(s)− z|2

=
2

δ
arctan(δ−2/3) + O(δ−2/3) ∼ π

δ
.7. Relation ave l'appliation onforme de Rie-mannOn suppose ii que Ω est un ouvert simplement onnexe à frontière de lasse

Ck, k > 2. Pour tout point a ∈ Ω �xé, il existe alors une unique appliationonforme bijetive
R : Ω → Dtelle que R(a) = 0 et R′(a) > 0.Théorème 7.1. L'appliation R s'étend en un di�éomorphisme de lasse Ck−1de Ω sur D.La démonstration de e théorème sera donnée plus loin. Nous admettons lerésultat provisoirement. Le hangement de variable z = R(w) donne alors

∫

∂D

|u(z)|2 |dz| =

∫

∂Ω

|u ◦R(w)|2 |R′(w)| |dw|pour toute fontion u ∈ L2(∂Ω). On voit don qu'on a une isométrie
L2(∂D) −→ L2(∂Ω)

u 7−→ u ◦R (R′)1/2où (R′)1/2 est la détermination de la raine arrée omplexe telle que R′(a)1/2 > 0(on notera que R′ ne s'annule pas sur Ω). L'isométrie envoie H(D) ∩ C0(D) sur
O(Ω)∩C0(Ω) et, par densité (théorème 2.5), elle envoit don H2(∂D) sur H2(∂Ω).



Chap. VII: Noyau de Szegö et appliation onforme de Riemann 211Si (ψj) est une base orthonormée de H2(∂D), on en déduit que (ψj ◦ R (R′)1/2
)est une base orthonormée de H2(∂Ω). Par onséquent

S(w, z) = SD
(
R(w), R(z)

)
R′(w)1/2R′(z)1/2,

S(w, z) =
1

2π

R′(w)1/2R′(z)1/2

1 −R(w)R(z)
.En substituant z = a, R(a) = 0, on obtient en partiulier

S(w, a) =
1

2π
R′(w)1/2R′(a)1/2, S(a, a) =

1

2π
R′(a),d'où on déduit aussit�t lesFormules 7.2. L'appliation onforme R et sa dérivée sont données par(a) R′(w) = 2π

S(w, a)2

S(a, a)
, ∀w ∈ Ω,(b) R(w) = −iτ(w)

S(w, a)2

|S(w, a)|2 , ∀w ∈ ∂Ω.Démonstration. La relation (a) est immédiate à partir de e qui préède. On apar ailleurs |R(w)|2 = 1 sur ∂Ω. En prenant la dérivée d/ds le long de ∂Ω, on voitque dR(w)/ds = R′(w)dw/ds = R′(w)τ(w) doit être orthogonal à R(w). Quand
w tourne dans le sens positif sur ∂Ω, il en est de même pour R(w) sur ∂D (uneappliation holomorphe préserve l'orientation), don l'argument de R′(w)τ(w) estégal à elui de iR(w). Cei donne iR(w) = R′(w)τ(w)/|R′(w)| et (b) se déduitalors de (a).Il nous reste à démontrer la régularité jusqu'au bord de l'appliation on-forme de Riemann. Pour ela, on va montrer d'abord la régularité analytiquelorsque ∂Ω est réelle analytique, puis on passera au as général par un argumentd'approximation en norme Ck de ∂Ω.Lemme 7.3. Soient Ω1, Ω2 des ouverts simplement onnexes bornés de C ayantdes frontières R-analytiques et F : Ω1 → Ω2 une appliation biholomorphe. Alors
F s'étend en une appliation biholomorphe d'un voisinage de Ω1 sur un voisinagede Ω2.Démonstration. Quitte à remplaer F par F−1 : Ω2 → Ω1, il su�t de voir que
F s'étend holomorphiquement à un voisinage de Ω1. D'après Rudin (théorème14.19), F se prolonge en un homéomorphisme de Ω1 sur Ω2. Soit x1 ∈ ∂Ω1un point quelonque et x2 = F (x1) ∈ ∂Ω2. Au voisinage de xj , ∂Ωj estdonné par une ourbe R-analytique s 7→ γj(s) dé�nie pour s ∈ R voisin de 0.Celle-i se prolonge en une appliation holomorphe γ̃j de la variable z = s + itau voisinage de 0 dans C. Soit Π+ = {z = s + it ; t > 0} le demi-plan supérieur.Il existe un disque Uj ⊂ C de entre 0 et un voisinage Vj ⊂ C de xj tels que γ̃jdé�nit un biholomorphisme de Π+ ∩ Uj sur Ωj ∩ Vj . Si on hoisit en outre V1assez petit pour que F (Ω1 ∩ V1) ⊂ V2, on en déduit une appliation holomorphe
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G = γ̃−1

2 ◦ F ◦ γ̃1 : Π+ ∩ U1 → Π+ ∩ U2 qui se prolonge ontinument en uneappliation de Π
+ ∩ U1 dans Π

+ ∩ U2 telle que G(R ∩ U1) ⊂ R ∩ U2. Le prinipede ré�exion de Shwarz (W. Rudin, théorème 11.17) montre que G se prolongeen une appliation holomorphe G̃ de U1 dans U2, d'où un prolongement loal
F̃ = γ̃2 ◦ G̃ ◦ γ̃−1

1 de V1 dans V2.Démonstration du théorème 7.1. Si Ω est à frontière R-analytique, le lemme 7.3montre que R est en partiulier un C∞-di�éomorphisme de Ω sur D, don lesformules 7.2 sont bien vraies. Si ∂Ω est seulement de lasse Ck, on peut approximerla ourbe frontière γ par une ourbe R-analytique obtenue par onvolution:
γδ(s) =

∫

R

γ(t) exp
(−(s− t)2

δ2

) dt

δ
√

2π
.On notera que γδ est une fontion ayant la même périodiité que γ et que ‖γδ−γ‖Ckonverge vers 0 ave δ. Pour δ assez petit, ette ourbe est la frontière d'unouvert Ωδ pour lequel on a un noyau de Szegö Sδ et une appliation de Riemann

Rδ : Ωδ → D. D'après e qui préède, R′
δ est lié à Sδ par la formule 7.2 (a).La démonstration que nous avons donnée de la régularité de S fournit en outre laontinuité de l'appliation γ 7→ S, lorsqu'on prend la norme Ck sur l'espae desourbes γ et la norme Ck−2 pour S (sur un ompat de Ω × Ω ne renontrantpas ∆∂Ω). Il en résulte que Rδ onverge uniformément vers une appliationholomorphe R0 qui véri�e enore 7.2 (a). En partiulier R′

0 ∈ Ck−2(Ω), don
R0 ∈ Ck−1(Ω). De plus R0 envoie ∂Ω sur ∂D. Comme une limite d'appliationsholomorphes injetives est ou bien injetive ou bien onstante (onséquene duthéorème de Rouhé), et omme R0(a) = 0, R′

0(a) = 2πS(a, a) > 0, on en déduitque R0 o��nide ave l'appliation onforme R : Ω → D herhée. Il reste àdémontrer que la dérivée R′ ne peut s'annuler en auun point z0 ∈ ∂Ω. Un alulfaile montre que pour ε > 0 assez petit l'image onforme de Ω par l'appliation
z 7→ 1/

(
z − z0 + εiτ(z0)

) est stritement onvexe au voisinage du point image de
z0. On peut don supposer que Ω est onvexe au voisinage de z0. Dans e as, onpeut modi�er la ourbe ∂Ω en dehors d'un petit voisinage de z0 de sorte qu'ellesoit la frontière ∂Ω̃ d'un ouvert arbitrairement prohe d'un disque en norme C2.Alors l'appliation onforme R̃ : Ω̃ → D est voisine de l'appliation identique ennorme C1, don R̃ est un C1-di�éomorphisme jusqu'au bord. Comme R ◦ R̃−1envoie ∂D sur ∂D au voisinage de R̃(z0), la démonstration du lemme 7.3 montreque R ◦ R̃−1 s'étend en une appliation biholomorphe au voisinage de R̃(z0), parsuite R′(z0) 6= 0.Remarque 7.4. Lorsque ∂Ω est de lasse C1, il n'est pas vrai en général que Rs'étend en une appliation de lasse C1 sur Ω, et même si 'est le as, il se peutque la dérivée R′ s'annule au bord. Un exemple de ette situation est donné parl'ouvert Ω obtenu en prenant l'image onforme d'un petit disque ∆ = {|z−ε| < ε}par l'appliation Q(z) = z/ log(1/z) (resp. Q(z) = z log(1/z)). La frontiére de
∂Ω est de lasse C1 au voisinage de 0 pare que log(1/z) a un argument qui tendvers 0 quand z tend vers 0 le long de ∂∆. L'appliation onforme est donnée par
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R = Q−1/ε−1 et on a don R′(0) = 1/

(
εQ′(0)

)
= ∞ (resp R′(0) = 0). De même,pour k > 2, on peut véri�er que l'image de ∆ par Q(z) = z+ zk log log(1/z) a unefrontière de lasse Ck, mais Q et R ne sont pas de lasse Ck au voisinage de 0.8. Calul numérique de l'appliation onformeLa formule intégrale 5.2 donne

S(a, w) = H(a, w) +

∫

∂Ω

S(a, z)A(z, w) ds, w ∈ ∂Ω.Comme A(z, w) = −A(w, z), on trouve après onjugaison:
(8.1) S(w, a) +

∫

∂Ω

A(w, z)S(z, a) ds = H(a, w), w ∈ ∂Ω,e qui permet d'obtenir S(w, a) en fontion des noyaux H et A expliitementonnus. Les formules 7.2 (a), (b) peuvent alors être utilisées pour alulerl'appliation de Riemann R à partir de S.Les intégrales ∫ β
α
f(t) dt mises en jeu seront évaluées par la méthode destrapèzes relative à une subdivision ti = α + ih, 0 6 i 6 n, de pas onstant

h = (β − α)/n :
∫ β

α

f(t) dt ≃ h
(
f(t0) + f(t1) + . . .+ f(tn−1) +

f(β) − f(α)

2

)
.Si f est de lasse C2l, l'erreur d'approximation ε est donnée par la formule d'Euler-Ma Laurin

ε =
l∑

m=1

b2mh
2m

(2m)!

(
f (2m−1)(β) − f (2m−1)(α)

)
− h2l

∫ β

α

B2l

(
(t− α)/h

)

(2l)!
f (2l)(t) dt,où b2m et B2m sont respetivement les nombres et les polyn�mes de Bernoulli.Cei montre que l'erreur est en général de l'ordre de O(h2) = O(n−2). Néanmoins,pour une fontion f périodique de période β − α et de lasse C2l, l'erreur estmajorée par O(h2l) ; dans e as, on a en e�et f (m)(β) = f (m)(α) pour tout m.Comme les intégrales à évaluer sont des intégrales de fontions périodiques, laonvergene de la méthode des trapèzes est don extrêment rapide, tout au moinsdans le as de fontions C∞. Cette remarque montre que l'on n'a pas intérêt àaluler R par intégration à partir de 7.2 (a), mais plut�t à partir de 7.2 (b) et dela formule de Cauhy

R(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

R(z) dz

z − w
.Supposons donnée une paramétrisation quelonque [α, β] ∋ t 7→ z(t) de laourbe ∂Ω. En multipliant (8.1) par |z′(t)|1/2 après avoir substitué w = z(t),

z = z(u), on obtient la relation équivalente
(8.2) σ(t) +

∫ β

α

a(t, u) σ(u) du = g(t),
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σ(t) = |z′(t)|1/2 S

(
z(t), a

)
,

g(t) = |z′(t)|1/2H
(
a, z(t)

)
,

a(t, u) = |z′(t)|1/2 |z′(u)|1/2A
(
z(t), z(u)

)
.Cette ériture a l'avantage de préserver le aratère hermitien antisymétrique dunoyau a(t, u). Les fontions g(t) et a(t, u) sont données par les formules expliites

g(t) =
1

2iπ

z′(t)

a− z(t)
|z′(t)|−1/2,

h(t, u) =
1

2iπ

z′(u)

z(u) − z(t)
|z′(t)|1/2 |z′(u)|−1/2,

a(t, u) =

{
h(u, t) − h(t, u) si t 6= u
0 si t = u.L'utilisation de la méthode des trapèzes onduit à résoudre le système linéaire

σ(ti) + h
∑

06j<n

a(ti, tj) σ(tj) = g(ti), 0 6 i < n.Ce système est de rang n, ar la matrie antisymétrique (a(ti, tj)) a toutes sesvaleurs propres imaginaires. La résolution du système fournit les valeurs σ(tj)herhées, par exemple à l'aide de la méthode d'élimination de Gauss. Dans ettesituation, il existe en fait des shémas de résolution itératifs plus e�aes (voirM.R. Trummer). Une fois les valeurs σ(tj) onnues, on obtient
R
(
z(tj)

)
= −i z

′(tj)

|z′(tj)|
σ(tj)

2

|σ(tj)|2
,et une intégration approhée de la formule de Cauhy donne

(8.3) R(w) ≃ h

2iπ

∑

06j<n

z′(tj)

z(tj) − w
R
(
z(tj)

)
.Tous es aluls sont immédiats dès lors que la fontion z(t) et sa dérivée z′(t)sont onnues aux points t = tj . L'appliation de Riemann inverse

Q = R−1 : D → Ω, Q(0) = a,peut être évaluée omme suit. La formule des résidus implique
Q′(w) =

1

R′
(
R−1(w)

) =
1

2iπ

∫

∂Ω

dz

R(z) − w
,

Q(w) = a+

∫ w

0

Q′(v) dv = a− 1

2iπ

∫

∂Ω

log
(
1 − wR(z)

)
dz.
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(8.4) Q(w) ≃ a− h

2iπ

∑

06j<n

log
(
1 − wR(z(tj))

)
z′(tj).Dans la pratique, les formules (8.3) et (8.4) sont un peu instables lorsqu'ons'approhe du bord, à ause des p�les de la fontion à intégrer. Un moyen derésoudre ette di�ulté est de onsidérer que R(z) est a�ne par moreaux sur lebord entre les points z(tj) et z(tj+1). Pour la fontion Q, ei donne par exemple

(8.4′) Q(w) ≃ a+
1/w

2πi

∑

06j<n

z(tj+1) − z(tj)

R(z(tj+1)) −R(z(tj))

[
ζ log ζ − ζ

]ζ=1−wR(z(tj+1))

ζ=1−wR(z(tj))
.L'approximation obtenue est alors tout à fait bonne, même au voisinage du bord.
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Ellipse
{
x = 3 cos t
y = 4 sin t

Centre (0, 0)Fig. 1
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Ellipse
{
x = 3 cos t
y = 4 sin t

Centre (1, 1)

Fig. 2
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Domaine polygonal onvexe

Fig. 3
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Domaine polygonal non onvexe

Fig. 4



220 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemann

Courbe d'équation polaire
r = 1 + 0.28 cos 5θ Centre (0, 0)Fig. 5
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Cardioïde
r = 1 + cos θ Centre (0.875, 0)

Fig. 6
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Courbe
r =

√
1 − 0.5 cos 2θ Centre (0, 0)Fig. 7
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Courbe
r =

√
1 − 0.9 cos 2θ Centre (0, 0)Fig. 8
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Chapitre VIIISurfaes de Riemann, propriétésfondamentales et exemples

1. Variétés di�érentielles et surfaes de Riemann1.1. Faiseaux de fontions et espaes annelésNous introduisons d'abord la notion de faiseau de fontions. Une notionplus élaborée de faiseau (dont les � setions � ne sont pas néessairement desfontions) nous sera néessaire ultérieurement, mais nous avons préféré limiter leadre oneptuel dans un premier temps, a�n de rester le plus élémentaire possible.Dé�nition 1. Si X est un espae topologique et E un ensemble, on appelle faiseaude fontions F de X dans E la donnée, pour haque ouvert U ⊂ X, d'un ensemble
F(U) de fontions U → E tel que :(i) Si V ⊂ U et f ∈ F(U) alors f|V ∈ F(V ),(ii) Etant donné une réunion d'ouverts V =

⋃
α∈I Vα et des fontions fα ∈ F(Vα)véri�ant ∀α, β ∈ I, fα|Vα∩Vβ

= fβ|Vα∩Vβ
, alors la fontion f : V → E dé�niepar ∀α ∈ I, f|Vα

= fα est telle que f ∈ F(V ).On peut, par exemple, onsidérer le faiseau (assez peu intéressant a priori . . .)de toutes les fontions U → E, auquel as (ii) est trivial. En général, l'axiome(ii) signi�e que le faiseau F est dérit par une propriété de nature loale (ommela ontinuité, la di�érentiabilité, et), et non de nature globale (omme le seraitla propriété, pour une fontion, d'être bornée). Ainsi, si E = R ou C, on peuts'intéresser aux faiseaux CX,R, CX,C des fontions ontinues à valeurs dans Rou dans C. Dans es deux derniers as, on a a�aire à des faiseaux d'anneaux,'est-à-dire des faiseaux A tels que A(U) est un anneau pour tout ouvert U ⊂ X(e qui suppose que l'ensemble d'arrivée E a lui-même une struture d'anneau).Un ouple (X,A) formé d'un espae topologique et d'un faiseau d'anneaux est



226 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannappelé un espae annelé, et A est appelé le faiseau strutural de X . Les exemplesfondamentaux qui vont nous préouper sont les espaes annelés (Ω,O) et (Ω,Ck),où Ω est un ouvert de C (resp. de Rn), et où, pour tout ouvert U de Ω, l'anneau
O(U) est l'ensemble des fontions holomorphes sur U et Ck(U) elui des fontions
R-di�érentiables de lasse Ck sur U , à valeurs réelles. Plus généralement :Dé�nition 2. On appelle variété di�érentielle de lasse Ck et de dimension nsur R un espae annelé (X,CkX) véri�ant les propriétés suivantes :(i) X est un espae séparé loalement ompat et réunion dénombrable deompats ;(ii) CkX est un faiseau de fontions ontinues X → C tel que pour tout point

p ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
τ : U → Ω sur un ouvert Ω ⊂ Rn, possédant la propriété suivante : pour toutouvert V ⊂ U , l'ensemble CkX(V ) onsiste en les omposées f = f̃ ◦ τ , ave
f̃ ∈ Ck(τ(V ),R) de lasse Ck sur l'ouvert image τ(V ) ⊂ Ω ⊂ Rn.De même, on appelle surfae de Riemann un espae annelé (X,OX) véri�antl'axiome (i), et à la plae de (ii), l'axiome(ii′)OX est un faiseau de fontions ontinues X → C tel que pour tout point
p ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
τ : U → Ω sur un ouvert Ω ⊂ C, possédant la propriété suivante : pour toutouvert V ⊂ U , l'ensemble OX(V ) onsiste en les omposées f = f̃ ◦ τ , ave
f̃ ∈ O(τ(V )) holomorphe sur l'ouvert image τ(V ) ⊂ Ω ⊂ C.Un tel homéomorphisme τ s'appelle une arte (di�érentiable) de (X,CkX), resp.une arte (holomorphe) de (X,OX). Dans e dernier as, il résulte de la dé�nition,en prenant f̃(z) = z, que la fontion τ véri�e elle-même τ ∈ OX(U). D'aprèsl'axiome (ii′) de la Dé�nition 2, on peut trouver un reouvrement ouvert (Uα)α∈Ide X et un système de artes τα : Uα → Ωα ⊂ C. De nouveau, l'axiome (ii′)entraîne que les appliations de transition

τα,β = τα ◦ τ−1
β : τβ(Uα ∩ Uβ) → τα(Uα ∩ Uβ)sont des biholomorphismes. En e�et, τα,β est l'unique appliation f̃ telle que

τα = f̃ ◦ τβ sur V = Uα ∩ Uβ ⊂ Uβ, et omme τα|V ∈ OX(V ), on doit avoir
τα,β = f̃ ∈ OX(τβ(V )) = OX(τβ(Uα ∩ Uβ)).Par symétrie des r�les de α, β, on a aussi τ−1

α,β = τβ,α ∈ OX(τα(Uα ∩ Uβ)). Cespropriétés peuvent être visualisées par le shéma suivant.
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X

Uα

Uα∩Uβ

Uβ

τβ

(homéo)
τα(homéo)

C

Ωα

Ωβ

τα(Uα∩Uβ)

τβ(Uα∩Uβ)

ταβ (biholom.)

Inversement, on va pouvoir reonstruire une struture d'espae annelé à partird'un atlas di�érentiable (resp. un atlas holomorphe) omme i-dessus :Dé�nition 3. On appelle atlas di�érentiable de lasse Ck (resp. holomorphe ) surun espae topologique X (loalement ompat, séparé et réunion dénombrable deompats ) la donnée d'un reouvrement ouvert (Uα)α∈I de X et d'un systèmed'homéomorphismes (appelés artes ) τα : Uα → Ωα sur des ouverts Ωα ⊂ C, telque les appliations de transition
τα,β = τα ◦ τ−1

β : τβ(Uα ∩ Uβ) → τα(Uα ∩ Uβ)soient des di�éomorphismes de lasse Ck (resp. des biholomorphismes ).Pour reonstruire une struture de surfae de Riemann à partir d'un atlasholomorphe, on utilise la proposition suivante (le as d'une variété di�érentielleserait entièrement analogue). La preuve est très faile et sera laissée au leteur.Proposition. A tout atlas holomorphe τα : Uα → Ωα, α ∈ I, sur X, on assoie lefaiseau d'anneau OX ainsi dé�ni : si V est un ouvert de X, OX(V ) est l'ensembledes fontions f : V → C telles que f̃α = f ◦ τ−1
α est holomorphe sur τα(V ) ∩ Ωαpour tout α ∈ I. Alors (X,OX) est une surfae de Riemann.Remarque. Un atlas holomorphe peut évidemment être onsidéré omme un atlas

C∞ à valeurs dans C ≃ R2. En omposant les artes τα ave des appliations delasse Ck k = 0, 1, . . . ,∞, on obtient des inlusions de faiseaux d'anneaux
OX ⊂ C

∞
X ⊂ . . . ⊂ C

k
X ⊂ . . . ⊂ C

1
X ⊂ C

0
X .La variété di�érentielle de dimension 2 (X,C∞

X ) s'appelle la surfae di�érentiellesous-jaente à la surfae de Riemann (X,OX). De même, on appelle variété
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X) de lasse C0, et on a le onept de variététopologique sous-jaente à une variété di�érentielle de lasse Ck, k = 1, 2, . . . ,∞.Dé�nition 4. Si τ : U → Ω ⊂ Rn est une arte de la variété di�érentielle X,on notera en général τ(p) = (x1, . . . , xn) et on dira que les fontions (x1, . . . , xn)sont les oordonnées loates du point p relativement à la arte τ . Dans le as d'unesurfae de Riemann, on posera le plus souvent τ(p) = z et on dira que z est uneoordonnée loale holomorphe (de sorte que z = x + iy fournit des oordonnéesloales (x, y) de lasse C∞ ). On dit en�n que la arte est entrée en un point

p0 ∈ U si τ(p0) = 0, 'est-à-dire si p0 est l'origine des oordonnées loales.1.2. Espae tangent à une variété ou à une surfae deRiemannNous introduisons d'abord la notion lassique de dérivation. Si A et B sontdes anneaux (supposés ommutatifs et unitaires), et si B est aussi une A-algèbre,e qui revient à la donnée d'un homomorphisme d'anneaux A → B, x 7→ x1B,on appelle dérivation D de A dans B toute appliation D : A → B qui est unhomomorphisme de groupes additifs et qui véri�e la règle de Leibnitz
D(uv) = uD(v) +D(u)v pour tous u, v ∈ A.Comme D(1A) = D(1A × 1A) = 1AD(1A) + 1Ad(1A) = 2D(1A), il vientnéessairement D(1A) = 0. On notera Der(A,B) l'ensemble des dérivations de

A dans B. Si en outre A, B sont des algèbres sur un orps K, on supposera engénéral que l'homomorphisme A → B est K-linéaire, et on note alors DerK(A,B)le K-espae vetoriel des dérivations K-linéaires de A dans B.Si A est un faiseau d'anneaux sur X de fontions à valeurs dans K = R ou C,on peut onsidérer l'anneau noté Ax des � germes � de fontions de A en x, 'est-à-dire l'ensemble des lasses d'équivalene de fontions dé�nies sur des voisinages
V assez petits de x, pour la relation d'équivalene f ∼ g si f et g oïnident surun ertain voisinage W de x. On a un homomorphisme d'anneaux Ax → B = Kdé�ni par f 7→ f(x) ∈ K.Dé�nition 1. Si A est un faiseau d'anneaux de fontions sur X à valeurs dans
K = R ou K = C, on appelle dérivation de A en un point x ∈ X la donnée pourhaque voisinage V de x d'une K-forme linéaire D : A(V ) → K ompatible auxrestritions (si V ′ ⊂ V et f ∈ A(V ), alors Df|V ′ = Df ), et véri�ant la règle deLeibnitz

D(fg) = f(x) (Dg) + (Df) g(x)pour tous f, g ∈ A(V ).Déterminons d'abord les dérivations du faiseau d'anneaux C∞
Rn au point x = 0.Soit D une telle dérivation. Posons ξj = Dxj (on note ii par abus xj la fontion

x 7→ xj). On part de l'observation que
D1 = D(1 · 1) = 1 · (D1) + (D1) · 1 = 2D1don D1 = 0. Soit f une fontion de lasse C∞ au voisinage de 0 et soit

uj(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx) dt.
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f(x) − f(0) =

∫ 1

0

d

dt
f(tx) dt =

∫ 1

0

n∑

j=1

xj
∂f

∂xj
(tx) dtd'où

f(x) = f(0) +
n∑

j=1

xjuj(x) ave uj(0) =
∂f

∂xj
(0).Il vient alors

Df =
n∑

j=1

(Dxj)uj(0) =
n∑

j=1

ξj
∂f

∂xj
(0) = Dξf(0),don D = Dξ est la dérivation dans la diretion du veteur ξ = (ξ1, . . . , ξn). Lesdérivations de C∞

Rn s'identi�ent aux veteurs de Rn par la orrespondane ξ 7→ Dξ.Dé�nition 2. Etant donné une variété di�érentielle (X,C∞
X ) de lasse C∞, onappelle espae tangent de X au point p ∈ X, noté TX,p, l'ensemble des dérivationsdu faiseau C∞

X en p. On notera ξ : f 7→ ξf (ou parfois Dξ ) une telle dérivation.D'après e qui préède, pour toute variété di�érentielle X de dimension n ettout système de oordonnées loales τ = (x1, . . . , xn) : U → Ω sur un voisinageouvert U du point p ∈ X , on a un isomorphisme
TX,p ≃ Rn, ξ 7→ (ξ1, . . . , ξn) ave ξj = ξ xj .Dans es oordonnées, la dérivation ξ ( = Dξ) peut enore s'érire sous la forme

Dξ =

n∑

j=1

ξj
∂

∂xj
,ave l'abus de notation onsistant à poser pour tout f ∈ C∞

X (U)

∂f

∂xi
(p) =

∂(f ◦ τ−1)

∂xi
(τ(p)).Dans la pratique, lorsqu'on travaille dans une arte �xée, on onsidère souventl'homéomorphisme τ omme une � identi�ation � de l'ouvert U à l'ouvert Ω, desorte qu'on se permet d'omettre τ dans les formules, omme si on avait τ = Id. Pardé�nition de l'espae tangent, on peut alors onsidérer le système de dérivations

( ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

) omme une base de TX,p en haque point p ∈ U .Le as d'une surfae de Riemann est plus subtil, dans la mesure où il onvientde distinguer d'une part les dérivations du faiseau strutural OX , et d'autre partelles du faiseau C∞
X ⊃ OX qui dé�nit la struture de surfae di�érentielle sous-jaente. On part de l'observation que les dérivations ξ : O → C de l'anneau desfontions holomorphes sur un ouvert Ω ⊂ C sont données par

f 7→ ξ ϕ = af ′(p) = a
∂f

∂z
(p),



230 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannoù a = ξ z. Pour le voir (en p = 0 par exemple), on érit f(z) = f(0) + zu(z) àpartir du développement en série, ave u(0) = f ′(0),Dé�nition 3. Soit (X,OX) une surfae de Riemann et C∞
X ⊃ OX le faiseaud'anneaux des fontions C∞ sur X.(i) L'espae tangent (omplexe ) TX,p est l'ensemble des dérivations omplexes

OX,p → C, 'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme
ξ : OX,p → C, f 7→ ξ · f = a

∂f

∂z
(p), a ∈ C,relativement à une oordonnée holomorphe z = τ(p) sur un ouvert U ⊂ X.(ii) L'espae tangent réel TR

X,p est l'ensemble des dérivations réelles C∞
X,p → R,'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme

ξ : C
∞
X,p → R, f 7→ ξ · f = α

∂f

∂x
(p) + β

∂f

∂y
(p), α, β ∈ R,relativement à une oordonnée holomorphe z = x+ iy = τ(p).(iii)L'espae tangent omplexi�é TC

X,p est l'ensemble des dérivations C∞
X,p → C,'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme

ξ : C
∞
X,p → C, f 7→ ξ · f = α

∂f

∂x
(p) + β

∂f

∂y
(p) = a

∂f

∂z
(p) + b

∂f

∂z
(p),relativement à une oordonnée holomorphe z = x + iy = τ(p), où α, β ∈ Csont des oe�ients omplexes quelonques et a = α+ iβ, b = α− iβ.Il est évident que l'on a un isomorphisme de C-espae vetoriels

TC

X,p ≃ TX,p ⊕ TX,poù TX,p admet pour base la dérivation ∂/∂z, où TX,p est l'espae onjugué ayantpour base ∂/∂z, et TC
X,p est l'espae de dimension omplexe 2 ayant pour base

(∂/∂z, ∂/∂z). Rappelons que l'on a par dé�nition
∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
.L'espae tangent réel TR

X,p, quant à lui, est un sous-espae vetoriel réel dedimension 2 de l'espae tangent omplexi�é TC

X,p, onstitué préisément desveteurs tangents omplexi�és invariants par onjugaison, 'est-à-dire les veteursde la forme
a
∂

∂z
+ a

∂

∂z
= α

∂

∂x
+ β

∂

∂yave a = α + iβ, α, β ∈ R. Les dérivations de TX,p annulent les fontionsholomorphes, tandis que elles de TX,p annulent les fontions anti-holomorphes,'est-à-dire les fontions du faiseau onjugué OX .



Chap. VIII : Surfaes de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 2311.3. Sphère de RiemannLa sphère de Riemann est tout simplement la sphère unité de R3

S2 =
{
(u, v, w) ∈ R3 ; u2 + v2 + w2 = 1

}
.On appelle projetion stéréographique de p�le A ∈ S2, l'appliation

πA : S2 r {A} −→ PA = (OA)⊥sur le plan PA perpendiulaire en O à la droite (OA), qui envoie tout point
M ∈ S2 r {A} sur le point d'intersetion (AM) ∩ PA. On onvient d'orienterle plan PA par une base (−→e1 ,−→e2) hoisie en sorte que (−→e1 ,−→e2 ,−−→

OA) soit une baseorthonormée direte de R3.Munie des artes � projetions stéréographiques � :
πS : S2 r {S}, M




u
v
w



 7→ z =
u+ iv

1 + w
,

πN : S2 r {N}, M



u
v
w


 7→ z′ =

u− iv

1 − w
,'est une surfae de Riemann; la transition de arte θ = πN ◦ π−1
S est donnée par

θ : πS(S2 r {S,N}) = C∗ → πS(S2 r {S,N}) = C∗ z 7→ z′ =
1

z
.En étendant πS : S2 r {S} → C en π̃S : S2 → C ∪ {∞}, ave π̃S(S) = ∞, onidenti�e la sphère de Riemann à P1

C
= C ∪ {∞}.Ainsi, une base de voisinages de ∞ dans C ∪ {∞} est formée des ensembles

VR = C∪{∞}rD(0, R) = {|z| > R} et une fontion f est holomorphe au voisinagede ∞ (f ∈ OS2(VR)) si et seulement si z 7→ f(1/z) est holomorphe sur D(0, 1/R).On note, à partir de maintenant, z = τ(x) la � oordonnée holomorphe loale �(i.e. leture systématique dans la arte). Une métrique hermitienne sur une surfaede Riemann est une appliation x 7→ h(x) de la forme h(z) = h1(z)|dz|2 où
h1 : Ω → R+ est de lasse C∞. On applique don ette métrique à des veteursdu plan tangent à X en x.La métrique induite par R3 sur S2 n'est évidemment pas elle lue par les artesdans C. Néanmoins, on a entre es deux métriques la relation

du2 + dv2 + dw2 =
4|dz|2

(1 + |z|2)2si du2 + dv2 + dw2 est la métrique induite par R3 et |dz|2 elle de C (lue dans laarte).Corollaire. Les projetions stéréographiques πS et πN onservent les angles deourbes.



232 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de RiemannDémonstration. Cei vient du fait que les di�érentielles dπS et dπN sont dessimilitudes diretes (les métriques du2 + dv2 + dw2 et |dz|2 étant proportionnellesd'après le alul i-dessus). On dit enore que πS et πN sont des transformations� onformes �.Pour obtenir une arte onforme de S2 (onservant les angles) sur un ouvert
U ⊂ S2, il su�t don de prendre une appliation quelonque de la forme f ◦ πSave f biholomorphe sur l'ouvert image Ω = πS(U) (il faut alors supposer que
S /∈ U). Idem pour f ◦ πN .2. Appliations holomorphes entre surfaes deRiemann, 1-formes holomorphesDé�nition. Si X et Y sont des surfaes de Riemann alors une appliationontinue ϕ : X → Y est dite holomorphe si ∀f ∈ OY (V ), f ◦ ϕ ∈ OX(f−1(V )).Si (Uα, τα) est un atlas de X et (Vβ, τ̃β) est un atlas de Y , ette dé�nition estéquivalente à : ∀(α, β), τ̃β ◦ ϕ ◦ τ−1

α ∈ O(τα(Uα ∩ ϕ−1(Vβ))).Remarque. On dé�nit de même, par artes loales, le faiseau MX des fontionsméromorphes, et une fontion est méromorphe si elle est loalement le quotient dedeux fontions holomorphes.Remarque. Si X est une surfae de Riemann, une fontion méromorphe sur Xest la même hose qu'une fontion holomorphe X → P1
C
(f. le hangement dearte, au voisinage de ∞, θ ◦ f = 1/f).Dé�nition. Une 1-forme holomorphe (respetivement méromorphe) sur une sur-fae de Riemann X est la donnée de β(z) = f(z) dz, où f : X → C est holomorphe

(respetivement méromorphe). On dé�nit le résidu, en z0, d'une 1-forme β holo-morphe sur U r {z0}, par
Res(β, z0) =

1

2πi

∫

γ

β,où γ est un laet dans U r {z0} d'indie 1 en z0, par exemple le bord d'un petitvoisinage ompat de z0.Théorème (Formule des résidus). Si X est une surfae de Riemann, si K estun ompat de X à bord de lasse C1 par moreaux et α est une 1-forme holomorphesur V r {x1, . . . , xn} où V est un voisinage de K et {x1, . . . , xn} ⊂ K◦, alors
∫

∂K

β = 2πi

n∑

j=1

Res(β, xj).Démonstration. On déoupe le ompat en un nombre �ni de moreaux Kℓontenus dans des artes, en se débrouillant pour que ∂Kℓ ne ontienne pas depoint singulier. On applique alors la formule usuelle (pour un ompat de C) àhaun des ompats Kℓ.



Chap. VIII : Surfaes de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 2333. Surfaes de Riemann ompatesThéorème. Si X est une surfae de Riemann ompate onnexe alors les seulesappliations holomorphes sur X sont les onstantes.Démonstration. Appliation immédiate du prinipe du maximum (le maximumest atteint puisqu'on est sur un espae ompat).Théorème. Si X est une surfae de Riemann ompate et β est une 1-formeméromorphe sur X alors ∑x∈X Res(β, x) = 0.Remarque. On déduit de e qui préède, en onsidérant β = df/f , qu'unefontion méromorphe sur une surfae de Riemann ompate a autant de zérosque de p�les, pourvu que l'on prenne en ompte les multipliités.4. Courbes algébriques4.1. Courbes algébriques a�nesDé�nition. Une ourbe algébrique a�ne plane est une ourbe C =
{
(x, y) ∈

C2 ; P (x, y) = 0
}, où P est un polyn�me.Pour qu'une telle ourbe soit lisse, il su�t que le système d'équations P (x, y) =

∂P/∂x(x, y) = ∂P/∂y(x, y) = 0 n'admette pas de solution dans C2.Dans e as, si par exemple ∂P/∂y(x0, y0) 6= 0 en un point de C, alors par lethéorème des fontions impliites on a h : V → C holomorphe sur un voisinage
V de x0 telle que C soit le graphe y = h(x) au voisinage de (x0, y0). C est donune surfae de Riemann, de arte loale en un tel point la première projetion
p1(x, y) = x.4.2. Courbes algébriques projetivesDé�nition. Si Q ∈ C[x, y, z] est homogène de degré d, i.e.

Q(λx, λy, λz) = λdQ(x, y, z),alors on dé�nit la ourbe projetive plane
C =

{
[x : y : z] ∈ P2

C ; Q(x, y, z) = 0
}
.Si U =

{
[x : y : z] ∈ P2

C
; z 6= 0

}, alors U ≃ C2 et, pour une ourbe projetiveplane C omme i-dessus,
C ∩ U =

{
[x : y : 1] ; Q(x, y, 1) = 0}.

C ∩ U est don, par l'isomorphisme U ≃ C2, une ourbe algébrique a�ne plane.Pour qu'une ourbe projetive plane soit lisse, et don une surfae de Riemannompate, il su�t que le système d'équations
∂Q

∂x
(x, y, z) =

∂Q

∂y
(x, y, z) =

∂Q

∂z
(x, y, z) = 0



234 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannn'admette pas de solution dans C3.Dé�nition. Si C =
{
(x, y) ∈ C2 ; P (x, y) = 0

} est une ourbe algébrique a�neplane de degré deg(P ) = d, alors on introduit le polyn�me homogénéïsé
Q(x, y, z) = zdP (x/z, y/z)et la ompati�ée de C est la ourbe projetive plane

C =
{
[x : y : z] ∈ P2

C ; Q(x, y, z) = 0
}
.Les points à l'in�ni rajoutés à C pour former C orrespondent à z = 0 et sealulent don en onsidérant l'équation Q(x, y) = 0.5. Courbes elliptiques5.1. Dé�nition des ourbes elliptiquesDé�nition. Soit Λ un réseau dans C, 'est-à-dire un sous-groupe disret de rang 2

Λ = Za+ Zb = {ma+ pb ; (m, p) ∈ Z2}où a, b sont des nombres omplexes R-linéairement indépendants. On appelleourbe elliptique assoiée au réseau Λ l'espae quotient X = C/Λ, muni de latopologie quotient.
0

a

b

w

Ω0

Ωw

π

∂U0

∂Uw

τw

C

C/Λ

Topologiquement, C/Λ est un tore, obtenu en reollant les arêtes opposées duparallélogramme fondamental P (parallélogramme fermé d'arêtes [0, a] et [0, b]).Soit π : C → X = C/Λ la projetion anonique. Pour tout w ∈ C, on onsidère leparallélogramme ouvert
Ωw = w + P ◦, Ωw ⊂ C,et son image Uw = π(Ωw) ⊂ X . Alors π est un homéomorphisme de Ωw sur

Uw et on a don un homémorphisme inverse τw = π−1 : Uw → Ωw. Le système
(τw)w∈C onstitue un atlas holomorphe. En e�et, il n'est pas di�ile de onstaterque les intersetions Uw ∩Uw′ sont onstituées de 1, 2 ou 4 omposantes onnexesqui sont elles-mêmes des parallélogrammes (4 parallélogrammes par exemple pourl'intersetion U0 ∩ Uw �gurant sur le shéma i-dessus). Les appliations de
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w′ : τw′(Uw ∩ Uw) → τw(Uw ∩ Uw) oïnident avedes translations z 7→ z + λ, λ ∈ Λ, sur haune des omposantes onnexes de

τw′(Uw ∩ Uw) (l'élément λ n'est pas le même sur les di�érentes omposantesonnexes, mais peu importe . . .).Conséquene. L'atlas (τw)w∈C est holomorphe et munit la ourbe elliptique C/Λd'une struture de surfae de Riemann ompate.Notre objetif est de démontrer le théorème suivant.Théorème. Pour tout réseau Λ, la ourbe elliptique C/Λ est isomorphe (en tantque surfae de Riemann) à une ourbe algébrique lisse de degré 3 dans P2
C
.On peut en fait démontrer que toute surfae de Riemann ompateX admet unplongement sur une ourbe algébrique lisse dans P3

C
(et une immersion dans P2

C
, surune ourbe algébrique n'ayant que des points doubles � ordinaires �), mais il s'agitd'un résultat onsidérablement plus di�ile, néessitant des résultats d'Analysenon triviaux. Dans le as qui nous intéresse, la preuve se fait en exhibant unisomorphisme expliite relativement simple. C'est l'objet du paragraphe suivant.5.2. Fontion ℘ de WeierstrassÉtant donné un réseau Λ = Za+ Zb ⊂ C, on dé�nit la fontion de Weierstrass

℘ assoiée à Λ par
℘(z) =

1

z2
+
∑

λ∈Λ⋆

(
1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
(5.2.1)

=
1

z2
+

∑

(m,p)∈Z2r{(0,0)}

(
1

(z −ma − pb)2
− 1

(ma+ pb)2

)
.On ommene par montrer qu'il y a onvergene normale sur tout ompat de

C r Λ (les points de Λ étant visiblement des points singuliers). En e�et,
1

(z − λ)2
− 1

λ2
=

1

λ2

(
1

(1 − z/λ)2
− 1

)
=

1

λ2

(z/λ)(2 − z/λ)

(1 − z/λ)2
.Pour z ∈ K ⊂ D(0, R) et λ assez grand, disons |λ| > 2R, on a |z/λ| 6 1/2 et

|1 − z/λ| > 1/2, d'où
∣∣∣∣

1

(z − λ)2
− 1

λ2

∣∣∣∣ 6
|z/λ| (2 + 1/2)

|λ|2 · 1/4 6
10R

|λ|3 .Le problème est don seulement de démontrer la onvergene de la série à termespositifs∑λ∈Λ⋆ 1/|λ|3. Or, en raison des hypothèses, (a, b) est une base du R-espaevetoriel C ≃ R2, et par onséquent (x, y) 7→ |x| + |y| et (x, y) 7→ |xa + yb| sontdeux normes sur R2. Le théorème sur l'équivalene des normes dans les espaesnormés de dimension �nie entraîne l'existene de onstantes C1, C2 > 0 telles que
C1(|x| + |y|) 6 |xa+ yb| 6 C2(|x| + |y|).En partiulier |ma + pb| > C1(|m| + |p|), et le problème se ramène don à laonvergene de la série

∑

(m,p)∈Z2r{(0,0)}

1

(|m| + |p|)3 = 4
∑

m∈N⋆

1

m3
+ 4

∑

(m,p)∈N⋆×N⋆

1

(m+ p)3
.
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∑

m∈N⋆

1

(m+ p)α
6

∫ +∞

p

dx

xα
=

1

α− 1

1

pα−1
, ∀α > 1.En appliquant ei pour α > 2 et en sommant sur p ∈ N⋆ il vient

∑

(m,p)∈N⋆×N⋆

1

(m+ p)α
6

1

α− 1

∑

p∈N⋆

1

pα−1
6

1

α− 1

(
1 +

1

α− 2

)
=

1

α− 2
< +∞.Comme la série dé�nissant ℘ ne omporte qu'un nombre �ni de termes ayantdes p�les dans un disque ompat D(0, R) donné (à savoir 1/z2 et les termes

1/(z−λ)2−1/λ2 orrespondant aux indies λ ∈ Λ⋆∩D(0, R)), et omme haun dees termes est méromorphe sur C, on en déduit que ℘ est une fontion méromorphesur C, admettant pour p�les les éléments λ ∈ Λ du réseau. Par ailleurs, le théorèmede dérivation terme à terme donne
(5.2.2) ℘′(z) =

∑

λ∈Λ

−2

(z − λ)3ave onvergene normale sur tout ompat de C r Λ. De là on déduit laProposition. La fontion ℘ est une fontion méromorphe périodique de groupede périodes Λ, i.e. ℘(z + λ) = ℘(z) pour tout λ ∈ Λ et il n'y a pas d'autrespériodes. La fontion admet pour p�les préisément les points de Λ ; e sont desp�les doubles. Par ailleurs, la fontion ℘ est paire, et elle admet au voisinage de
0 un développement en série de Laurent

℘(z) =
1

z2
+

+∞∑

p=1

(2p+ 1)s2p+2z
2p,où les oe�ients sp sont les sommes des � séries d'Eisenstein �

sp =
∑

λ∈Λ⋆

1

λp
.Démonstration. Il est lair sur la formule (5.2.1) que ℘ est paire (un hangementonomitant de z en −z et de λ ∈ Λ⋆ en −λ ∈ Λ⋆ laisse la série inhangée). Parailleurs, la Λ-périodiité de la dérivée ℘′ est évidente sur la formule (5.2.2). Enpartiulier, les fontions ℘(z+a)−℘(z) et ℘(z+b)−℘(z) sont onstantes, puisqueleur dérivée est nulle sur l'ouvert onnexe C r Λ. En prenant z = −a/2 /∈ Λ, ilvient ℘(z + a) − ℘(z) = ℘(a/2) − ℘(−a/2) = 0 don ℘(z + a) − ℘(a) est nulle,et il en est de même pour ℘(z + b) − ℘(z). On voit don que tous les éléments

λ = ma + pb sont des périodes. Comme
u(z) = ℘(z) − 1

z2
=
∑

λ∈Λ⋆

(
1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
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u(n)(z) =

∑

λ∈Λ⋆

(−1)n(n+ 1)!

(z − λ)n+2
, n > 1,il vient u(z) =

∑+∞
n=1

u(n)(0)
n! zn au voisinage de 0, ave u(n)(0)

n! = (n + 1)sn+2.L'imparité de sn vis-à-vis de λ montre que sn = 0 pour n impair > 3, on a don
u(z) =

+∞∑

n=1

(n+ 1)sn+2z
n =

+∞∑

p=1

(2p+ 1)s2p+2z
2pau voisinage de 0 et le développement en série de Laurent de ℘ s'en déduit. Soiten�n Λ1 le groupe des périodes de ℘, qui ontient Λ d'après e qui préède. Comme

0 est un p�le double, la Λ1-périodiité montre que les points de Λ1 sont égalementdes p�les. On a don Λ1 ⊂ Λ, d'où Λ1 = Λ.Corollaire. La fontion ℘ se fatorise par passage au quotient en une fontionméromorphe
℘̃ : C/Λ → C ∪ {∞}

(et don en une appliation holomorphe ℘̃ : C/Λ → P1
C
), ayant un unique p�ledouble 0̇.De même les dérivées ℘(n) sont Λ-périodiques et donnent par passage auquotient des fontions méromorphes ℘̃(n) sur C/Λ admettant 0̇ omme uniquep�le. On montre maintenant, et 'est là un fait tout à fait fondamental, que ℘satisfait une équation di�érentielle algébrique simple.Équation di�érentielle fondamentale de ℘. La fontion ℘ satisfait l'équation

℘′2 = 4℘3 + α℘+ βave les onstantes omplexes α = −60s4, β = −140s6.Démonstration. Le début de la série de Laurent de ℘ est
℘(z) = z−2 + 3s4z

2 + 5s6z
4 + 7s8z

6 +O(z6).Par dérivation, on a don
℘′(z) = −2 z−3 + 6s4z + 20s6z

3 + 42s8z
5 +O(z5),

℘′(z)2 = 4z−6 − 24s4z
−2 − 80s6 + (36s24 − 168s8)z

2 +O(z4),

℘(z)3 = z−6 + 9s4z
−2 + 15s6 + (27s24 + 21s8)z

2 +O(z4).Par di�érene, on trouve
℘′(z)2 − 4℘(z)3 = −60s4z

−2 − 140s6 − (72s24 + 252s8)z
2 +O(z4)

℘′(z)2 − 4℘(z)3 − α℘(z) = −140s6 + (108s24 − 252s8)z
2 +O(z4).en posant α = −60s4. En partiulier la fontion ℘̃′2 − 4℘̃3 − α℘̃ est holomorphesur C/Λ tout entier (le p�le z = 0̇ a disparu). Par ompaité de C/Λ, elle est



238 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fontions holomorphes et surfaes de Riemannnéessairement onstante et égale à sa valeur en z = 0̇, soit β = −140s6, e quidémontre le théorème.Remarque. L'identi�ation à zéro des oe�ients ultérieurs du développementfournit des relations remarquables reliant les valeurs des série d'Eisenstein, perme-ttant en partiulier de aluler de prohe en prohe s8, s10, . . ., à partir des deuxpremières valeurs s4, s6. On a ainsi 108s24 − 252s8 = 0, d'où s8 = 3
7
s24.On a maintenant le lemme suivant.Lemme. Les zéros de ℘′ sont les points z = a/2, z = b/2 et z = (a+ b)/2. Leursimages par ℘, à savoir

r1 = ℘(a/2), r2 = ℘(b/2), r3 = ℘((a+ b)/2)sont les trois raines (2 à 2 distintes) de l'équation 4p3 + αp+ β = 0, p ∈ C. Enoutre, l'appliation
℘̃ : C/Λ → P1

Ca la propriété suivante: pour tout w ∈ P1
C

r {∞, r1, r2, r3}, la préimage (℘̃)−1(w)est onstituée de deux éléments opposés et distints z, −z (modΛ), tandis quepour w = ∞, r1, r2, r3, l'équation ℘̃(z) = w admet une raine double, égalerespetivement à 0, a/2, b/2, (a+ b)/2 (modΛ).On exprime géométriquement le lemme en disant que ℘̃ réalise un � revêtementrami�é � à 2 feuillets de C/Λ sur P1
C
, ave points de rami�ation 0, a/2, b/2,

(a+ b)/2 (modΛ).Démonstration. Si w = ∞, on a bien (℘̃)−1(∞) = {0̇}, et e point doit êtreonsidéré omme double, puisque 0̇ est un p�le double. Maintenant, si w ∈ C,la fontion méromorphe ℘̃(z) − w sur la surfae de Riemann ompate C/Λ esttelle que la somme algébrique des multipliités des zéros et des p�les est nulle.Comme il n'y a qu'un seul p�le, de multipliité 2, on en déduit que l'équation
℘̃(z) = w admet deux raines, omptées ave multipliités. D'après la parité de
℘, es raines forment néessairement un ouple de points 2 à 2 opposés z, −z, àmoins qu'on ait z = −z dans C/Λ. Cei se produit si et seulement si 2z = 0 modΛi.e. 2z = ma+pb ∈ Λ. Suivant la parité de m et p, on obtient exatement 4 lasses,elle des éléments z = 0, a/2, b/2, (a + b)/2. En 0, la situation est laire, on a
℘(0) = ∞ et 0 est un p�le double. Aux autres points, par exemple a/2, l'imparité etla périodiité de ℘′ impliquent ℘′(a/2) = −℘′(−a/2) = −℘′(a/2− a) = −℘′(a/2),don ℘′(a/2) = 0. On trouve de même ℘′(b/2) = 0 et ℘′((a + b)/2) = 0. Paronséquent, si r1, r2, r3 sont les images par ℘ de a/2, b/2 et (a+ b)/2, l'équation
℘̃(z) = rj (j = 1, 2, 3) admet es points omme raines doubles, et il ne peut yen avoir d'autre. L'équation ℘′2 = 4℘3 + α℘+ β montre que les images r1, r2, r3de a/2, b/2, (a + b)/2 par ℘ sont bien raines de l'équation 4p3 + αp + β = 0.Les images r1, r2, r3 sont néessairement distintes (et sont don les 3 rainesdistintes du polyn�me 4p3 + αp+ β): si on avait disons r1 = r2, alors l'équation
℘(z) = r1 = r2 admettrait 2 raines doubles distintes modΛ, à savoir les lassesde a/2, b/2, soit un total de 4 points en omptant les multipliités, ontradition.Le lemme est démontré.Nous avons maintenant le résultat suivant, qui préise le résultat énoné au
§ 5.2.
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C
telle que

ϕ(z) = [℘̃(z) : ℘̃′(z) : 1]pour z 6= 0̇ et ϕ(0̇) = [0 : 1 : 0] dé�nit un isomorphisme ('est-à-dire uneappliation biholomorphe) de la ourbe elliptique C/Λ sur la ourbe algébrique lissede degré 3
Γ =

{
[x : y : t] ∈ P2

C ; y2t = 4x3 + αxt2 + βt3
}
,qui est la ompati�ation projetive de la ourbe algébrique a�ne

Γ =
{
(x, y) ∈ C2 ; y2 = 4x3 + αx+ β

}
.Le point [0 : 1 : 0] est l'unique point à l'in�ni de Γ, et sur C/Λ r {0̇}, ϕ peut êtrevue omme l'appliation

C/Λ r {0̇} → Γ ⊂ C2, z 7→ (℘(z), ℘′(z)).Démonstration. Nous laissons au leteur le soin de véri�er que Γ est lisse (onutilise pour ela le fait que l'équation 4p3 + αp+ β = 0 a ses 3 raines distintes),et qu'elle admet [0 : 1 : 0] omme unique point à l'in�ni. L'équation di�érentiellesatisfaite par ℘ montre que ϕ envoie bien C/Λ dans Γ. Seul le omportement auvoisinage de 0̇ n'est pas lair. Pour z voisin de 0, on a
ϕ(z) = [℘(z) : ℘′(z) : 1] = [z−2 +O(z2) : −2z−3 +O(z) : 1]

= [z +O(z5) : −2 +O(z4) : z3] = [−1

2
z +O(z5) : 1 : −1

2
z3 +O(z7)],(5.2.3)après multipliation par z3, puis division par −2 + O(z4). Cei montre bien que

ϕ : C/Λ r 0̇ se prolonge au voisinage de l'origine en une appliation holomorphede C/Λ dans P2
C
, telle que ϕ(0̇) = [0 : 1 : 0]). Pour z 6= 0̇, la dérivée de ϕ (vueomme appliation dans C2) est

ϕ′(z) = (℘̃′(z), ℘̃′′(z)),qui ne s'annule jamais (la première omposante ℘̃′(z) s'annule seulement si
z = a/2, z = b/2, z = (a + b)/2, mais en es points ℘̃′′(z) 6= 0, puisque espoints sont des raines doubles de l'équation ℘̃(z) = rj). Par ailleurs, (5.2.3)montre que ϕ′(0) 6= 0, la première omposante ayant une dérivée non nulle. Ceimontre que ϕ est un di�éomorphisme loal de C/Λ dans Γ. En fait ϕ est bijetive,omme il résulte failement du lemme: la préimage de [0 : 1 : 0] ∈ Γ r Γ est {0̇},tandis qu'un point (x, y) ∈ Γ est atteint par une et une seule des deux raines z,
−z de l'équation ℘(z) = x (on a ℘′(z)2 = y2 = 4x3 + αx+ β, et si z ne onvientpas, alors −z onvient grâe à l'imparité de ℘′).Remarque. On peut démontrer plus généralement que toute surfae de Riemannompate est isomorphe à une ourbe projetive lisse dans P3

C
et, par projetiondans P2

C
, qu'elle s'envoie sur une ourbe algébrique de P2

C
ayant au plus des pointsdoubles ordinaires.


