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DIFFERENTS EXEMPLES DE FIBRES HOLOMORPHES NON DE STEIN

par J.-P.DEMAILLY

Introduction.

Le présent travail se rattache au probléme posé en 1953 par
J.-P.SERRE (cf. [3]) de savoir si un espace fibré analytique dont
la base et la fibre sont des variétés de Stein est lui-méme une

variété de Stein.

Depuis lors de nombreux résultats avaient €t& obtenus,appor-
tant tous des réponses partielles positives. En 1977, H.SKODA mon-
trait néanmoins par un contre-exemple que la réponse générale était
négative ; nous renvoyons a [ﬁ] et [5] pour le contre-exemple ainsi

ue pour une is compléte de références.
q pour liste compléte d f

p 2
Dans ce contre-exemple, la fibre est €°, la base est un ouvert
de €, les automorphismes de transition sont localement constants et

a croissance exponentielle.

La démonstration repose essentiellement sur l1'inégalité de P.LE-
LONG relative 3 la croissance des fonctions plurisousharmoniques sur
les fibres, que nous rappelons en préliminaires. Il en résulte que s'il
existe une fonction holomorphe non triviale sur le fibré, les automor-
phismes de transition ne peuvent pas &tre trop déformants et doivent
vérifier des conditions assez restrictives a8 l'infini. Nous reprenons

les arguments de H.SKODA [5] dans la deuxiéme partie.

Une question naturelle posée dans [i] était de savoir si le type
exponentiel des automorphismes jouait un rdle fondamental. Nous mon-
trons au paragraphe 3 qu'il suffit en fait de prendre des automorphis-

mes de transition polynomiaux,de degré 2 lorsque la base est bien

choisie, le probléme se ramenant a un calcul d'enveloppe pseudo-convexe.
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Dans la quatriéme partie nous examinons par les mémes méthodes le
cas ou la base est un ouvert simplement connexe de €, et donnons un
T i m g 2 4
exemple de fibré non de Stein a4 fibre €  au dessus d'une telle base.
Les automorphismes de transition sont dans ce cas de type exponentiel,
et il nous semble que la croissance polynomiale soit insuffisante pour

obtenir le méme phénoméne.

Je suis heureux de remercier ici le professeur H.SKODA pour la
générosité avec laquelle il m'a accordé son temps. Je lui dois en par-
ticulier plusieurs améliorations dans la rédaction du manuscrit origi-

nal, et je lui en suis trés reconnaissant.

1. Préliminaires : l1'inégalité de P.LELONG.

Soit (1l une variété analytique connexe de dimension p,
. . : s n
V une fonction plurisousharmonique (en abrégé p.s.h.) surfLxC ,

w un ouvert relativement compact de f).
On mesure la croissance de V sur les fibres en posant :

M(V,w,r) = sup V(x,z) (1)
Xed ,lz| ¢

oi reR, et ol |zl 131'1p !zjl -
£J¢n

D'apreés P.LELONG Eﬂ , M(V, w,r) est une fonction convexe croissante
de Log r , strictement croissante pour r assez grand si V est non

constante sur au moins une fibre au-dessus de

LEMME 1. - Siflest un ouvert de ¢p, w Ccw, ¢cw, trois polydisques

1 2 3

concentriques de rayons €14C7 <63 relativement compacts dans fL, et V une

. n
fonction p.s.h. sur fxC , alors :

(2) MV, w,,r) { MV, w,,1%) + p My, wa, 1) - M(V, wl,r"")]

1og €3/ I T o Y/
log @3/6; F o log ¢4/

(3) avec g =

Démonstration. Supposons W Wy, w centrés en O

3



M( e r) est une fonction convexe des variables u = Log6>, v = Log r
(cf. par exemple P] , prop. 2.3.3. et 6.2.1.).
On considére dans le plan des (u,v) les trois points A],AZ,A3

définis par

A] I log e, v, = log r
A2 Pou, = log €s v, = Xlog r
A3 : uy = Log C3 v3 = 0
On choisit le paramétre \de sorte que A2 = XA] + (l-)\)A3
log @, - log g log e, /P
soit A\ = c 2 = —————21:2
log e, - log 03 log 63/61

On en déduit par convexité de (u,v) Hﬁ-M(eu,ev)

M(pys ™) L NMC o s1) + (1 = \)M(py,1)

: 1 <
solt avec g = — p o= 1 -\ et aprés remplacement de r par rS :

>\
MCp,ynT) (MO ) + p[MC g, 1) - M(p,,r)]

ce qui est bien la relation (2).

COROLLAIRE 1. - _i V est non constante sur au moins une fibre au-

dessus de W, 5 il existe r >0 tel que :

M(V,uﬁ,r) <& M(V, aﬁ,rd_) pour r ,r

En effet M(V, Qﬁ,r) est convexe croissante en log tr, et non constante

pour r assez grand, donc M(V, aﬁ, r) tend vers +ooquand r tend vers

+ 0O ,

D'aprés (2) M(V, uﬁ,r) tend également vers +oc, d'oli la conclusion.

COROLLAIRE 2 (inégalité de P.LELONG). - Soitfune variété analyti-

s g . n
que connexe de dimension p , V une fonction p.s.h. sur §Q xC non

constante sur au moins une fibre, et “ﬁ “ﬁ deux ouverts relativement

compacts defl.

Il existe une constanteg-ne dépendant que de u%, Qﬁ,ﬁl et une
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constante r, dépendant en outre de V telles que

(4) M(V, w,, 1) (M(V,w, r9) pour ryr,.

Démonstration: immédiate grdce au Corollaire | en utilisant la

connexité deflet des arguments de compacité.

2. Construction du fibré X . Restrictions sur la croissance d'une

fonction plurisousharmonique non triviale (H.SKODA [i]) "

On considére maintenant des ouverts_ﬂo,,ﬂl,...,IIN de € , connexes,

tels que Qo N Dj, 1 {J ¢N ait deux composantes connexes.ﬂj 113 , et

tels que f%nf&’= @ pour 1 ¢j (k ¢N.

N
On prend pour base B du fibré 1l'ouvert B = | IH .
j=o
On définit le fibré X en recollant les cartes locales trivialisantes :
n 2
- ¢ —>SfL XxC et i X —> 0 x €
TJ Q.J J TO QO o
par les automorphismes de transition Tjo = tj o T;] suivants :
_ . i n
%o(x,z) (x,gj(z)) si x e ﬂj z el
(5) n
= (x,z) si xgﬂ}' zeC

ou les gj sont des automorphismes analytiques de ¢ (1 $j (N .

Une fonction p.s.h. V sur X est définie par la donnée de fonctions

p.s.h. Vj =V o T;] sur ij ¢ pour 0 ¢ j¢N telles que
pour 1 ¢j N, on ait :

A z = V.(x,g.(z uand x efl!
5y Tolsr® ;85 (2) q !

V (x,z) = Vj(x,z) quand xe[lg "

: : n o .
Si h est un automorphisme de € , nous écrirons abusivement

V o h(x,z) = V(x,h(z)) .

Etant donné& deux fonctions (P, Y sur R_ nous noterons (P ~ Yla rela-
tion d'équivalence :

"il existe des constantes o3>0 et r > 0 telles que

P(r) ¢ y(ro)
q}(r)\<(_F(r°') pour r yr_ .
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On se donne alors des ouverts @, aﬁ, qﬁ (1 &3 ¢(N) relativement

compacts respectivement dans ﬁb, ﬂj, ﬂg .

Appliquons trois fois la relation (4) du corollaire 2 dans les cartes,
en supposant que V est non constante sur une fibre :

o &4 la fonction Vj o gj o h et au couple d'ouverts_ﬂj,.ﬁ§<:f%

M(V. o g. o h , uﬁ, r)r\)M(Vj o gj o h , wg, ) soit d'aprés (6)

1 n
M(Vo o h,(uj, r) nlM(Vo o gj o h,coj, r)

ed la fonction Voo h et au couple w,_ aﬁ c ﬂb :

1
M(V0 o h, W, E) n:M(VO o h , “ﬁ’ r)

-

. " ‘
ed la fonction V0 o gj o h et au couple u%, uﬁ c_no.

M(V0 o gj o h, W, s r)NM(Vo o gj o h ,cuj, r) (7)

Il vient par transitivité de n~ :

M(Vo o gj o h, ag, r)nJM(Vo o h,cuo, )

Prenons pour h un €lément du groupe d'automorphismes G engendré par
les gj ; en raisonnant par récurrence sur la longueur de l'écriture

formelle de h, on obtient 3 partir de (7)

PROPOSITION 1. - Soit hl”"’ hq des automorphismes de c” appar-

tenant au groupe G engendré par les gj. Il existe une constante c- ne

dépendant que de W et de 1'écriture formelle des hj dans G, et une

constante r dépendant en outre de V et des hj telles que :

-
(8) M(Vo o hj,(uo, ) éM(Vo’ w, T ) pour royr.
Désignons maintenant par Dr le polydisque |z| = sup zj|$r de ¢".
1£j¢n
N

L'inégalité (8) s'écrit encore :

sup
xe&%, zZ < LJ h'(Dr)

1¢iga
Notons Kr l'enveloﬁpe pseudo-convexe Uhj(Dr (c'est aussi l'enve-
j
loppe polynomialement convexe d'aprés HORMANDER [q » Ps 891, th. 4.3.4.)

Vo(x,z)ngVb,u%,r¢7 POuUTr T yr - .
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et T = ?(h],...,hq) le rayon du plus grand polydisque D€ inclus

dans K_.
r
Comme V0 est plurisousharmonique en z, on a par définition de Kr :

sup V (x,z) = sup V (x,z)
— o — o

X ED ,z€E h.(D ) xem , z €K

o ] 1 o T

. . A -
et a fortiori M(Vo,cuo, r)éAM(VO, u%, r) pour r 27,

Si V est non triviale, M(Vo,ué,r) est strictement croissante pour r

assez grand, et on en déduit aussitot :

PROPOSITION 2. - Si le fibré X posséde une fonction p.s.h. non

constante sur au moins une fibre , il existe des constanteso>0 et

roz,o telles que :

¢ o
T (h],..., hq) 4E pour r yr (9)A

"Comme 1'a souligné H.SKODA dans son article [5] , il est possible de

donner une construction plus algébrique du fibré X.

Une autre construction du fibré X :

On choisit la base B de sorte que le groupe fondamental G de B
soit un groupe libre a3 N générateurs Koo Ay opérant sur le re-

~N
vétement universel B de B .

~
On fait alors opérer G 3 gauche sur B xc" proprement et librement

en posant :
~ . B2 n
o(j(x,z) = (o(j(x), gj(z)) od 1 ¢jg¢N xeB et zeC .

L'espace quotientA(ﬁ‘xmn)/G est alors un fibré au-dessus de B,3 fibre

n
C , et on note

v n ; ;
P : BXC —> X la projection.
La donnée d'une fonction p.s.h. V sur X équivaut 3 la donnée d'une fonc-

~ ~
tion p.s.h. V =V o p sur BxC" invariante par l'action de G :

(10) Vix,z) = V(e&j(x), g;(2)) pour xeB et zec®.


































































