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0. Introduction et notations.

Le présent travail réétudie dans un cas particulier les techniques développées par
H.SKODA [11] , [121 , (131 , [14] , [15] pour 1'étude des morphismes surjectifs de fi-
brés vectoriels holomsrphes semi-positifs. On considére une sulte exacte
(1) 0 —>8 —E -2Q —0
de fibrés vectoriels holomorphes, de rangs respectifs s,p,q (avec s = p-q) , au-—
dessus d'une variété analytique complexe X de dimension n . On dit qu'un morphisme
de Q dans E réalise un scindage holomorphe de la suite exacte (1) si

g oh = IdQ ,
de sorte qu'on a alors la décomposition

E = S & h(Q .

Plus généralement, &tant donn& un fibré linBaire M sur X , et une section £ du
fibré Hom(Q, Q ® M) , on recherche s'il existe une section h du fibré Hom(Q, E ® M)
telle que

goh = .
Pour obtenir de tels résultats, nous serons amenés 3 faire des hypothéses de convexité
sur la variété X , et de positivité sur les fibrés E et M . Nous supposerons, comme

H.SKODA [13] , [14] , [15] , que X est une variété kihlérienne, munie d'une métrique




-

est faiblement pseudoconveXe ,

de Kihler w non nécessairement compléte, et que X

c'est-3-dire qu'il existe sur X wune fonction de classe C2 , plurisousharmonique
et exhaustive . Les variété&s compactes, les variétés de Stein, l'espace total d'un
fibré holomorphe semi-n&gatif an sens de Griffiths au-dessus d'une varig&té compacte ,
sont faiblement pseudoconvexes. On suppose de plus que les fibrés E , M sont munis
de métriques hermitiennes, et que les fibrés S , Q , Hom(Q, Q®M) , Hom(Q, E®M)

sont munis des métriques naturelles déduites de celles de E et M.

Les hypothéses de positivité sont les suivantes (voir le paragraphe ! pour les défi-

nitions concernant la courbure et la positivité) : le fibré E est semi-positif au

sens de Griffiths, et il existe un réel k>Inf(n,q) + inf(n,s) tel que 1'une des

conditions (2) ou (3) soit réalisée :

(2) ic(M) - ik c(dét Q) - 1ic(dét E) + i Ricci(w) > O ;

(3) le rang s de 'S est &gal 4 1, ou bien E est semi-positif au sens de Nakano,
et on a

ic(M) - ike(dét Q) + 1 Ricci(w) > 0 .

n
w_

P . . . 2 - . <
On a alors un théordme d'existence avec estimations L précises (on a noté dV = T

1'élément de volume canonique sur X ).

THEOREME 1. - Pour toute section globale f de Hom(Q, Q ® M) telle que le second

membre de (5) soit fini, il existe une section globale h de Hom(Q, E® M) telle que

(4) goh = £,

(5) f In|? av < c J 1£]2 av
X X

avec C = k - Inf(n,q) .

k-Inf (n,s)-Inf(n,q)

En pratique, le théor@me 1 s'appliquera surtout au cas oll la variété X est de Stein,
car les conditions de positivité et la convergence globale des intégrales semblent
supposer l'existence de fonctions d'exhaustion strictement plurisousharmoniques (du

moins lorsqu'on cherche & construire des scindages holomorphes).

La démonstration repose sur 1'inégalité de Kodaira-Nakano, et sur le lien qui existe

entre les formes de courbure des fibrés Q, S et l'obstruction au scindage holomorphe



-3-
de la suite exacte (1). Les calculs sont directement inspirés de [14] , mais utili-
sent de plus une relation entre les notions de positivité de P.A.GRIFFITHS et de
S.NAKANO, récemment publi&e par 1l'auteur dans [3] en collaboration avec H.SKODA |

et dans [2].

Etant donné une sous-variété X de dimension n de CF , le théoréme | s'appli-

que en particulier 3 la suite exacte

0—>Tx—>Tme—>Nx——>o

qui. définit le fibré normal NX de X . Cette idée , déjd utilisée par C.A.BERENSTEIN
et B.A.TAYLOR [1] , nous permet de montrer l'existence d'un voisinage tubulaire U
se ré8tractant holomorphiquement sur X , et d'estimer la taille de u*. En anpliquant
des technicues analogues a celles de B.JENNANE {9] » nous obtenons au dernier paragraphe
un théor2me d’extension des fonctions holomorphes avec contrdle de la croissance >

Je tiens a remercier Monsieur Henri SKODA pour ses nombreuses suggestions, qui ont

permis d'améliorer la rédaction initiale.

1. Rappel sur les différentes notions de positivité.

Si E est un fibré hermitien, on peut définir une connexion canonique D sur E ,
hermitienne et holomorphe (cf. A.DOUADY et J.-L.VERDIER [4] , P.A.GRIFFITHS [5]) ,

qui envoie 1'espace C:)b(X,E) des formes de type (a,b) & valeurs dans E , dans
b

o]

(e o]
@ .
Corp,p (KB Ca,bH(X,E)
La forme de courbure c(E) du fibré E est alors définie par la propriétéd suivante
D2u = ¢(E).u

- 00 3 -
pour toute section C u de E , de sorte que ic(E) est une (l,l)-forme &
valeurs dans le fibré Herm(E,E) des endomorphismes hermitiens de E ; on identifiera

toujours ic(E) & la forme hermitienne sur TX ® E qui lui est associBe canoniquement.

/
DEFINITION 1. = Soit © wune forme hermitiennme sur un produit tensoriel T ® E

d'espaces vectoriels complexes T et E de dimensions respectives n et p . On di-

ra que O est semi-positive

*(cf. § 4, théorémes 4 et 5).

xx(cf. corollaires 2,3,et 4 du théoréme 6 ),
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(6) au sens de GRIFFITHS, si pour tout vecteur décomposable x =t ® e € T®E ,

on a 0O(x,x) >0 ;

(7) au sens de NAKANO, si pour tout x€ T® E , on a 0O(x,x) >0 .

Le fibré vectoriel hermitien E sur la variété X est dit semi-positif au sens de

GRIFFITHS (resp. au sens de NAKANO) si pour tout point z€ X , la forme hermitienne

ic(E) sur la fibre Tz X ® Ez est semi-positive dans ce sens.

Nous noterons ;G la semi-positivité de GRIFFITHS, zN celle de NAKANO. Il est
clair que la semi-positivité& de NAKANO entralne celle de GRIFFITHS. De plus, les deux

notions coincident si n =1 ou si p=1 , et sont reliées en général par le

théoreéme suivant.

THEOREME 2 - Soit O ZG 0 une forme hermitienne sur T ® E .

Si est une base orthonormée quelconque de E (supposé hermitien) on

©)1¢ 5 <p
définit TrE © par

I o

= @
TrE O(t,t) e (t ej, t ® ej)

j=1

pour t € T . Alors on a
(8) ©+ Tr 0@ Id > 0,

(9) €] QN Inf(n,p) TrE@ ® IdE s

Soit E wun fibré vectoriel hermitien sur X , semi-positif (resp. positif) au

sens de GRIFFITHS. Alors

(10) E ® dét E N 0 (resp. E @ dét E >N 0 ,

£*@dét E* < 0 (resp. E® dét E < 0) ,

(1) E® (d&t gy~ nf(m.p) < 0 (resp. <, 0) ,

p* @ (aae gy (P -

;N 0 (resp. >_ 0)
REMARQUE 1. Les deux assertions de (10) (ou de (11)) ne sont pas Eéquivalentes car la
positivité de E équivaut & la négativité de E* seulement au sens de GRIFFITHS

(mais pas au sens de NAKANO en général).

Les points (9) et (11) sont en fait une généralisation du lemme fondamental (3,5)

de [14] . Lorsque E est quotient d'un fibré trivial, la seconde assertion
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de (11) est d'ailleurs conséquence de ce lemme de [14] .

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur 3 EZJ , [31 pour une preuve de (8).

Preuve de (9) : montrons tout d'abord que

®@ - >
TrE C] IdE e o .

G
En effet, tout vecteur décomposable xE€T ® E peut s'écrire x = t & e ol
le]l =1 ; si 1'on choisit une base orthonormée (ej)1 <j<p de E telle que
e, = e ,11 vient
O(x,x) = 0(t® e, t ® el) , et
4 2
TrE 0® IdE(x,x) = jzl O(t @ ej, t ® ej) "e" >0(x,x) ,

grice & 1'hypothése 0 % 0 . D'aprés (8) on a donc

Trg 0@ Id = 0 + Trp(Tr 0 @ Tdy - 6)®Idy = p Try 0® 4y - 0% 0,

ce qui démontre (9) lorsque p<n. Lorsque n € p , il est aisé de voir que

T® E = T®F
FCE, dim F =n

Appliquons le résultat déjid trouvé a la restriction @F de © a8 T®F , pour tout

sous—espace F de dimension n de E . (9) se déduit des inégalités suivantes
®
BF sN n TrF BF IdF SN n TrEO ] IdF ,

soit 0 < n TrE@® IdE sur TQF .

N

Preuve de (10) et (11).

I1 est bien connu que la courbure du fibré dét E = AP E est relie 3 celle de E

par la formule

(12) c(dgt E) = Try c(E) = - Try c(EY ,

et que pour deux fibré&s vectoriels hermitiens El- et E2 , on a

(13) c(E, ® E)) = c(E) ® IdE2 +’ IdE1® c(E,)

(10) et (11) se déduisent alors de (8) et (9) en prenant O = ic(E) ou O = ~ic(Ex)

selon le cas.
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2. Estimations a priori et inggalités L° .,

On considére , avec les notations et hypoth@ses de 1'introduction, la suite

exacte (1)

0 —>S —>E 2Q—0 .

. . ~ . . co
La connexion canonique D sur E se décompose suivant le scindage orthogonal C

E=S®Q , de la mani8re suivante

(14) D s

oi D, et P sont respectivement les connexions canoniques sur S et Q , et ol

S Q
= C;O,O(X’ Hom(S,Q)) .

Nous renvoyons 3 P.A.GRIFFITHS [5] pour la démonstration de (l4), et & H.SKODA [14]

pour le détail des calculs qui vont suivre. On a classiquement

Dg - B*AB —DBX
c(E) = D% =
2 =
D8 DQ—BAB
d'oll par définition
o(8) = Dg =em|g + 8%
(15) 9 -
c(Q) = Dy = c(E)[Q + B A BT
n . x

Soit K= A T" X 1le fibré canonique de la variété X et M un fibré en droites

sur X . Par application & (1) du foncteur Hom(Q, ? ®K®M), on obtient la suite

exacte

(16) 0 —~Hom(Q, S® K® M) —» Hom(Q, E® K ® M) —» Hom(Q,Q ® K @ M) — 0 ,

et la connexion D se décompose suivant le scindage orthogonal de

Hom(Q, E®@K®M)

(16) , en
DHom(Q, S®K®M) - Bx

Phom(Q, E®@K®M)

B DHom(Q, QA KB®M)
Posons R = Hom(Q, S®M) pour simplifier les notations.

PROBLE}ME. - Etant donné une section holomorphe f de Hom(Q, Q®K®M), chercher un















































































