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Résumé. Soit E un fibré hermitien holomorphe en droites au-dessus d'une variété
analytique complexe compacte X . Nous démontrons une majoration asymptotique pour
la dimension des groupes de cohomologie des puissances tensorielles Ek assez éle- -
vées. Le majorant obtenu s'exprime de maniére intrinséque & 1'aide d'une intégrale de
la forme de courbure de E . Comme application, nous obtenons une preuve simple de
la conjecture de Grauert-Riemenschneider, résolue récemment par Siu : si X pos-
séde un fibré en droites E quasi-positif, alors X est de Moishezon ;'de plus,
1'"hypothése de quasi-positivité a pu étre affaiblie ici en une condition intégrale qui

n'exige pas la semi-positivité ponctuelle de E .

Abstract. Let E be a hermitian holomorphic line bundle over a compact complex
manifold X . We give an asymptotic upper bound for the dimension of cohomology
groups of high tensor powers Ek . This bound is invariantly expressed in terms of

an integral of the bundle curvature form. As an application, we find a simple proof

of the Grauert-Riemenschneider conjecture, recently solved by Siu : if X possesses a
quasi-positive line bundle E , then X is a Moishezon space ; furthermore the quasi-
positivity hypothesis can be weakened here in an integral condition which does not re-

quire the bundle E to be pointwise semi-positive.

0. INTRODUCTION ET NOTATIONS.

Soient X wune variété analytique complexe compacte de dimension n , F un
fibré vectoriel holomorphe de rang r et E un fibré holomorphe en droites hermitien
de classe C~ au-dessus de X . Soient v = v' + v'" la connexion canonique de E
et c(E) = v2 = y'y" +¢"y' la forme de courbure de E . Désignons par X(q) ,
0<q<n , l'ouvert de X sur lequel la (1,1)-forme de courbure ic(E) possede exac-
tement q valeurs propres <0 et n-gq valeurs propres >0 . Nous démontrons

alors l'estimation asymptotique suivante, qui borne la dimension de l'espace de
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cohomologie Hq(X,Ek®F) en fonction d'une intégrale de courbure de E sur X(q) .

THEOREME 0.1. - Pour tout q=20,1,...,n on a l'estimation
k

dim HY(X,E“®F) < C@)rk" | le@®)"] +o@")
X(q)

ol r = rang(F) et oi C() > 0 ne dépend que de n .

La constante optimale dans 1'inégalité du théoréme 0.1 est C(n) = (2Tr)_n/n! 3
mais la preuve de ce résultat requiert une analyse beaucoup plus détaillée que celle
élémentaire que nous exposons ici (cf. [D2], [D3]). La constante optimale précédente
s'obtient en combinant les inégalités de Morse de E. Witten [W] avec un théoréme de
[D31, qui décrit de maniére trés précise le spectre de l'opérateur de Schrodinger

associé au champ magnétique B = kic(E) lorsque k tend vers +o .

Les techniques du présent article sont en fait plus proches des techniques utilisées
antérieurement par [Siu 1,2] pour prouver la conjecture de Grauert-Riemenschneider.
Indiquons briévement la méthode de démonstration. Les groupes de cohomologie

Hd(x, EX

®F) peuvent &tre interprétés comme des espaces de formes harmoniques a
k

valeurs dans E ®F , une fois qu'on a muni E et X de métriques hermitiennes.

On utilise alors l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano non k&hlérienne de P. Griffiths

[G], relative 4 la connexion Dk = Di{ + Di; de Ek® F

k -
Ai; = Ai<+ [ic(E"® F), Al +[Di{,e] - [D",8] ; (0.2)

i{, A'l'{ désignent ici les Laplaciens holomorphes et antiholomorphes sur Ek®F , et
6 est un opérateur d'ordre 0 et de bidegré (-1,0) qui dépend uniquement de la
torsion de la métrique hermitienne sur X . Il résulte de la présence du terme de

courbure klic(E),A] dans (0.2) que toute (0,q)-forme harmonique h a valeurs dans

Ek® F est nécessairement petite en dehors de 1'ensemble X(q) . Pour majorer h

sur X(q) , on commence par démontrer un lemme de type Rellich pour opérateur Di{

en bidegré (0,q) . Ce lemme repose sur l'ellipticité du 3 en degré 0 (cf. §3, §4);
la preuve nécessite l'utilisation d'un pavage de X(g) par des cubes de c6té ~ 1//k

de maniére i pouvoir contrdler les effets de la courbure (qui soht grosso modo propor-

tionnels & k ) lorsque k tend vers +o .

La dimension de Hq(X, Ek®F) est donc majorée a une constante prés par le

nombre de cubes du pavage, soit K Vol(X(q)) ; il reste alors seulement & choisir la

métrique hermitienne sur X de maniére adéquate pour en déduire le théoréme O.1.



La méthode de [Siu 11, [Siu 2] était assez différente, et consistait i utiliser 1'isomor-
phisme de Dalbeault en vue d'appliquer le lemme de Schwarz & des cochafnes holomor-
phes s'annulant en de nombreux points. L'utilisation directe du lemme de Rellich pour
les formes harmoniques va entrafmer ici un gain de précision considérable dans les

estimations recherchées.

n
Soit maintenant X(Ek®F) = 2 (-1)qdim Hq(X,Ek®F) la caractéristique d'Euler-

q_.
Poincaré du fibré Ek®F . La formule de Hirzebruch-Riemann-Roch donne

K2 n
—re @+ P ® (0.3)

ko
X(E ®F) =r -1

ol Pn—l € Q[k] est un polyndme de degré <n-1, et ol Cl(E) est la premieére
classe de Chern de E . La forme cl(E) est représentée en cohomologie de de Rham

par la (1,1)-forme ;—ﬂc(E) , de sorte que la formule précédente se récrit
k ! o i n n
F) = r — - + 0.3
XEOT) = 17 [ GGoe@)” + o) . | {2

En combinant (0.3) et le théoréme 0.1 pour q =2 , on en déduit la minoration suivante

du HO.

COROLLAIRE 0.4. - Supposons que c(E) ait au plus 1 valeur propre < 0

en tout point de X . Alors

dim H(X, %0 F) = y(EX0F) - o)

n

mcl(E)n o) . m

=

Le dernier paragraphe est consacré & l'étude des espaces de Moishezon. Rappelons-

en la définition.

DEFINITION 0.5. - Soit Y un espace analytique compact irréductible. On appelle

dimension algébrique de Y , notée a(Y) , le degré de transcendance sur € du

corps M(Y) des fonctions méromorphes de Y .

D'aprés un théoréme bien connu de Siegel [S], on a toujours l'encadrement

0<a(Y)<n , ol n=dimmY .

DEFINITION 0.6. - Y est appelé espace de Moishezon si a(Y) = n .

En utilisant le raisonnement de Siegel [S], il n'est pas difficile d'obtenir d'autre

part l'estimation suivante (cf. § 6 ; voir aussi [Siu 11).
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THEOREME 0.7. - Pour tout fibré holomorphe en droites E au-dessus de X,

il existe une constante C >0 telle que

dim H'X,EN < ck®® ) vks1 .

Le fibré E est dit quasi-positif si la forme de courbure ic(E) est définie posi-
tive sur un ouvert dense de X . La conjecture [G-R] de Grauert et Riemenschneider

peut alors s'énoncer comme suit.

CONJECTURE 0.8. - Pour que Y soit un espace de Moishezon, il faut et il

suffit qu'il existe une désingularisation 1 : X—Y de Y et un fibré holomorphe

en droites E —X quasi-positif.

La condition est trivialement nécessaire, car si Y est de Moishezon on sait
d'aprés [Moi] que Y posséde une désingularisation projective X . Le corollaire
0.4 et le théoréme 0.7 permettent inversement de résoudre par l'affirmative la conjec-
ture de Grauert et Riemenschneider. Le corollaire 0.4 fournit en fait une condition

suffisante plus générale, qui n'exige pas la semi-positivité ponctuelle de E .

TH]E}OREIME 0.9. - Soit X une variété analytique compacte connexe de dimension

n . Pour que X soit de Moishezon, il suffit que X posséde un fibré hermitien

en droites vérifiant 1'une des hypothéses suivantes :

@) cl(E)r1 >0, et ic(E) a au plus une valeur propre < 0 en tout point de X .

(b) ic(E) est semi-positive sur X et définie positive en au moins un point.

Le théoréme 0.9 (b) a été démontré antérieurement par [Siu 1] avec 1'hypothése
supplémentaire ic(E) > 0 presque partout, puis par [Siu 2] en général. C'est ce ré-
sultat qui a constitué la principale motivation de notre travail. Une fois que I'on sait
que X est de Moishezon, il n'est pas difficile de démontrer un théoréme d'annulation

sous hypothése de semi-positivité de E (cf. §7).

THI*{JOREME 0.10. - Soit X une variété complexe compacte et connexe de dimen-
sion n , E un fibré hermitien en droites au-dessus de X . Si ic(E) est =20

sur X et > 0 en au moins un point, alors

ad(x, Ky ®F) = 0 = x5

pour tout ¢ = 1,...,n .































































