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Abstract

Given a closed positive current 7" on a bounded Runge open subset Q of C”,
we study sufficient conditions for the existence of a global extension of T to C".
When T has a sufficiently low density, we show that the extension is possible and that
there is no propagation of singularities, i.e. 7 may be extended by a closed positive
C=-form outside Q. Conversely, using recent results of H. Skoda and H. El Mir,
we give examples of non extendable currents showing that the above sufficient con-
ditions are optimal in bidegree (1, 1).

0. Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons au probléme de 1’existence de prolonge-
ments globaux d’un courant positif fermé défini sur un ouvert relativement compact
de C".

Soit 7 un courant positif fermé de bidimension (p, p) (i.e. de bidegré (g, g) avec
p+q=n) sur un ouvert QCC". D’aprés un théoréme de ¥—7 SIU [5], les en-
sembles E,={z€Q; v(T,z)=c=0} associés aux nombres de Lelong v(T; z) sont
des sous-ensembles analytiques de Q. Les ensembles E, propagent donc les « singu-
larités » de T, et apparaissent comme une obstruction au prolongement global du
courant 7 (du moins lorsque les E, ne s’étendent pas eux-mémes & C” tout entier).

Nous cherchons ici des conditions suffisantes simples, exprimant que la densité
de T n’est pas trop grande, pour que le prolongement soit possible. On mesure pour
cela la densité des masses de 7 en posant

i —
B = 0z,

1
o = mesure trace de 7 = — pP AT,
o(z, ) = o(B(z, 1)),
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avec B(z,r)={(eC"; |{—z|<r} et zeQ.= {¢eC™; d((, [2)=r}). Nous démon-
trons alors les résultats suivants:

Théoréme 1. Soit QccC" un ouvert de Runge, et T un courant positif fermé sur
Q dont la classe de cohomologie est nulle. On suppose que les masses o (z, r) vérifient
pour tout e=0 et tout compact KC Q, la condition suivante:

(1) supf (,j’ ;;) dr < + oo si T est de bidegré (1, 1);
z€EK
1/2
2) fs oz r) dr <+ en bidegré (q,q), 1 < q < n.
-ex

Alors, pour tous réels 5=n=0, il existe un courant @ =0 fermé sur C" qui
coincide avec T sur Qj et de classe C= en dehors de Q,.

Un résultat classique de P. LELONG [4] affirme que o(z, r)r—2P est fonction
croissante de r lorsque 7 est de bidimension (p, p). On a donc toujours une estima-
tion de la forme sup,cy o(z, r)=0(r??), qui correspond typiquement au cas d’un
courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique de dimc=p. Un tel courant
est bien siir en général non prolongeable. Les conditions (1) et (2) imposent aux

masses o (z, r) une croissance beaucoup plus restrictive, comme le montrent les impli-
cations évidentes

supo(z,r) = 0" 2 = (2) = (1) = (Vz£Q)o (2, ¥) = o (12"~ 2.

z€K

Du théoréme 1 découle Iexistence de majorants globaux pour un courant défini
sur un ouvert d’une variété de Stein et ayant une densité suffisamment faible.

Corollaire 2. Soit T un courant positif fermé défini sur un ouvert Q d’une variété
de Stein X. On suppose que T vérifie la condition (1) (resp. (2)) relativement a des ouverts
de cartes Q; recouvrant Q. Alors pour tout ouvert v Q il existe un courant @ =0
Jermé sur X, de classe C= au voisinage de X —Q et tel que T=0 sur .

Pour démontrer ces résultats dans le cas général (2), on construit a ’aide d’un
noyau un potentiel ¥ tel que i9dV=T modulo C=(Q;). On vérifie alors que V
peut se prolonger de sorte que la partie =0 de iddV reste bornée. Dans le cas élémen-
taire ot 7 est de bidegré (1, 1), la condition (1) signifie simplement que V est une
fonction plurisousharmonique localement bornée. Le théoréme 3 ci-dessous montre
que la condition (1) est déja optimale pour assurer la validité du corollaire 2.

Théoréme 3. Soient o cC Q deux boules concentriques dans C". Si p=n—1,
on se donne une fonction mesurable y=0 définie sur 10, 1] telle que

(3) fl?(r)d b e b

o r
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et vérifiant I'hypothése technique suivante:

(1)
4 A=1 tel que sup—= < A.
4) 3 que  sup T
Alors il existe un courant T=0 fermé de bidimension (p, p) sur Q, dont les masses

o(z, r) admettent pour tout e=0, fout compact KCQ, et tout relo, e[ Pesti-

mation:
%) supo(z,r) = Cy(r)r*=2 si p=n—1,
zEK
(6) supo(z, ) = Cr*tP~1 §i O0<p<n—1
z€K

avec C=C(K, e)=0, et ayant de plus les propriétés ci-dessous:

(7) T est de masse euclidienne infinie dans Q;

(8) tout courant positif fermé © défini sur Q et tel que O=T sur w verifie O=T
sur £ (en particulier © ne se prolonge a aucun voisinage de Q).

L’estimation (5) est valable en particulier avec les poids

1 1
() = 5 Y= 3
LogT Log7Log Log7

pour lesquels les conditions (3) et (4) sont trivialement vérifiées.

Le courant 7 du théoréme 3 est obtenu en sommant les courants d’intégration
sur les fibres d’'un morphisme analytique G: Q—~C"~* le long d’un ensemble plu-
ripolaire complet contenu dans une sous-variété totalement réelle Mc—C" 7. On
vérifie alors que le courant @ doit nécessairement se propager de w & Q le long des
fibres de G, ce qui donne (8). La démonstration utilise essentiellement trois ingrédi-
ents: les deux premiers sont des théorémes de structure pour les courants positifs
fermés, démontrés respectivement dans la Thése d’EL MIR [3] et dans [1]; le troisiéme
est I'existence de sous-variétés totalement réelles de dimension n—1 dans C" qui
solent des ensembles pluripolaires complets (DIEDERICH—FORNAESS [2];
voir aussi §5).

Les conditions suffisante (2) et non suffisante (6) restent néanmoins éloignées
I'une de l'autre. Ainsi ’hypothése (2), qui est indépendante de p, devrait logiquement
pouvoir €tre remplacée par une hypothése d’autant plus faible que la dimension p du
courant est plus petite. Compte tenu de (1), (5) et (6), il parait raisonnable de conjec-
turer qu’une condition suffisante d’existence de prolongements globaux du courant 7'
soit la condition de finitude

29 SUp/: 9(z,1) dr <+ oo,

r"+P

L’estimation (6) montre en tout cas que 'exposant n+p ne peut étre choisi plus petit.
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1. Prolongement des courants de bidegré (1, 1)

Il s’agit de prouver la partie (1) du théoréme 1. Soit 7 un courant =0 fermé de
bidegré (1, 1) sur Q. D’aprés les hypotheses, 7' posséde un potentiel ¥ qui est une
fonction plurisousharmonique (en abrégé p.s.h.) dans Q; on a donc i90V=T. La
formule de Lelong—Jensen s’écrit pour tout point z€Q,:

f oir(;l’g dr = CIA(V, 2, )V (2)]
avec une constante C=0; ici A(V, z, &) désigne la moyenne de V sur la sphére de
centre z et de rayon . Il est bien connu que la fonction z—A(V, z, &) est continue
sur Q, (ceci resulte de la formule de Stokes et du fait que dV est a coefficients L, ).
L’hypothése (1) équivaut donc a dire que ¥ est localement bornée sur €.

Chaque ouvert Q; est de Runge dans Q, donc aussi dans C". Par suite, il existe
une fonction p.s.h. Y€C=(C") telleque Yy=—1 sur Q;, Yy=1 sur [Q,. Puisque V
est localement bornée, on peut choisir un entier N=>0 tel que

{Ngb =V sur Q,
Ny =V sur Q,—Q,.
On pose alors:

U=V sur Q.
U=sup(V, Ny) sur Q,—Q;,
U= Ny sur  [Q,.

Dans ces conditions, il est clair que U est p.s.h. dans C" et que le courant @ =i9oU
répond a la question.

2. Construction de potentiels globaux dans C", n=2

Soit T un courant de bidegré (¢, ¢), ¢=1, dans un ouvert QccC". Pour tous
d=>n=0 fixés, on choisit une fonction y€C=(C"), 0=yx=1, y=1 au voisinage de
Q;, x & support dans Q,. On associe a T le potentiel

V@)= [, ot OTOAK( D), zC
pz=0)

e et ou (avec un léger abus de notation)
-

ou K(z,{)=—c,

ﬁ&—f)=“%85V—CR
















































