RELATIONS ENTRE LES DIFFﬁkENTES NOTIONS DE FIBRES ET DE COURANTS POSITIFS.

par J.P. DEMAILLY

0. INTRODUCTION,

Nous nous proposons de généraliser les résultats de 1'article [2], consa-
cré 3 1'étude des relations entre les notions de positivité de P.A. Griffiths
et de S. Nakano pour les fibrés vectoriels. Etant donné une forme hermitienne
6 sur un produit tensoriel TR®E , il Yy a trois manidres naturelles de défi-
nir la positivité de 6 , calquées sur les définitions usuelles concernant les
courants positifs. Dans le cas oi 0 est la forme de courbure d'un fibré vec-
toriel holomorphe hermitien E au dessus d'une variété analytique X , on re-
trouve les notions de positivité de P.A. GRIFFITHS [4] et de S. NAKANO [6]
relatives aux fibrés, ainsi qu'une troisiéme notion de positivité plus restric-
tive, appelée ici positivité forte. Notre objectif essentiel est la démonstra-
tion du résultat suivant, contenu implicitement dans [2] : si le fibré E est
positif au sens de Griffiths, alors le fibré E ® dét E est positif fortement
(donc aussi au sens de Nakano). Ce type de résultat est 1ié &troitement aux
calculs de courbure intervenant dans la théorie des morphismes surjectifs de
fibrés vectoriels semi-positifs de H. SKODA [8] (cf. aussi [1]). Nous montrons
dans le dernier paragraphe comment ces techniques peuvent s'appliquer aux formes

et aux courants pour &tablir des relations entre positivité faible et forte.



1. FORMES HERMITIENNES POSITIVES SUR UN PRODUIT TENSORIEL.

Soit 6 wune forme hermitienne sur un produit tensoriel T ® E d'espaces

vectoriels complexes.

DEFINITION 1. 6 sera dite

xETR®E ,x=ER®u, avec EET, uEE, on a

6(x,x) = 0 ;

usuel sur T® E , c'est-d~-dire si
B(x,x) >0 pour tout xE€ TR E ;
(3) semi-positive fortement, si on peut &crire

x * 2
0(x,x) = Z lxj(x)]

-

Jj=1

pour une famille finie {x"}

(1) semi-positive au sens de Griffiths, si pour tout vecteur décomposable

(2) semi-positive au sens de Nakano, si elle est semi-positive au sens
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* * * * * * *
sur TRE, Xj = Ej ® uj , avec £j eT , uj €E .,

On désignera par =, , =, >

G N S

considéré,

I1 est clair que 6 >g 0 entraine 6 >y 0> et que § 2& 0

de Griffiths, de Nakano, et de semi-positivité forte. On dira que

R * _
de formes linéaires xj décomposables

les inégalités de semi-positivité

0 est

(strictement) positive, et on &crira respectivement S >C 0,8 >N 0,96 >S 0

si. toute petite perturbation de 6 est encore semi-positive dans le sens

entraine 6 =_ 0

G

mais les réciproques sont fausses en général comme on le verra au § 2. Les trois

notions coincident toutefois si 1'un des espaces E ou T est de dimension 1.

On suppose maintenant que l'espace E est muni d'une forme hermitienne

définie positive ¢ ; on désigne par n la dimension de T s par

et on définit TrE O comme la forme hermitienne sur T telle que

Trp 6 (E,£) =

g 8(E® es s g'® ej)

o~

1

r

celle de E,



>

pour toute base orthonormée (ej)]<j<r de E , et tout couple (£,£') € T2 .
ANH B
la forme TrE 6 est indépendante de la base orthonormée (ej) choisie, et

elle est semi-positive d&s que © >c 0. Les semi-positivité@s forte et de Griffiths

sont reliées par le théor&me suivant.

THEOREME 1. - Si la forme hermitienne 6 sur TR® E est semi-positive au sens

de Griffiths, alors la forme

®
e+TrEe $

est semi-positive fortement (donc aussi au sens de Nakano).

La démonstration sera une conséquence aisée du lemme suivant.

LEMME 1. = Soient q un entier= 3 , u. et v 1< j,k< r des nombres com—

plexes. O décrivant l'ensemble %~ des applications de {1,2,...,r} dans
le groupe des racines q-iémes de 1'unité&, on pose
T r
- L [
ul = I owo® , vi= ] v, o(m)
=1 m=]

Alors pour tout couple (j,k) , 1 < j,k<Tr , on a l'identité

U e ;g 0@) o(k) =u, v, si j#k
oEeF

Démonstration. Le coefficient de uy ;; dans la quantité

a ) ul V' o@) o
cex 90O

est donné par
97 ] o) 5® o@ o) .
o €F

Ce coefficient vaut 1 lorsque les paires {j,m} et {k,2} coincident (puis-

qu'alors 0(j) o(k) 0(Z) o(m) = 1 pour chacun des qr éléments o €F) ,

I1 s'agit de montrer que

) 0(i) ok o®) o(m) =0
g ETF

lorsque les paires {j,m} , {k,%} sont distinctes.



si {j,m} # {k,2} , 1'un des &léments de 1'une des paires n'appartient
pas 3 l'autre paire. Comme les quatre indices j,k,2,m jouent le méme réle
(quitte 3 changer &ventuellement 0 en 5) » On peut supposer par exemple
que j n'appartient pas a {k,%} .

Effectuons sur O 1la substitution o+> T , oi T est défini par

21T

() =e 0(i) , 1(s) =0(s) pour s #j

On obtient

] o0(i) o(k) 0®) o(m)

1]
o~

ceF TEF
2im
=e ¢ z si j#m
ocefF
4im
=e ¢ X si j=m,
c e

Comme q = 3 par hypothé&se, il en résulte bien

] 0(j) o o®@) o(m =0 .
oER

Démonstration du théoréme 1 .

Etant donné une base de T et une base orthonormée (ej) de E , on dé-
signe par (E)k) s 1< A< n, les coordonndes de £ € T , par (uj) , 1< j<r
celles de u€ E , et par (XAJ.) celles de x€ TR E .

Si les nombres complexes a)xujk sont les coefficients de 6 (avec

a}\ujk = au)xkj) , on a les formules

0E ® u,t ® u) =A’u2’j’k 45k B By Y o

0 = I &5 By Ry o

AsdsJsk

Tr_ 0 ® ¢ (x,x) = Z - x
E P ] - 2
A,u,J,k-)‘””X}\k W
avec I<A,pu<n, 1< j,k<r .

Par hypothése, 6(% Ru,£ ®u) est >0 .



0 décrivant comme dans le lemme ! l'ensemble ‘F des applications de

{1,...,r} dans le groupe des racines q-iémes de l'unité&, on pose

r
X' Lo 2‘ X E-(—Q'-) .
Ao 2o AL

D'aprés le lemme 1 , on a

—

e . o —
q ) L. 3k ¥io Fo 0@ 000

ceF )\sy’J 2K

1

) ay .. Xy, X+ ) Hooan By B
3 Aj Fuk .. By X
A, gdk ARIR AT Tl o R T AMTT TRk Tk

) ® = T ] .
(x,x) + TrE 8 ® ¢ (x,x) x,g,j aAuJJ XAJ qu

On obtient donc

0(x,x) + Tr, 8 ®¢(x,x) =

. Xy, XL >0
g A T

g ) ) 25k o X' 0(j) o(k) + \ E ;

o E€EF Au,j,k e
d'aprés l'hypothé&se de positivité de Griffiths de © . Il nous reste & vérifier
que le second membre est somme de carrés de formes lindaires décomposables
sur T ® E . Par hypothése, la forme hermitienne de coefficients

( Z alujk o(j) G(k))K i est semi-positive sur T , donc somme de carrés de
ik ?

* *

formes linéaires ¢ . €T , 1<Vv<n . De méme la forme de coefficients
V

(akujj)A " est somme de carrés de formes lindaires E;j eT , 1 <y<n, 1<j<r.
2y

Pour tout vecteur décomposable x =f ®u€ T®E , on peut écrire, en

o(3) e. :
1 (1) 3

Il o~

o 1
notant eo ;

Xio =&, ¢(ue) ,

0(x,%) + Try 08 B ¢(x,x) =

-r a8 * 2 2
q LoE, (BT Jecu,e )|
02?‘. v=1 VO , o

r n N ) | ,
: jzl VZI f‘E\)j(g)l |"’(us.ej)| s



de sorte que

n
- 2
0 + TrE BRy =¢q r Z z ]S;J@ W(?,eg)l

g EF v=1
B n % ) 2
VRN W PICRSILY
j=1 v=1

La démonstation est achevée. Le corollaire qui suit est une géndralisation
du lemme fondamental (3,5) de H. SKODA [8], relatif au cas oi -0 est la forme

de courbure d'un sous-fibré E d'un fibré trivial.

COROLLAIRE 1. = Si la forme hermitienne 0 est semi-positive au sens de Griffiths

sur T®E, oidimT =n, dimE = r , alors

9 g% Inf(n,r) . TrE By .

Démonstration. Montrons tout d'abord le

LEMME 2. - Tr_ 6 ® ¢ - 06> 0 .
E G
En effet, tout vecteur décomposable x € T ® E peut s'écrire
x=E®®u ol IluII2 =¢(u,u) =1 ; si 1l'on choisit une base orthonormée

(e.) de E telle que e =u, il vient
B(x,x) = 6(E® 61,5 ® el) s

T
Tr® p(ex) = ] 0EB e Eme,) iul? 5 Bz ,
5=1

griace 3 1l'hypothése 6 >b 0. Le lemme 2 est démontré. m

D'apr@s le théordme 1, on a donc

- s = -0 > )
TrESIZJcp 6+TrE(TrEG®¢ R ¢ rTrEGiZ)go ) S0
Il nous reste & montrer qu'on a &galement

0 <§ n TrE BBy,

ce qui est plus difficile.

Munissons T de la forme hermitienne semi-positive w = ‘I‘rE ® , que nous

supposons pour l'instant non dégénérée. Soit O =w ® ¢ - 0 >b 0 1la forme con-

-~
~

sidérée dans le lemme 2. Les coefficients de ©, relativement & un couple de



bases orthonormées de T et E , sont donnés en fonction des coefficients

alujk de B et des symboles de Kronecker &Au 5 Sjk » par
sk~ O Cae T Ak
On applique le procé&dé de sommation du lemme 1, mais cette fois par rapport

3 l'espace T (indices X et u). Si “F est 1l'ensemble des applications de

{1,...,n} dans le groupe des racines q-iémes de l'unité, et si 1< A,uy<n ,

1< j,k<r, il vient d'aprés le lemme 1 :

- . - _
q ) ¥ i, .. x'.x. o) o
UET}\:U:jsk )\qu ol ok

ik M Mk

= E 8, .. %X . xX. +
; A A k .
AAU »1.k Hik J }ﬁ-l )\,U,J,k

e — 2
- ) By e By B ay: X . X 41 ) |x .|
y ALk TA k . ik k s
A#U,J,k I . AU,k 4 Mo U,J HJ

ce qui donne

n Z lxu.lz - z a)\u.k X, Xuk
i ™4 AL,k CHIEOAD
- R
=q : ) L O 0@ x!'. X+ ) . o T
0EF A,u,ji,k a?‘u-]k ) 6] Ok AALL LK a?\)\_]k uj uk

Comme dans la démonstration du th&oréme 1, on voit donc que

;

6<Snw®cp=nTrE6®cp .

Lorsque ®w est dégénérée, de noyau K , il est facile de voir grace au
lemme 2 que 0 induit une forme hermitienne © sur T/K® E . En remplacant 0
par ® , et n par N =dim T/K< n , on obtient

®<S N . TrE®®¢ s

ce qui entraine

0 < 3] .
\SN.TrE ®<P<Sn ’I‘rE9®¢P.

Nous allons voir maintenant comment ces notions se traduisent dans le

cadre des fibrés vectoriels hermitiens.



2. FIBRES POSITIFS.

Si E est un fibré vectoriel holomorphe hermitien au dessus d'une varié&té
analytique complexe X , on peut définir une conmnexion canonique D sur E ,
hermitienne et holomorphe (cf. A. DOUADY et J.L. VERDIER [3], P.A. GRIFFITHS [4]).
D envoie l'espace C: q(X,E) des formes de type (p,q) & valeurs dans E ,

2
1 o o . sy 2
dans 1l'espace Cp+l,q(X,E) ® Cp,q+](X,E) 3 la forme de courbure c¢(E) du fibré E

est alors définie par la propriété suivante

D2u = ¢(E).u
pour toute section c® u de E s de sorte que 1 c(E) est une (1,1) forme
a valeurs dans le fibré Herm (E,E) des endomorphismes hermitiens de E . On
identifiera i c(E) 3 la forme hermitienne § sur TX ® E qui lui est cano-

niquement associée.

DEFINTITION 2. - Le fibré E est dit semi-positif (respectivement positif) au
sens de Griffiths, au sens de Nakano, ou au sens fort, s'il en est ainsi

pour la forme hermitienne @ sur chaque fibre TZX ® EZ »y ZE X .

*
La forme de courbure c(E ) du fibré dual E est donnée par

* t
c(E') = - Te(B) ,
= & *  * P . : ;
oi “c(E) € Herm (E ,E ) désigne 1 endomorphisme transposé de c(E). Le

lecteur en déduira aisément la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Le fibré E est (semi-) positif au sens de Griffiths (resp. au

a 3 ey * i ~ .
sens fort) si et seulement si le fibré dual E est (semi-) négatif au sens

de Griffiths (resp. au sens fort).

Le résultat analogue pour la positivité de Nakano n'est pas vrai (voir
1'exemple ci-dessous).
Il est classique d'autre part (P.A. GRIFFITHS [4]) éu'un fibré quotient
d'un fibré E >C O est encore positif au sens de Griffiths.De méme un sous- £ibré d'un

fibré E <t 0 est <ﬁ O . On peut vérifier que cette deuxidme propriété subsiste










































