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0 - INTRODUCTION

L'objet de ce travail est d'8tudier la croissance de la courbure de

Ricci d'une sous-variété analytique dans un ouvert strictement pseudoconvexe
~ . ] P . cen =, .

borné © C T, Une telle &tude avait déjd &té entreprise dans [5], [4]

pour le cas des diviseurs de la boule de L~ ou E3. De maniére générale,

N

étant donné une application analytique F = (Fl,..

SHE ) 2 Q> c? ayant une

p
certaine croissance, on regarde si la courbure des surfaces de niveau de F
peut-&tre estimée. En codimension p > 1, on sait que la croissance de 1'aire
d'une surface de niveau prise 1solément n'est pas reliée 3 la croissance de F
(cfl[2]) , mais que 1l'estimation de 1l'aire subsiste n€anmolns en moyenne

(cf[ 7] ). On est donc amend 3 &tudier de méme des majorations statistiques de

la courbure.

- s . -1
Pour tout ¢ € Ep, on considére la surface de niveau X€;= F ().
La variété XC sera supposée sans singularités. On munit alors XC de
s N 1 2, . P s
la métrique kdhlérienne @ = T dad® tz’ induite par la métrique euclidienne

I o . ..
usuelle de €, et on désigne par R -la forme de courbure de Ricci correspondante



de X (la définition précise est donnée au §3). Nous montrons le résultat

z

sulvant.

Théoréme 1. Soit &(z) = d(z,00Q) la distance de =z au bord 9. On suppose

que F .,FP sont bornées. Alors pour tout entier q=0,1,...,n-p on

e

a 1'estimation

[ dx () f (SP‘*'CL [Log(l + 1/6)]_q Rq A QH-P—q <t oo
Jr e ¢P X

avec d\ = mesure de Lebesgue de cP.

Une estimation plus générale valable pour un ordre de croissance

quelconque des fonctions Fj sera énoncée dans le th. 3.6. Le th. 1

1l
—

equivaut respectivement pour q = 0, ¢ , @ = dim X_ = n-p 3 une majoration

trace(R), et de la courbure totale

de 1'aire, de la courbure scalaire K

Ir = || Rn—p/ de X _. Lorsque q est quelconque, on a simplement

(n-p)!’| 4
une estimée des fonctions symétriques &lémentaires des courbures principales
de X (= valeurs propres de la forme R). La démonstration consiste
essentiellement & effectuer de multiples intégrations par parties, en exploi-
tant le fait qu'on dispose d'un bon contrdle du potentiel de la forme R.
Meéme en codimension p = 1, il semble peu probable qu'on puisse obtenir une
version individﬁelle du th. 1 (i.e. pour tout ¢z, JX(".)< + ® ) : les

-

P . . . 5 . o, -
résultats obtenus dans [ 3] indiquent que la croissance des singularités d'une

hypersurface quelconque n'est pas 1i8e & la croissance de 1'Equation.

Dans le dernier paragraphe, on montre que la courbure totale d'une
hypersurface vérifie une équation de type Monge-Ampére, généralisant ainsi le

résultat analogue de [4] dans le cas des courbes et des surfaces.

Théoréme 2. Soit X une hypersurface de §} dont la courbure totale T n'est

identiquement nulle sur aucune composante de X. Alors I' vérifie 1'équation



idd Log ' = =(n+ 1) R+ 27[Z]

-~

oi [Z] est le diviseur des zéros de T

Cette formule pourrait s'avérer utile pour obtenir des estimées
fines de T et de ses dérivées covariantes, en utilisant la théorie du

potentiel le long de 1'hypersurface X elle-méme.

1. MAJORATION DE L'AIRE D' UN DIVISEUR.

Les résultats de ce paragraphe sont tout & fait classiques. Nous
avons préféré cependant reproduire 1l'essentiel des démonstrations, d'une
part pour fixer les notations, et d'autre part parce que nous aurons besoin

de toute facon des &léments techniques qui interviennent ici.

. n . - 2
Soit Q C C un ouvert strictement pseudoconvexe borné de classe C .
On sait qu'il existe une fonction p € C? (Q) ayant les propriétés suivantes
(1.1) p <0 sur Q ;

(1.2) p= 0, dp#0 sur le bord 39 ;

(1.3) p est strictement plurisousharmonique (p.s.h. en abrégé) sur Q.

On pose B = ddcp = 2i30p on d° = i(5 - 3), et pour tout a < 0

on définit

Q(a) = {z€Q; p(z) <a}, S(a =1{z€Q; p(z) = al.
Soit ag < 0 tel que dp# 0 pour op > a . L'ensemble S(a), a > a_, est donc
une sous-vari&té compacte de classe c*, canoniquement orient&e par la forme

volume d© oA Bn—l. Dans 1l'intégrale du th. 1, il sera commode de remplécer la

distance au bord & par |p| et la (1.1) forme a = %—ddc|z]2 par B (il

existe en effet des constantes C1 > 02 > 0 telles que CZS < lp|~< CIS et

C2a < B < Cla sur'ﬁ). Nous serons alors amen&s a effectuer de multiples

intégrations par parties du type suivant.



Lemme 1.1. Soit X une sous-variété analytique fermée de codimension p
dans , V une fonction p.s.h. sur X, 6 une forme fermée de bidegré
(n-p-1, n-p-1) 2 coefficients continus sur X. On se donne une fonction X :
]—W, 0] + R convexe dé&croissante, de classe C?> sur ]-», 0[, telle que
x(0) = x'(0) = 0.
(1.4) f x(p) davae = - f v|x' (o) ]daSp ne + f V" (0)dohd “phe

X X X
sous réserve que les trois intégrales soient absolument convergentes.

Dans le cas particulier X =0, p = 0, on obtient pour tout a E[ﬁO,O[ :

(1.5) (a-p)da®vre = vdBAD - v dd®pns.
’ (a)
S(a

JQ(a) Q(a)

Démonstration. Pour vérifier (1.4), on commence par tronquer les intégrales

en remplagant X par X M Q(a) et X par Xa(t) = ¥(t) - x(a) - ¥X'(a) (t-a),
a < 0, puis on passe 2 la limite quand a > 0. Grdce aux procédés standards de
régularisation, on se ram@ne &galement au cas ol 0,6,V sont de classe c’. La

formule (1.4) s'obtient alors a partir des identité&s :

1l

(1.6) d[xa(p)dCVAG] X, (P) ddvae + X! () dp A av A8

X, () ddVAe + x! (p) av A d%p A,
(1.7) AV x. (0)aps] = x! av A dp 48 + V x! () dd®phs + vx!'(0) do A dp 8

en appliquant deux fois la formule de Stokes. L'égalité dp A dvas = dv A dcpAe
utilisée implicitement dans (1.7) se démontre en observant que la 2-forme

dp A d®v - av A d%p ne contient pas de terme de bidegré (l,1). Les intégrales de
bord sont nulles car Xa(a) = X;(a) = (0. La vérification de (l.5) est analogue

i celle de (1.4) avec X =0 et xa(t) =a- t, mais ici (1.7) fait apparaitre



1'intégrale de bord [ vaSpns. O
S(a)

Lemme 1.2. Soit T wun courant =0 fermé de bidegré (n-p-1, n-p-1) sur X

et ¥ : ]-»,0 [ — TR une fonction décroissante de classe c! telle que

X(0_) = 0. Alors
(1.8) J X' (p)|dp A d%p A T = f x(p) ddp A T.
X X
La démonstration est semblable & celle du lemme 1.1. On applique la formule de

Stokes sur X N N(a) en écrivant

dlx, () @% AT = X () dd®0 AT + X! (p) dphd P AT avec X (6) = X(D)-x(a).C

Lorsque V est une fonction p.s.h., on sait que les moyennes de V_ = sup(V,0)

sur les pseudo-sphéres S(a) majorent les moyennes de V. = sup(-V,0). De fagon
précise :
Lemme 1.3. Soit 1 une fonction croissante = 0 sur l'intervalle [aO,O[. On

suppose que la fonction p.s.h. V vérifie une condition de croissance au bord

du type

v ¢ a8l <n@), a € [a,0].
Js(a) + P o

Alors il existe une constante Cl>>0 telle que

o v e o o 1l

s(a) ~
o a € [a ,0[ et ||V ]| = v_ g™
o -l ata )~
o
Démonstration. En choisissant pour 6 1la (n-1,n-1)- forme positive 0 = Bn—l

la formule (1.5) entraine



(1.10) J v,d% A g1 -J vapong - { vg" = o
S(a) S(a)

(1.11) f v Y < nea) J v g™
5(a) Q(a)

Puisque dp # 0 pour p = 2 il existe une constante Cp, > 0 telle que

n

(1.12) 8% < ¢, dp A d ARY ! sur 2\ ) -

Posons A(a) = J V_dcp A Bn_l. Pour a = as 1'8galité (1.11) implique
S(a)

M@ <n@ + [1V.I1,+ e | vapha% A"
QCa) \ Q(ao)
a
= n(a) + IIV_HO +C, J A(t) dt.
a
o

I1 suffit maintenant de reproduire la démonstration du lemme de Gronwall. La for-

mule de Stokes montre que la fonction X est continue sur [ aO,O[, car dvV_ = dV_ - dV
a
est a4 coefficlents Licc' En posant A(a) = e_CZa J A(t)dt, il vient
a
)

~C a -C
A'(a) = e 2@ (A(a) - C2 J A(t)dt) < e 28
a

(o]

ot + ||V_I1)-

Comme 1 est croissante, on obtient donc

Ma) < e C2% (a - a) (n(a) + ![V;|IO) >

d'ot  A(a) < C, (n(a) + [[V;[’O) avec C, =1+ C2|a0‘ e €22, O

Certaines classes de fonctions holomorphes seront d'un intérét tout

particulier dans la suite.

”Définition 1.4. Soit n : [-»,0 [ - M une fonction croissante > 0 de classe ct.




On définit les classe Aﬂ(ﬂ) C Nn(ﬂ) de fonctions holomorphes sur  par

les conditions sulvantes

(1.13) F € An(Q) si et seulement si 1l existe une constante M > 0 telle
que

Log |F(z)| <M nlp(z)) , z €Q ;
(1.14) F € NH(Q) si et seulement si il existe une constante m > 0 telle

que

j Log+ IF(z)| ac o A Bnml < mn(t) , t€ [aO,O[.
S (t)

On consid@re sur Ah(Q)’ Nn(Q) les fonctionnelles

¢, (@) = M (® + [[Log_ [F] |[,

(1.15)

]

0 () = m (7) + | |Log_ |F| |

fe) b4
Mﬂ(F) et mn(F) étant respectivement les plus petites constantes possibles

M,m dans (1.13) et (l.14).

La classe Nﬁ(Q) correspondant 2 N = 1 est usuellement dénommée classe de
Nevanlinna (d'ol la notation). Cette classe intervient de maniére naturelle

-

lorsqu'on cherche 3 obtenir des majorations de 1'aire d'un diviseur (cf [1] , [6]).

Théoréme 1.5. Soit F € Nn(Q) et [Z] 1le diviseur des zéros de FTF.

Etant donné € > 0, on considére la fonction convexe de classe c?

0

x(t)=J du , t < 0.

¢ n(u)l+€

Il existe des constantes C3(€) ; Ca(e) > 0 1indépendantes de F telles que

(1.16) Condition de Blaschke : I x (o) [z2] A Bnulg CS(E) wn(F) :





































































