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Introdution

L'objetif de e texte est de proposer une � trame � pour l'enseignement de l'intégration

depuis le lyée jusqu'aux premières années de l'université. Pour ela, nous développons

les bases de la théorie de l'intégration telles qu'elles ont été posées et grandement

élairies par Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstok à la �n des années 1950. Au �l des

hapitres, le niveau mathématique de l'exposition glisse progressivement d'un niveau

très élémentaire jusqu'à un niveau de seond yle universitaire.

Même si au début une partie des résultats doit être admise ou démontrée de manière

heuristique du fait des ontraintes de temps ou des prérequis, nous pensons que la

démarhe mathématique utilisée dans l'enseignement doit respeter haque fois que ela

est possible les prinipes d'une progression par généralisations suessives ompatibles

ave les exposés qui ont préédé (� progression onentrique �). Il est don très utile

d'introduire dès le début des dé�nitions qui sont suseptibles d'être rendues rigoureuses

et formalisées, et d'adopter un ordre de présentation des onepts et une artiulation

logique tels que la théorie n'aura pas à être substantiellement hangée le jour où viendra

la formalisation omplète.

(1)

(1)
À l'heure atuelle, l'intégration est souvent abordée en plusieurs étapes qui sont les suivantes :

a) En terminale, une première étape qui onsiste à introduire l'intégrale omme � aire sous la ourbe �,

ave un état d'esprit qui se ressent obligatoirement de l'appauvrissement ontinuel de la oneptu-

alisation depuis 2 déennies. Il en résulte qu'il est devenu très di�ile de formaliser omplètement

la théorie, e qui veut probablement dire qu'on ne peut guère espérer que le ours donne de

véritables démonstrations, mais seulement au mieux quelques indiations de preuves omplétées par

des onsidérations heuristiques.

b) Dans les premières années d'université, les enseignants présentent en général une version plus ou

moins édulorée de la théorie de � l'intégrale de Riemann �, à l'aide d'enadrements par des fontions

en esalier, et des preuves qui tendent de plus en plus à disparaître du fait du reul des onnaissanes

fondamentales requises (pratique des ε et δ, ontinuité uniforme, ...)

) En Master 1ère année apparaîtra dans les bons as une théorie plus solide de l'intégration reposant

sur la théorie de la mesure et l'intégrale de Lebesgue. Mais il est de notoriété publique que e sujet qui

fâhe a tendane aujourd'hui à être de moins en moins traité, surtout dans les �lières dites �Master

enseignement�.

Cette situation présente de nombreux inonvénients. La théorie de l'intégrale de Riemann n'est pas

une � bonne théorie �, ni du point de vue didatique ni du point de vue mathématique. La présentation

n'en est pas très simple : il faut manipuler onstamment des enadrements de fontions, utiliser la

ontinuité uniforme pour démontrer l'intégrabilité des fontions ontinues, faire des déoupages de ε
et δ parfois peu élairants. Il y a de nombreuses restritions ou pathologies, des théorèmes essentiels

omme eux de la onvergene monotone ne sont pas valables, et. Plus tard, l'introdution de

l'intégrale de Lebesgue viendra balayer e travail en montrant qu'il s'agissait en fait d'une théorie

banale et inomplète. Si les étudiants éhappent à l'intégrale de Lebesgue � omme ela arrive à

un nombre de plus en plus grand de CAPESiens � ils n'auront don jamais eu l'oasion de se voir

exposer une théorie � sérieuse � de l'intégration, e qui est préoupant.
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Le hoix de l'intégrale de Kurzweil-Henstok présente l'avantage de fournir des dé�ni-

tions assez simples � peut-être plus simples que elle de Riemann puisque les enadre-

ments de fontions ne sont plus néessaires, que l'on n'a plus besoin de la ontinuité

uniforme, que tous les théorèmes de base se démontrent en quelques lignes � et, en

même temps, d'être assez puissante pour ontenir les parties élémentaires de la théorie

de Lebesgue ... Dans es onditions, il paraît quelque peu anahronique que la théorie

n'ait pas enore trouvé sa juste plae dans l'enseignement !

Nous suivons ii d'assez près le livre � Introdution to gauge integrals � de Charles

Swartz [Sw℄, en l'allégeant autant que faire se peut, pour atteindre très rapidement la

preuve des théorèmes fondamentaux (rapport entre intégration et primitive, intégration

par parties, hangement de variable, dérivabilité des intégrales indé�nies de fontions

ontinues...). Nous développons ensuite les résultats plus spéi�ques à la théorie de

Kurzweil-Henstok pour atteindre les théorèmes de onvergene monotone et dominée.

L'existene de la mesure de Lebesgue et ses propriétés fondamentales �gurent parmi les

onséquenes diretes, sans qu'il y ait besoin d'introduire au préalable le langage général

des tribus et des mesures dénombrablement additives. Les étudiants auront don en

fait un premier exemple motivant sous la main lorsque es notions plus générales

seront introduites. En�n, les dé�nitions ad ho des diverses intégrales généralisées,

impropres et semi-onvergentes deviennent également aessoires, puisque toutes es

notions peuvent être exprimées en une seule dé�nition naturelle ontenant les as utiles :

l'intégrale de Kurzweil-Henstok autorise par nature même la � semi-onvergene � ...

Les premières étapes nous paraissent éventuellement utilisables au lyée, à ondition

d'admettre quelques-unes des démonstrations � et en prenant omme perspetive que

'est l'intégrale de Kurzweil-Henstok qui sera développée ensuite, de sorte que les

énonés présentant des hypothèses arti�ielles super�ues n'ont pas lieu d'être.

Le ours qui suit a été à l'origine inspiré par des notes synthétiques rédigées par Eri

Charpentier [Ch℄ à l'Université de Bordeaux autour de 2002, et fait des emprunts à de

multiples soures (f. bibliographie). Ces notes ont été ensuite développées sous forme

de ours polyopié par Jean-Yves Briend à Marseille [Br℄ (après que je l'ai informé des

suggestions d'Eri Charpentier). Le présent texte a fait l'objet de plusieurs rédations

suessives depuis l'automne 2005, et a lui-même inspiré ultérieurement des ours ou

manuels mis en hantier par plusieurs ollègues. Je voudrais dans e adre signaler

d'utiles remarques et questions formulées par Xavier Bu�, auteur du hapitre sur

l'intégration pour le L2 dans la olletion de manuels �Liene-Tout-en-Un� dirigée

par Jean-Pierre Ramis et André Warusfel [RW℄, et remerier es deux derniers pour

leur intérêt et leurs enouragements.
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Chapitre I

Dé�nitions et résultats fondamentaux

Cas des fontions d'une variable

L'objetif de e hapitre est de proposer une présentation rigoureuse et omplète des

premiers éléments de la théorie de l'intégration. Compte tenu de ette ambition,

l'exposé est néessairement théorique, et don beauoup plus exigeant que d'autres

textes ou manuels qui se ontentent de donner des tehniques de alul, et qui s'appuient

seulement sur une intuition de la notion d'aire en lieu et plae de justi�ations mathé-

matiques omplètes. Un prérequis indispensable est d'avoir déjà assimilé l'art de ouper

les ε en quatre � ou d'être prêt à faire l'e�ort de reuser la question. Le publi visé est

elui des élèves de Terminale très motivés � la théorie de base ne fait jamais appel à

auune notion qui dépasse le niveau du lyée. La plupart des notes de bas de page sont

destinés à des leteurs plus avanés et ne peuvent normalement pas être omprises par

des personnes qui aborderaient la théorie pour la première fois ; de même, les passages

marqués d'un * ou de deux ** peuvent être omis en première leture ; les setions 7, 8

et 9 sont nettement moins élémentaires et relèvent de l'université.

1. Sommes de Riemann

Dans toute ette setion, a et b désignent deux réels tels que a < b. Soit f une fontion,

dé�nie sur l'intervalle [a, b], à valeurs dans R. La portion du plan omprise entre le

graphe de f et l'axe horizontal est l'ensemble des ouples (x, y) tels que

0 6 y 6 f(x) si f(x) > 0, f(x) 6 y 6 0 si f(x) 6 0.

Pour une fontion f su�samment régulière, nous souhaitons évaluer l'aire A de ette

portion de plan, en omptant positivement les surfaes situées au-dessus de l'axe

horizontal, et négativement elles situées au-dessous (Fig. 1). Nous parlerons de � l'aire

algébrique �

(2)
située sous le graphe de f .

(2)
L'approhe des intégrales par les aires nous paraît in�niment préférable à elle qui onsiste à introduire

a priori l'intégrale par le alul des primitives, ne serait-e que pare que ette façon de voir dépouille

l'intégrale de son sens géométrique (et qu'en outre elle esamote l'unique façon de démontrer en général

l'existene des primitives...)
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a

b x

y

f

A
(−)
1

A
(+)
2

A
(−)
3

A
(+)
4

A = A1 + A2 +A3 +A4 = −|A1|+ |A2| − |A3|+ |A4|

Fig. 1. Aire algébrique située sous le graphe de f .

L'idée est de déouper l'intervalle [a, b] au moyen d'une subdivision en sous-intervalles

[aj, aj+1], puis de sommer les aires de retangles basés sur les intervalles [aj , aj+1].
La �gure 2 i-dessous résume le proédé.

a

b x

y

f(xj)

f

a0 aj aj+1 aN

xj

xj

hj

}
D

Fig. 2. Somme de Riemann assoiée à f sur D.

La somme des aires des retangles �gurés i-dessus est donnée par

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj),
et on est ainsi onduit à poser la dé�nition suivante.

(1.1) Dé�nition.

(a) On appelle � subdivision pointée � de l'intervalle [a, b] la donnée de N + 1 points

a = a0 < a1 < . . . < aN−1 < aN = b

et de N points x0, x1, . . . , xN−1 tels que

∀j = 0, 1, . . . , N − 1, xj ∈ [aj, aj+1].
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Elle sera notée

D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N .

Les réels hj = aj+1 − aj (amplitudes des intervalles) sont les � pas � de la

subdivision.

(b) Soit D une subdivision pointée de l'intervalle [a, b] et f une fontion de [a, b]
dans R. On appelle � somme de Riemann � assoiée à f sur D, le réel

SD(f) =

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

f(xj) hj.

La somme de Riemann SD(f) est l'aire algébrique de la réunion des retangles de

largeur hj et de hauteur f(xj) (Fig. 2). Il s'agit bien d'une aire algébrique, puisque

f(xj)hj est ompté positivement si f(xj) > 0 et négativement si f(xj) < 0.

Intuitivement l'aire A herhée est la limite de SD(f) quand les pas hj tendent vers 0.
Un hoix possible onsiste par exemple à prendre une subdivision en sous-intervalles

égaux

aj = a+ jh = a+ j
b− a

N
, 0 6 j 6 N où hj = h =

b− a

N
,

que l'on peut ombiner ave un hoix quelonque des points xj .

(1.2) Exemple. Comme premier exemple, onsidérons la fontion identité f(x) = x
sur l'intervalle [0, 1]. Pour N ≥ 1, posons :

a0 = 0 , a1 =
1

N
, . . . , aj =

j

N
, . . . , aN = 1

Les pas de ette subdivision sont tous égaux à 1/N . Voii trois aluls de sommes de

Riemann, selon que l'on plae les points xj au début, au milieu ou à la �n des intervalles

[aj, aj+1] (rappelons que la somme des N premiers entiers vaut N(N + 1)/2).

xj = aj : SD(f) =

N−1∑

j=0

j

N

1

N
=

1

N2

N−1∑

j=0

j =
N − 1

2N
,(1.2 a)

xj =
aj + aj+1

2
: SD(f) =

N−1∑

j=0

2j + 1

2N

1

N
=

1

2N2

N−1∑

j=0

2j + 1 =
1

2
,(1.2 b)

xj = aj+1 : SD(f) =

N−1∑

j=0

j + 1

N

1

N
=

1

N2

N−1∑

j=0

j + 1 =
N + 1

2N
.(1.2 c)

La seonde somme est égale à 1/2 pour tout N , les deux autres tendent vers 1/2 quand
N tend vers l'in�ni. L'aire du triangle sous le graphe de la fontion est bien 1/2 :
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0 x1

f(x)

Fig. 3. Sommes de Riemann assoiées à l'identité sur [0, 1].

(1.3) Exemple*. Nous onsidérons ii une situation où la fontion f n'est plus bornée.

On prend [a, b] = [0, 1] et f telle que f(x) = 1/
√
x si x ∈ ]0, 1] et f(0) = 0. On introduit

une subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N telle que aj = (j/N)2 pour

0 6 j 6 N et on pose xj = (tj/N)2 ave tj ∈ [j, j+1]. On a alors aj+1−aj = (2j+1)/N2

et f(xj) = N/tj si tj > 0, d'où

SD(f) =
1

N

∑

06j6N−1, tj>0

2j + 1

tj
.

0

1

x1

f(x)

Fig. 4. Sommes de Riemann assoiées à f(x) = 1/
√
x sur [0, 1].

Le hoix le plus simple est tj = j + 1
2 , qui donne

2j+1
tj

= 2 et don SD(f) = 2. Si

on hoisit plut�t tj = j + 1, on obtient la valeur minimale possible pour SD(f), mais

omme

2j+1
j+1 → 2 quand j → +∞, il est faile de voir que l'on a enore SD(f) → 2

pour N → +∞ (on peut observer par exemple que

2j+1
j+1 = 2− 1

j+1 > 2− 1/
√
N pour√

N 6 j 6 N). Comme aj+1 − aj 6 (2N − 1)/N2 → 0 quand N → +∞, e alul

amène à penser que l'aire du domaine non borné dé�ni par 0 < x 6 1 et 0 6 y 6 1/
√
x

est bien �nie et égale à 2 (e qui reste toutefois à démontrer).
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Dans la suite, nous aurons besoin pour des raisons à la fois théoriques et pratiques de

onsidérer des sommes de Riemann sur des subdivisions arbitraires. Il est faile de voir

à partir de la dé�nition 1.1 (b) que es sommes véri�ent les propriétés suivantes.

(1.4) Propriétés fondamentales.

(a) Linéarité. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions quelonques et λ, µ des onstantes

réelles, alors

SD(λf + µg) = λSD(f) + µSD(g).

(b) Monotonie. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions quelonques, alors

f > g ⇒ SD(f) > SD(g).

En partiulier, si f > 0, alors SD(f) > 0.

() Formule de Chasles. Soient a < b < c des réels et f une fontion dé�nie sur [a, c].
Si D1 est une subdivision pointée de [a, b] et D2 une subdivision pointée de [b, c],
alors D1 ∪D2 est une subdivision pointée de [a, c] et

SD1∪D2
(f) = SD1

(f) + SD2
(f).

2. Dé�nition de l'intégrale d'une fontion

La première idée qui vient à l'esprit est de onsidérer des subdivisions pointées

D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N dont les pas hj = aj+1 − aj sont tels que 0 < hj 6 δ
ave δ tendant vers 0, et de regarder si les sommes de Riemann de Riemann SD(f)
onvergent bien vers une limite A. Cette limite sera alors interprétée omme étant

l'aire herhée. On aboutit à la dé�nition suivante, qui est la dé�nition historiquement

introduite par Cauhy et Riemann.

(2.1) Dé�nition. Soit f : [a, b] → R une fontion quelonque. On dit que f
est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable) s'il existe un réel A qui

représente l'aire algébrique située sous le graphe de f , tel que pour toute marge d'erreur

ε > 0 donnée a priori, on peut trouver un réel δ > 0 tel que pour toute subdivision

pointée D = {([aj, aj+1], xj)} de [a, b] on ait

hj = aj+1 − aj 6 δ ⇒ |SD(f)−A| 6 ε.

Le nombre réel A de la dé�nition préédente est appelé intégrale de f sur [a, b] et noté

A =

∫ b

a

f(x) dx.

et on dit que

∫ b

a
f(x) dx est la limite des sommes de Riemann SD(f), lorsque le pas de

la subdivision tend vers 0.
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Dans ette dé�nition, on peut par exemple se ontenter de prendre une subdivision

en N sous-intervalles de pas onstant h = b−a
N

, et on obtient alors la onséquene

immédiate suivante.

(2.2) Convergene des sommes de Riemann. Si f : [a, b] → R est une fontion

intégrable au sens de Riemann, on a

∫ b

a

f(x) dx = lim
N→+∞

b− a

N

N−1∑

j=0

f
(
a+

j

N
(b− a)

)
[as xj = aj]

= lim
N→+∞

b− a

N

N∑

j=1

f
(
a+

j

N
(b− a)

)
[as xj = aj+1]

= lim
N→+∞

b− a

N

N−1∑

j=0

f
(
a+

2j + 1

2N
(b− a)

) [
as xj =

aj + aj+1

2

]
.

Si l'aire

∫ b

a
f(x) dx située sous le graphe de f est onnue d'une manière ou d'une autre,

on peut alors en déduire la valeur des limites orrespondantes ; il faut savoir pour ela

que la fontion f est intégrable au sens de Riemann, on démontrera plus tard (f.

théorèmes 7.6 et 7.10) que 'est le as si f est ontinue ou ontinue par moreaux.

(2.3) Exemple. Considérons la somme

1

N2

(√
1 (N − 1) +

√
2 (N − 2) + . . .+

√
(N − 1) 1

)

qui peut aussi s'érire :

1

N

(√
1

N

(
1− 1

N

)
+

√
2

N

(
1− 2

N

)
+ . . .+

√(
1− 1

N

)
1

N

)
.

C'est une somme de Riemann assoiée à la fontion x→
√
x(1− x) sur l'intervalle

[0, 1]. Sa limite, lorsque n tend vers +∞, est égale à :

∫ 1

0

√
x(1− x) dx. Or, le graphe

y =
√
x(1− x) de ette fontion est un demi-ar du erle x2 − x+ y = 0, soit enore

(x − 1
2 )

2 + y2 = 1
4 , 'est don un demi-erle de entre

1
2 et de rayon

1
2 . La limite de

la sommation est égale à l'aire du demi-disque, qui vaut π/8.

Cependant, on s'aperçoit assez vite que la dé�nition de l'intégrabilité au sens de

Riemann impose des restritions assez gênantes sur la fontion f :

(2.4) Condition néessaire. Toute fontion f Riemann-intégrable est bornée.

Démonstration. En e�et, selon la dé�nition 2.1, prenons δ > 0 donnant une erreur au

plus ε. Pour une subdivision D de pas onstant h 6 δ, à savoir h = (b − a)/N ave

N > (b− a)/δ, nous devons avoir la majoration |SD(f)−A| 6 ε, don

|SD(f)| =
∣∣∣
b− a

N

∑

06j<N

f(xj)
∣∣∣ 6 |A|+ ε ⇒

∣∣∣∣
∑

06j<N

f(xj)

∣∣∣∣ 6
N

b− a
(|A|+ ε),
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ei pour tout hoix des points xj ∈ [aj , aj+1]. Choisissons pour l'un des points xj un
point x ∈ [a, b] quelonque, et pour les autres les points aj de la subdivision. Il vient

alors

∀x ∈ [a, b], |f(x)| 6
∑

06j<N

|f(aj)|+
N

b− a
(|A|+ ε),

e qui montre que f doit être bornée.

Cette restrition que f soit bornée est très gênante, puisqu'on a vu à l'exemple (1.3)

qu'il existait des fontions non bornées pour lesquelles l'aire située sous le graphe est

�nie et alulable sans di�ulté. D'autre part, d'un point de vue onret de alul

numérique, on peut être amené à faire des aluls d'aires pour des fontions bornées

qui � osillent plus � à ertains endroits qu'à d'autres :

a b x

y

f

xj

f(xj)

hj 6 δ(xj)

Fig. 5. Somme de Riemann à pas variable.

Dans e as, on sent bien intuitivement que l'on a intérêt à resserrer davantage les

pas hj aux endroits où f osille davantage. Plut�t que de supposer que hj 6 δ où

δ est un réel positif �xé, il vaudra don mieux demander que les pas hj satisfassent

une ondition hj 6 δ(xj) où δ(xj) est une quantité positive assez petite dépendant de
l'endroit où l'on prend le retangle de hauteur f(xj). On hoisira alors des fontions

δ : [a, b] → R
∗
+ positives qui serviront à majorer les pas hj . Une telle fontion sera

appelée une jauge sur [a, b].

(2.5) Dé�nition. Soit δ : [a, b] → R∗
+ une fontion positive quelonque. Une

subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N de [a, b] sera dite δ-�ne si

∀j = 0, 1, . . . , N − 1, hj = aj+1 − aj 6 δ(xj).

Si δ∗ et δ sont deux jauges telles que δ∗ ≤ δ, alors toute subdivision δ∗-�ne est aussi

δ-�ne. Le résultat suivant, appelé lemme de Cousin, a�rme que la dé�nition préédente

n'est jamais vide de ontenu.
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(2.6) Lemme. Soit δ : [a, b] → R
∗
+ une jauge. Alors il existe une subdivision pointée

D de l'intervalle [a, b] qui est δ-�ne.

Démonstration.

∗
Elle est basée sur un proédé de dihotomie. Nous allons raisonner

par l'absurde, en supposant que [a, b] n'admet pas de subdivision pointée δ-�ne. Posons
a0 = a et b0 = b. Divisons l'intervalle [a0, b0] en deux, et onsidérons les deux moitiés

[a0,
a0+b0

2 ] et [a0+b0
2 , b0] : si haune des deux admettait une subdivision δ-�ne, la

réunion de es deux subdivisions serait une subdivision δ-�ne de [a0, b0]. Don l'une

des deux moitiés au moins n'admet pas de subdivision δ-�ne : on note elle-i [a1, b1].

On itère ensuite le proédé, de manière à onstruire des intervalles emboîtés [ak, bk],
de longueur (b − a)/2k, dont auun n'admet de subdivision δ-�ne. Les suites (ak) et
(bk) sont adjaentes par onstrution, don elles onvergent vers la même limite. Soit

x0 ette limite. Puisque δ(x0) > 0, il existe k0 tel que

[ak0
, bk0

] ⊂ [x0 − 1
2δ(x0), x0 +

1
2δ(x0)].

Don la subdivision pointée de [ak0
, bk0

] formée seulement de l'intervalle tout entier et

du point x0 est δ-�ne. D'où la ontradition.

(3)

(2.7) Dé�nition. Soit f : [a, b] → R une fontion quelonque. On dit que f est

intégrable au sens de Kurzweil-Henstok (ou KH-intégrable) s'il existe un réel A qui

représente l'aire algébrique située sous le graphe de f , tel que pour toute marge d'erreur

ε > 0 donnée a priori, on peut trouver une jauge δ : [a, b] → R
∗
+ en sorte que pour

toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} de [a, b] on ait

D δ-�ne i.e. ∀j, aj+1 − aj 6 δ(xj) ⇒ |SD(f)− A| 6 ε.

(une telle jauge δ sera dite ε-adaptée à f). Le nombre réel A de la dé�nition préédente

est appelé intégrale de f sur [a, b], on érit

∫ b

a

f(x) dx = lim
KH, D

SD(f) = lim
KH, D

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj)

et on dit que

∫ b

a
f(x) dx est la limite (au sens de Kurzweil-Henstok ) des sommes de

Riemann, lorsque la subdivision D devient de plus en plus �ne

(4)
.

(3)
Le leteur ayant quelques onnaissanes de topologie aura reonnu un as élémentaire du théorème

de Borel-Lebesgue relatif à la ompaité du segment [a, b℄. Cependant, notre but est de rester aussi

élémentaire que possible � sans éluder les di�ultés � don il nous a paru préférable de faire la

démonstration dans le adre strit des subdivisions pointées. [On notera que elle-i permet en fait

d'énoner un résultat un peu plus préis : pour toute jauge δ il existe une subdivision pointée δ-�ne de
[a, b℄ formée d'intervalles dont les longueurs sont de la forme (b− a)/2kj

. En e�et, il su�t d'utiliser

un raisonnement par l'absurde ave e type d'intervalles pour aboutir à une ontradition.℄ Quoi qu'il

en soit, la démonstration de 2.6 est probablement assez di�ile pour la lasse Terminale, 'est pour

quoi nous l'avons marquée d'un astérisque *, omme toutes les parties plus déliates qui vont suivre.

(4)
L'intégrale de Kurzweil-Henstok est parfois appelée aussi intégrale de jauge ou enore intégrale de

Riemann généralisée. Elle a été introduite au milieu des années 1950, alors que l'intégrale de Riemann

remonte au 19ème sièle. Bien qu'en apparene la dé�nition de Kurzweil-Henstok di�ère très peu de

elle de l'intégrale de Riemann, il se trouve qu'elle jouit de propriétés beauoup meilleures, tout en

prourant des démonstrations souvent plus simples et en éliminant beauoup d'hypothèses super�ues,

par exemple le fait que f soit néessairement bornée.
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Cette dé�nition est de façon évidente plus générale que elle de Riemann, par on-

séquent toute fontion intégrable au sens de Riemann est aussi intégrable au sens de

Kurzweil-Henstok. D'autre part, si une jauge δ est ε-adaptée, alors toute jauge δ∗ 6 δ
est enore ε-adaptée. Nous utiliserons ette observation à plusieurs reprises dans la

setion suivante. La notation dx intervient pour rappeler qu'à la limite on onsidère

des retangles � in�niment � �ns de largeur dx = aj+1−aj , onsidérée omme aroisse-

ment in�niment petit de la variable x (voir Fig. 6 i-après), et l'ériture symbolique∫ b

a
f(x) dx se lit � somme de a à b de f(x) dx. �

a b
x x+dx

x

y

f(x)

f(x) dx

(−)

(+)

(−)

(+)

Fig. 6. Intégrale et son élément di�érentiel f(x) dx.

(2.8) Exemple. On appelle fontion en esalier sur [a, b] une fontion f telle qu'il

existe des points (ui)06i6p de [a, b] et des onstantes réelles ci telles que

a = u0 < u1 < . . . < up = b et f(x) = ci sur ]ui, ui+1[ ,

les valeurs f(ui) ∈ R étant elles-mêmes quelonques, éventuellement di�érentes des

valeurs ci.

a u1 ui ui+1 b x

y

f

f(ui)
ci

Fig. 7. Une fontion en esalier.

Nous a�rmons :
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Toute fontion en esalier f est intégrable au sens de Riemann, et on a

∫ b

a

f(x) dx =

p−1∑

i=0

ci(ui+1 − ui).

Démonstration.

∗
La fontion f est bornée, la borne supérieure de |f | est donnée par

M = sup
[a,b]

|f | = max
[a,b]

|f | = max{|ci|, |f(uj)|}.

a a1x1 a2 aj aj+1u1 ui ui+1 b x

y

f
ci

f(x1)

hj

6 2M

2 int 1 int

Fig. 8. Sommes de Riemann d'une fontion en esalier.

Soit D = {([aj, aj+1], xj)} une subdivision δ-�ne pour une ertaine onstante δ > 0
(les points aj n'ont a priori auun rapport ave les points de subdivision ui de la

fontion en esalier). La somme de Riemann SD(f) =
∑
f(xj)hj est représentée

par par la somme des aires des retangles de ouleur rosée de la Fig. 8 (ave les

points aj en rouge et les points de marquage xj en bleu � tous eux-i n'étant pas

représentés). La di�érene entre les aires SD(f) et

∑
ci(ui+1 − ui) (partie en noir

du graphe) est représentée par les zones hahurées en bleu lair. Nous avons au plus

2p intervalles [aj , aj+1] qui ontiennent l'un des points intermédiaires ui, à savoir un

à haque extrêmité et un ou deux pour haun des points ui, i = 1, . . . , p − 1. Pour

haun de es intervalles, le terme f(xj)hj mis en jeu di�ère de l'aire des deux retangles

délimités par le graphe de f par au plus 2Mhj 6 2Mδ, puisque |f(x)− f(xj)| 6 2M
et hj 6 δ. Au total on a don

∣∣∣SD(f)−
∑

06i6p−1

ci(ui+1 − ui)
∣∣∣ 6 2p× 2Mδ = 4pMδ.

Il su�t alors de hoisir δ = ε/(4pM) pour onlure.
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3. Propriétés élémentaires de l'intégrale

Les propriétés énonées dans ette setion sont, dans l'ordre, la linéarité, la monotonie

et la relation de Chasles. Elles sont obtenues par passage à la limite à partir des

propriétés analogues des sommes de Riemann SD(f) (propriétés 1.4 (a,b,)), et valent

pour l'intégrabilité au sens de Riemann et de Kurzweil-Henstok indi�éremment.

(3.1) Linéarité. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions intégrables sur [a, b] et λ, µ
des onstantes réelles, alors λf + µg est intégrable sur [a, b] et

∫ b

a

(
λf(x) + µg(x)

)
dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx.

Démonstration. En termes de limites de sommes de Riemann sur des subdivisions

pointées D de [a, b], nous pouvons érire

∫ b

a

(
λf(x) + µg(x)

)
dx = lim

KH, D
SD(λf + µg) = lim

KH, D
λSD(f) + µSD(g)

= λ lim
KH, D

SD(f) + µ lim
KH, D

SD(g)

= λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx.

Pour analyser plus en détail et argument, reprenons le alul en termes de jauges, une

marge d'erreur ε > 0 étant �xée a priori. Posons

A =

∫ b

a

f(x) dx, B =

∫ b

a

g(x) dx.

Il existe par hypothèse des jauges δ1, δ2 telles que si D est δ1-�ne alors |SD(f)−A| 6 ε
et si D est δ2-�ne alors |SD(g) − B| 6 ε. Prenons une subdivision D δ-�ne ave

δ = min(δ1, δ2). Comme SD(λf + µg) = λSD(f) + µSD(g) on en déduit

∣∣SD(λf + µg)− (λA+ µB)
∣∣ 6 (|λ|+ |µ|)ε.

Cei montre que λf + µg est intégrable et que son intégrale est bien λA+ µB.

(3.2) Remarque. Si f : [a, b] → R est une fontion qui est nulle partout sauf

en un nombre �ni de points ui ∈ [a, b], alors f est Riemann-intégrable d'intégrale

nulle

(5)
. C'est en e�et un as très partiulier de fontion en esalier, et on peut

appliquer la formule de l'exemple 2.8 ave ci = 0. Il en résulte que si deux fontions

g, h : [a, b] → R di�èrent en un nombre �ni de points, alors l'intégrabilité de l'une

équivaut à l'intégrabilité de l'autre et on a

∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
h(x) dx (puisque f = g − h

est d'intégrale nulle).

(5)
Pour l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstok, e résultat est vrai plus généralement dans le as

où f est nulle partout en dehors d'un ensemble dénombrable de points E ⊂ [a, b℄. Voir l'exerie 9.22.
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(3.3) Monotonie. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions intégrables sur [a, b]

f > g ⇒
∫ b

a

f(x) dx >

∫ b

a

g(x) dx.

Démonstration. Cela résulte de l'inégalité sur les sommes de Riemann SD(f) > SD(g),
par passage à la limite.

(3.4) Relation de Chasles. Soient a < b < c des réels et f : [a, c] → R une fontion.

Si f est intégrable sur [a, b] et intégrable sur [b, c], alors f est intégrable sur [a, c] et

∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx.

Cei vaut aussi bien pour l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstok que pour l'inté-

grabilité au sens de Riemann.

Démonstration. Fixons un réel ε > 0 et hoisissons des jauges δ1 : [a, b] → R
∗
+,

δ2 : [b, c] → R∗
+ ε-adaptées à f sur [a, b] et [b, c] respetivement. Autrement dit, si on

érit

A1 =

∫ b

a

f(x) dx, A2 =

∫ c

b

f(x) dx, A = A1 +A2,

on aura |SD1
(f) − A1| 6 ε et |SD2

(f) − A2| 6 ε pour toutes subdivisions pointées

δ1-�nes D1 de [a, b] et δ2-�nes D2 de [b, c]. Si nous supposons démontrée l'intégrabilité

de f sur [a, c], 'est-à-dire l'existene de la limite limKH, D SD(f) lorsque D parourt

les subdivisions pointées de [a, c], alors on peut prendre une jauge δ sur [a, c] telle que
δ 6 δ1 sur [a, b] et δ 6 δ2 sur [b, c], et une subdivision D = D1 ∪D2 δ-�ne égale à la

réunion d'une subdivision D1 δ1-�ne de [a, b] et d'une subdivision D2 δ2-�ne de [b, c].
On obtient dans es onditions SD(f) = SD1

(f) + SD2
(f), don |SD(f) − A| 6 2ε et

la relation désirée

∫ c

a

f(x) dx = lim
KH, D

SD(f) = A = A1 +A2 =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx

s'ensuit en prenant ε arbitrairement petit. La seule di�ulté qui reste est de démontrer

l'existene de la limite limKH, D SD(f) pour des subdivisions D = {([aj, aj+1], xj)} de

[a, c] ne omprenant pas néessairement aj = b omme l'un des points intermédiaires,

e qui est a priori requis pour prouver l'intégrabilité de f sur [a, c]. La méthode onsiste

à redéouper l'intervalle [aj , aj+1] de D qui ontient le point b, et à estimer de ombien

on modi�e ainsi la somme de Riemann SD(f).

(3.5)* Preuve de l'intégrabilité de f sur [a, c] sous les hypothèses de 3.4.

Dans le as de l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstok, la preuve est très simple.

On dé�nit une jauge δ sur [a, c] en posant

δ(x) =





min(δ1(x), (b− x)/2) si x ∈ [a, b[,
min(δ2(x), (x− b)/2) si x ∈ ]b, c],
min(δ1(b), δ2(b)) si x = b.
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de sorte que δ 6 δ1 sur [a, b] et δ 6 δ2 sur [b, c]. Soit D = {([aj, aj+1], xj)} une

subdivision δ-�ne. Si xj < b, alors on a aj+1 6 xj + δ(xj) < xj + (b− xj) = b. De

même, si xj > b, alors aj > xj − δ(xj) > xj − (xj − b) = b. Cei montre que le seul

as où [aj, aj+1] peut ontenir le point b est le as xj = b, e qui permet de déouper

l'intervalle pointé ([aj, aj+1], b) en les deux intervalles pointés ([aj, b], b) et ([b, aj+1], b).
On produit ainsi une subdivision pointée D1 δ1-�ne de [a, b] et une subdivision pointée

D2 δ2-�ne de [b, c] telles que SD(f) = SD1
(f) + SD2

(f). On a don |SD(f)− A| 6 2ε
et la onlusion s'ensuit omme préédemment.

Dans le as de l'intégrabilité au sens de Riemann, la preuve donnée i-dessus n'est pas

valable, ar la jauge δ produite n'est pas onstante. On sait ependant de plus que

f est bornée, disons |f | 6 M (si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et [b, c], elle y

est néessairement bornée d'après la ondition 2.4). Prenons pour D une subdivision

pointée δ-�ne ave δ 6 min(δ1, δ2). Si l'un des intervalles [aj, aj+1] ontient b en

son intérieur, on remplae son point de marquage xj par x′j = b, e qui donne après

déoupage omme i-dessus une nouvelle subdivision D′ = D1 ∪D2 δ-�ne telle que

SD′(f) = SD1
(f) + SD2

(f) ⇒
∣∣SD′(f)− A

∣∣ 6 2ε.

On a de plus ∣∣SD(f)− SD′(f)
∣∣ =

∣∣(f(xj)− f(b)
)
hj
∣∣ 6 2Mδ,

par onséquent

∣∣SD(f) − A
∣∣ 6 4ε dès que δ 6 min(δ1, δ2, ε/M). Cei entraîne bien

l'intégrabilité de f au sens de Riemann sur l'intervalle [a, c], ainsi que la formule de

Chasles.

Pour des réels a, b qui ne véri�ent pas néessairement a < b, on pose

(3.6)

∫ b

a

f(x) dx = 0 si a = b,

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx si a > b.

On peut véri�er que la relation de Chasles reste valable dans tous les as, quel que

soit l'ordre des réels a, b, c, à ondition bien sûr que f soit intégrable sur haun des

intervalles mis en jeu.

4. Le théorème fondamental de l'Analyse

On appelle théorème fondamental de l'analyse, le fait que l'intégration (alul d'aires)

et la dérivation (alul de tangentes et de di�érentielles) sont des opérations inverses

l'une de l'autre.

(4.1) Théorème. Soit f : [a, b] → R une fontion dérivable. Alors f ′
est intégrable

au sens de Kurzweil-Henstok et

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).
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Démonstration.

(6)
Commençons par une preuve heuristique ('est-à-dire simpli�ée,

mais non rigoureuse). Soit D = {[aj, aj+1], xj)} une subdivision pointée assez �ne. On

a par dé�nition

∫ b

a

f ′(x) dx ≃
N−1∑

j=0

f ′(xj)(aj+1 − aj).

Mais f ′(xj) peut être vu omme une approximation de la pente de f sur l'intervalle

[aj, aj+1] et on a don f ′(xj)(aj+1 − aj) ≃ f(aj+1)− f(aj), d'où

∫ b

a

f ′(x) dx ≃
N−1∑

j=0

(f(aj+1)− f(aj)) = f(b)− f(a).

Il n'est pas di�ile de rendre et argument rigoureux. L'hypothèse de l'existene de

f ′(x) = limy→x
f(y)−f(x)

y−x signi�e par dé�nition que pour tout pout x ∈ [a, b] et tout

ε > 0 il existe un réel δ(x) > 0 tel que

y ∈ [a, b], 0 < |y − x| 6 δ(x) ⇒
∣∣∣
f(y)− f(x)

y − x
− f ′(x)

∣∣∣ 6 ε, et don

y ∈ [a, b], y ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒
∣∣f(y)− f(x)− (y − x)f ′(x)

∣∣ 6 ε|y − x|
(puisque l'inégalité est vraie aussi de manière évidente pour y = x). Prenons une subdi-
vision pointée D = {[aj, aj+1], xj)} δ-�ne, 'est-à dire telle que hj = aj+1 − aj 6 δ(xj).
En appliquant l'égalité i-dessus à x = xj et y = aj ou y = aj+1, il vient

∣∣f(aj)− f(xj)− (aj − xj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj − xj | = ε(xj − aj),∣∣f(aj+1)− f(xj)− (aj+1 − xj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj+1 − xj | = ε(aj+1 − xj).

En faisant la di�érene, l'inégalité |v − u| 6 |u|+ |v| donne
∣∣f(aj+1)− f(aj)− (aj+1 − aj)f

′(xj)
∣∣ 6 ε(aj+1 − aj).

La sommation de es inégalités pour j = 0, 1, . . . , N − 1 implique en dé�nitive

∣∣f(b)− f(a)− SD(f ′)
∣∣ 6 ε(b− a),

par onséquent ∫ b

a

f ′(x) dx = lim
KH, D

SD(f ′) = f(b)− f(a).

Notons qu'on retrouve ainsi le résultat important suivant qui, alternativement (et de

manière plus lassique) est démontré au moyen du théorème des aroissements �nis.

(6)
Le théorème 4.1 est un résultat partiulièrement impressionnant de la théorie de Kurzweil-Henstok,

que ni la théorie de Riemann ni même la théorie de Lebesgue ne permettent d'obtenir. Ce � défaut �

de la théorie de Lebesgue avait amené A. Denjoy [Dj1℄ à proposer en 1912 une théorie de � l'intégrale

totale � qui lui permit de rétablir la validité du Théorème 4.1 (f. aussi les travaux de O. Perron [Pe℄.

Cette théorie se révélera a posteriori essentiellement équivalente à la théorie de Kurzweil-Henstok,

mais ave un formalisme et des justi�ations beauoup plus ompliquées.
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(4.2) Corollaire. Soit f une fontion dérivable sur un intervalle I de R, telle que

f ′ = 0 (resp. f ′ > 0, f ′ 6 0). Alors f est onstante (resp. roissante, déroissante).

Démonstration. En e�et, pour tous points a < b dans I, on voit que f(b) − f(a) est
égal à 0 (resp. positif ou nul, négatif ou nul).

Le théorème fondamental peut aussi se s'énoner omme une formule de alul d'une

intégrale à partir de la primitive d'une fontion

(7)
.

(4.3) Calul des intégrales au moyen de primitives. Si f : [a, b] → R admet une

primitive F ('est-à-dire si F est dérivable et F ′ = f), alors f est KH-intégrable et

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) enore noté

[
F (x)

]b
a
.

Pour exploiter ette formule, il onvient de onnaître une liste su�sante de primitives de

fontions usuelles � en onnaître un ertain nombre par ÷ur devient vite indispensable

pour être en mesure de aluler les intégrales de manière e�ae. Compte tenu de la

formule 4.3, la primitive F d'une fontion ontinue f , là où elle est dé�nie, sera notée

sous la forme

(4.4) F (x) =

∫
f(x) dx+ C,

où C désigne une onstante quelonque. Une ériture de la forme

∫
f(x) dx est parfois

appelée intégrale indé�nie. Voii une liste de primitives qui permet déjà de aluler

un bon nombre d'intégrales usuelles. Les variables α, a, b représentent ii des nombres

réels quelonques ave a 6= 0.

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C, α 6= −1

∫
1

x
dx = ln |x|+ C

∫
ln |x| dx = x ln |x| − x+ C

∫
eax dx =

1

a
eax + C

∫
cos(ax+ b) dx =

1

a
sin(ax+ b) + C

∫
sin(ax+ b) dx = −1

a
cos(ax+ b) + C

∫
1

cos2 x
dx = tanx+ C

∫
1

sin2 x
dx = − cotanx+ C

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C

∫
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln
∣∣∣
x− a

x+ a

∣∣∣+ C

(7)
On notera que pour en arriver là, on a eu besoin de nettement moins de théorie que dans l'approhe

lassique de l'intégrale de Riemann. En e�et, dans ette approhe, il faut au préalable onnaître

l'intégrabilité des fontions ontinues, et avoir démontré que la dérivée de l'intégrale indé�nie d'une

fontion ontinue f(x) est égale à ette fontion, pour en onlure que l'intégrale indé�nie est une

primitive de f . Par ailleurs, toutes les hypothèses super�ues (fontions C1

dans les intégrations par

parties ou les hangements de variable) disparaissent ...
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5. Méthodes de alul des primitives et des intégrales

Il onvient d'observer qu'il est en général impossible d'expliiter en termes de fontions

usuelles la primitive de beauoup de fontions pourtant relativement simples. Ainsi on

peut montrer que ex
2

ou ln(sinx) ont des primitives qui ne peuvent pas s'exprimer en

termes des fontions trigonométriques, puissanes, exponentielles, logarithmes et leurs

omposées. Lorsque le alul est possible, on s'appuie le plus souvent sur l'une des

deux formules importantes qui suivent.

(5.1) Formule d'intégration par parties. Soient u, v : [a, b] → R deux fontions

dérivables. Le produit uv est alors dérivable et (uv)′ = u′v + uv′. Par onséquent

uv′ = (uv)′ − u′v est intégrable si et seulement si u′v l'est, et dans e as

[
u(x)v(x)

]b
a
=

∫ b

a

(uv)′(x) dx =

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx.

On a don la formule

∫ b

a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx,

qui peut enore se rérire de manière plus abrégée

∫ b

a

u dv =
[
uv
]b
a
−
∫ b

a

v du.

En termes de primitives et ave la notation des intégrales indé�nies, on peut aussi

érire

∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx.

(5.1 a) Exemple. Soit n > 1 un entier naturel, on herhe à aluler une primitive Fn

de fn(x) = xne−x
. La fontion fn est déjà érite omme produit de deux fontions, que

l'on sait intégrer. Intégrons par parties en prenant u(x) = xn et v′(x) = e−x
(d'où, par

exemple, v(x) = −e−x
) :

Fn(x) =

∫
xne−x dx =

[
xn(−e−x)

]
−
∫
nxn−1(−e−x) dx

= −xne−x − n

∫
xn−1e−x dx = −xne−x + nFn−1(x) ( + C).

Comme F0(x) = −e−x
, ette relation de réurrene permet de aluler Fn pour tout

entier n > 1 :

Fn(x) = −
( n∑

p=0

n(n− 1) . . . (p+ 1)xp
)
e−x ( + C).
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(5.1 b) Exemple. De même, pour a ∈ R r {−1} et n ∈ N, en posant u′(x) = xa et

v(x) = (lnx)n, on trouve

∫
xa(lnx)n dx =

xa+1

a+ 1
(lnx)n −

∫
xa+1

a+ 1

n

x
(lnx)n−1 dx

=
xa+1

a+ 1
(lnx)n − n

a+ 1

∫
xa(lnx)n−1 dx

=
xa+1

a+ 1
(lnx)n − n

a+ 1

xa+1

a+ 1
(lnx)n−1 +

n(n− 1)

(a+ 1)2

∫
xa(lnx)n−2 dx.

Par réurrene, ei donne

∫
xa(lnx)n dx = xa+1

n∑

p=0

(−1)p
n(n− 1) . . . (n− p+ 1)

(a+ 1)p+1
(lnx)n−p.

(5.2) Formule de hangement de variable. Soit f : [a, b] → R une fontion

admettant une primitive F . On a alors

∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x)

]b
a
= F (b)− F (a).

Il est souvent ommode de hanger de variable, en posant x = ϕ(t) pour une ertaine
fontion ϕ : [α, β] → [a, b] dérivable telle que ϕ(α) = a et ϕ(β) = b (on ne suppose pas

néessairement a 6 b ni α 6 β). Il vient alors

∫ b

a

f(x) dx = F (ϕ(β))−F (ϕ(α)) =
[
F ◦ϕ(t)

]β
α
=

∫ β

α

(F ◦ϕ)′(t) dt =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

On a don la formule fondamentale

∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ β

α

f ◦ ϕdϕ.

En pratique, on e�etue les substitutions

x = ϕ(t), dx = ϕ′(t) dt, a = ϕ(α), b = ϕ(β),

en prenant soin de hanger les bornes omme indiqué. En termes d'intégrales indé�nies,

si F désigne une primitive de f , on peut érire

F (x) = F (ϕ(t)) =

∫
f(ϕ(t)ϕ′(t) dt.

Exemple. Le as partiulier f(x) =
1

x
, F (x) = ln |x| implique

∫
ϕ′(t)

ϕ(t)
dt = ln |ϕ(t)|+ C.
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De même, le as f(x) =
1

1 + x2
, F (x) = arctanx implique

∫
ϕ′(t)

1 + ϕ(t)2
dt = arctanϕ(t) + C.

Cei permet par exemple de trouver suessivement les formules

∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = − ln | cosx|+ C

∫
cotanx dx =

∫
cosx

sinx
dx = ln | sinx|+ C

∫
1

sinx cosx
dx =

∫ (cosx
sinx

+
sinx

cosx

)
dx = ln | tanx|+ C

∫
1

sinx
dx =

∫
1

2 sin x
2 cos x

2

dx = ln
∣∣∣ tan

x

2

∣∣∣+ C

∫
1

cosx
dx =

∫
1

sin(x+ π
2 )
dx = ln

∣∣∣ tan
(x
2
+
π

4

)∣∣∣+ C.

(5.3) Intégration des polyn�mes trigonométriques. Pour aluler l'intégrale

d'un polyn�me trigonométrique

∫
P (cosx, sinx) dx on utilise e qu'on appelle la mé-

thode de linéarisation, qui onsiste à trouver une ombinaison linéaire de la forme

P (cosx, sinx) = a0 +
∑

16n6N

an cosnx+ bn sinnx.

Pour ela on remplae cosx et sinx en fontion de l'exponentielle omplexe (formules

d'Euler)

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
,

e qui permet d'exprimer P (cos(x, sinx) omme ombinaison linéaire des fontions einx

et e−inx
. On remplae �nalement es fontions par e±inx = cosnx± i sinnx (ou bien,

si P est réel, on prend la partie réelle du résultat. Par exemple

cos2 x sin3 x =
(eix + e−ix

2

)2(eix − e−ix

2i

)3

=
i

25
(
e2ix + 2 + e−2ix

)(
e3ix − 3 eix + 3 e−ix − e−3ix

)

=
i

32

(
e5ix − e3ix − 2 eix + 2 e−ix + e−3ix − e−5ix

)

=
1

16

(
− sin 5x+ sin 3x+ 2 sinx

)
.

On obtient alors

∫
cos2 x sin3 x dx =

1

16

(1
5
cos 5x− 1

3
cos 3x− 2 cosx

)
+ C.
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(5.4) Intégration des frations rationnelles. Une fration rationnelle est une

fontion dé�nie omme le quotient P/Q de deux polyn�mes P et Q à oe�ients réels

ou omplexes. La division eulidienne de P par Q s'érit P = EQ+R ave un quotient

E et un reste R qui sont des polyn�mes tels que degR < degQ. On a alors

P

Q
= E +

R

Q
.

Le quotient E s'appelle aussi la partie entière de la fration rationnelle, et R/Q la

partie polaire. Elle est telle que limx→∞R(x)/Q(x) = 0.

(5.4 a) Cas où Q(x) = (x− α)m. En érivant R omme un polyn�me en X = x− α,
soit R(x) =

∑
06j<m cj(x− α)j, on voit que P/Q admet une ériture de la forme

P (x)

Q(x)
= E(x) +

m∑

j=1

λj
(x− α)j

.

Si α est réel, la primitive se alule sans peine puisque

∫
1

x− α
dx = ln |x− α|+ C,

∫
1

(x− α)j
dx = − 1

j − 1

1

(x− α)j−1
+ C si j > 1.

(5.4 b) Cas où Q est un trin�me du seond degré. Si Q(x) = ax2 + bx + c, le
alul des raines réelles ou omplexes donne une fatorisation Q(x) = a(x−α)(x−β).
Si les raines α, β sont réelles et distintes, on érit

1

(x− α)(x− β)
=

1

α− β

( 1

x− α
− 1

x− β

)
,

e qui donne aussit�t

∫
1

(x− α)(x− β)
dx =

1

α− β
ln
∣∣∣
x− α

x− β

∣∣∣+ C.

Dans le as d'un trin�me réel ax2+bx+c de disriminant ∆ = b2−4ac < 0, les raines
sont omplexes et on proède di�éremment. On a en e�et

Q(x) = a
((
x+

b

2a

)2
− ∆

4a2

)
= a

(
(x− γ)2 + δ2

)

ave γ = −b/2a et δ =
√

|∆|/2|a|, les raines omplexes étant α = γ + iδ, α = γ − iδ.
Après division eulidienne de P par Q, on est ramené à intégrer des expressions de la

forme ∫
λx+ µ

(x− γ)2 + δ2
dx.

Dans e as on érit λx + µ = λ(x − γ) + (λγ + µ) et on observe que (x − γ) est la
moitié de la dérivée du dénominateur, e qui donne

∫
λx+ µ

(x− γ)2 + δ2
dx =

∫
λ(x− γ)

(x− γ)2 + δ2
dx+

∫
λγ + µ

(x− γ)2 + δ2
dx

=
1

2
λ ln

(
(x− γ)2 + δ2

)
+ (λγ + µ)

∫
1

(x− γ)2 + δ2
dx

=
1

2
λ ln

(
(x− γ)2 + δ2

)
+
λγ + µ

δ
arctan

x− γ

δ
+ C.
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6. Calul d'aires et de volumes

Nous ommenerons par une appliation onrète très importante qui est le alul des

aires et des volumes.

(6.1) Calul d'aires

(7)
. Par dé�nition même, l'intégrale d'une fontion f alule l'aire

algébrique située sous son graphe. Pour un domaine plan quelonque, la frontière est

en général délimitée par les graphes de plusieurs fontions (deux au moins, davantage

si le domaine omporte des � trous � ou des � renfonements �).

A

a bx x+ dx

y

f(x)

g(x)

ℓ(x) dx

Fig. 9. Aire d'un domaine délimité par des graphes de fontions.

Comme on le voit par soustration des aires situées sous les graphes de f et g
respetivement (et en remplaçant si néessaire f , g par f + C, g + C pour avoir des

fontions positives), l'aire du domaine plan est égale à la di�érene

A =

∫ b

a

g(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx.

L'aire d'un tel domaine plan est don donnée par l'intégrale par rapport à x de la

longueur ℓ(x) = g(x)− f(x) des setions � vertiales � du domaine :

A =

∫ b

a

ℓ(x) dx =

∫ b

a

(
g(x)− f(x)

)
dx.

À titre d'exemple, herhons l'aire délimitée par l'ellipse

x2

a2 + y2

b2 = 1, de demi-axes

a et b. Le domaine délimité par l'ellipse est ompris entre les graphes des fontions

g(x) = b
√

1− (x/a)2 et f(x) = −g(x) pour x ∈ [−a, a], e qui donne

A =

∫ a

−a

2g(x) dx = 2b

∫ a

−a

√
1− x2

a2
dx.

Le hangement de variable x = a sin t ave t ∈ [−π/2, π/2] donne dx = a cos t dt, d'où

A = 2ab

∫ π/2

−π/2

cos2(t) dt = 2ab

∫ π/2

−π/2

1 + cos 2t

2
dt = πab.
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(6.2) Calul de volumes

(8)
. La proédure est essentiellement la même : on e�etue

des setions planes (disons par exemple en oupant par un plan horizontal z = Cte),

et on suppose onnue l'aire S(z) d'une telle setion plane (ette aire aura en général

été évaluée elle-même par un alul intégral omme expliqué au paragraphe 6.1).

V

b

a

z

z + dz

x, y

z

S(z) dz

Fig. 10. Calul d'un volume par tranhage dans la diretion z.

Dans e as, le volume est donné par

V =

∫ b

a

S(z) dz.

Une appliation immédiate est le alul du volume de la boule de rayon R d'équation

x2 + y2 + z2 6 R2
. L'aire de la setion z = Cte est l'aire S(z) = π(R2 − z2) du disque

x2 = y2 6 R2 − z2 de rayon

√
R2 − z2. On trouve don

V =

∫ R

−R

π(R2 − z2) dz = 2π

∫ R

0

(R2 − z2) dz = 2π
[
R2z − z3/3

]R
0
=

4

3
πR3.

Une autre appliation est la formule donnant le volume d'un �ne � éventuellement

� oblique � � ayant une base d'aire A onnue et une hauteur h.

On entend ii par �ne la réunion des segments issus d'un point (sommet), ayant pour

autre extrêmité un point quelonque d'un domaine plan (hoisi omme base). Pour

faire le alul, il est ommode de hoisir le sommet du �ne omme origine et de �xer

un repère orthonormé tel que la base du �ne soit ontenue dans le plan z = h.

(8)
La dé�nition de l'aire (et de même du volume), pour des domaines �mesurables � arbitraires de

R
2

et de R
3

requiert des onepts sophistiqués de la théorie de l'intégration que nous ne pouvons pas

développer ii. La démonstration omplète des formules 6.1 et 6.2 s'appuie ainsi sur le élèbre théorème

dit de Fubini. Nous renvoyons à la setion 9 du hapitre III de notre exposé omplet pour une preuve

détaillée dans le adre de la théorie de l'intégrale de Kurzweil-Henstok. Il n'est pas inorret ii de

onsidérer que les formules données pour la surfae et le volume sont en quelque sorte des dé�nitions

de es grandeurs.
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S(z)

z

h

z
z + dz

0

A

V

Fig. 11. Calul du volume d'un �ne.

Comme l'aire de l'homothétique de rapport λ d'un domaine plan est multipliée par λ2,
et omme le domaine d'aire S(z) est homothétique du domaine d'aire A dans le rapport

λ = z/h, on a

S(z) =
z2

h2
A.

On en déduit que le volume du �ne vaut

V =

∫ h

0

S(z) dz =

∫ h

0

z2

h2
Adz =

[1
3
z3
]h
0

1

h2
A,

e qui prouve la formule lassique

V =
1

3
Ah.

On peut appliquer le même raisonnement pour un �ne sphérique, 'est-à-dire un �ne

ayant pour sommet le entre d'une sphère, et pour base un domaine de ette sphère

(plut�t qu'un domaine plan). Si R est le rayon de la sphère et A l'aire du domaine

sphérique, on trouve alors omme préédemment V = 1
3AR. Dans le as où la base est

la sphère toute entière, le �ne est la boule elle-même, d'où V = 4
3
πR3

. On en déduit

ainsi la valeur de l'aire de la sphère

A = 4πR2.

7. Enadrement par des fontions en esalier. Intégrabilité des

fontions ontinues ou monotones par moreaux

(9)

Nous nous proposons de démontrer ii que quelques lasses usuelles de fontions (no-

tamment les fontions ontinues ou monotones par moreaux) sont intégrables.

(9)
À partir de e point, le niveau théorique de l'exposé augmente sensiblement, nous onsidérons don

que ela relève plut�t de l'enseignement supérieur � le théorème (7.10) peut être admis d'emblée en

Terminale si l'on souhaite ensuite être en mesure d'énoner et de démontrer le orollaire 7.7.
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Soit f : [a, b] → R une fontion bornée. L'idée est de onsidérer des enadrements

(7.1) ϕ 6 f 6 ψ

de f par des fontions en esalier ϕ, ψ, omme �guré sur le shéma i-dessous.

a bui ui+1 x

ci

di

y

ϕ

ψ

f

Fig. 12. Enadrement d'une fontion bornée f par des fontions en esalier.

On peut supposer ii que les fontions en esalier ϕ et ψ sont exprimées au moyen de

la même subdivision a = u0 < u1 < . . . < up = b, sinon il est toujours possible de

redéouper les subdivisions qui les dé�nissent pour arriver à une subdivision ommune

[de plus, omme les valeurs ϕ(ui), ψ(ui) ne jouent pas de r�le dans les intégrales, on

peut hoisir par exemple ϕ(ui) = ψ(ui) = f(ui) ℄. Dans ette situation, l'erreur due à
l'enadrement de l'aire est préisément

(7.2)

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06i6p−1

(di − ci)(ui+1 − ui)

(somme des aires des retangles dessinés en grisé sur la Fig. 12). On obtient ainsi le

(7.3) Critère d'intégrabilité au sens de Riemann. Soit f : [a, b] → R une

fontion. On suppose que pour tout ε > 0 il existe un enadrement ϕ 6 f 6 ψ de f
par des fontions en esalier ϕ, ψ telles que

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06i6p−1

(di − ci)(ui+1 − ui) 6 ε.

Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] et on a

∫ b

a

f(x) dx = sup
{∫ b

a

ϕ(x) dx ; ϕ 6 f
}
= inf

{∫ b

a

ψ(x) dx ; ψ > f
}
.
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Démonstration. Considérons les ensembles de valeurs prises par les intégrales de

fontions en esalier ϕ qui minorent et ψ qui majorent, 'est-à-dire

E1 =
{∫ b

a

ϕ(x) dx ; ϕ 6 f
}
, E2 =

{∫ b

a

ψ(x) dx ; ψ > f
}
,

et S = supE1, I = inf E2, Il est lair que pour tout A1 =
∫ b

a
ϕ(x) dx ∈ E1 et tout

A2 =
∫ b

a
ψ(x) dx ∈ E2 on a A1 6 A2. L'hypothèse de la ondition signi�e que pour un

hoix adéquat de ϕ, ψ on a A2 − A1 6 ε. Cei entraîne bien S = supE1 = I = inf E2.

Comme toute fontion en esalier est intégrable ave des jauges onstantes (f. exemple

2.4), il existe δ1 > 0, δ2 > 0 tels que

∀D = {([aj, aj+1], xj)}, hj 6 δ1 pour tout j ⇒ |SD(ϕ)− A1| 6 ε,

∀D = {([aj, aj+1], xj)}, hj 6 δ2 pour tout j ⇒ |SD(ψ)−A2| 6 ε.

Or nous avons A1 6 S = I 6 A2 et A2 − A1 6 ε. Prenons une subdivision pointée

D = ([aj, aj+1], xj) véri�ant hj 6 δ = min(δ1, δ2). Nous obtenons dans es onditions
SD(ϕ) 6 SD(f) 6 SD(ψ), don

SD(f) 6 SD(ψ) 6 A2 + ε 6 I + 2ε, SD(f) > SD(ϕ) > A1 − ε > S − 2ε.

Par suite en posant A = S = I il vient |SD(f) − A| 6 2ε. La su�sane du ritère

d'intégrabilité est démontrée.

(7.4)* Complément. Le ritère 7.3 est en fait une ondition néessaire et su�sante

pour que f soit intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Démonstration. Pour voir la néessité de la ondition, supposons f : [a, b] → R

Riemann-intégrable et soient ε > 0 et δ > 0 satisfaisant la dé�nition 2.5. Considérons

une subdivision pointée δ-�ne D = {([aj, aj+1], xj)} quelonque. En faisant varier

indépendamment haque xj dans l'intervalle [aj, aj+1], on trouve

sup
{xj}

SD(f) = sup
{xj}

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

Mj(aj+1 − aj),

inf
{xj}

SD(f) = inf
{xj}

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

mj(aj+1 − aj)

oùMj = supx∈[aj ,aj+1] f(x), mj = infx∈[aj ,aj+1] f(x). Puisque A− ε 6 SD(f) 6 A+ ε,
on voit en passant au sup et à l'inf que

A− ε 6
N−1∑

j=0

mj(aj+1 − aj) 6
N−1∑

j=0

Mj(aj+1 − aj) 6 A+ ε.

Cei entraîne en partiulier qu'auune des bornes Mj ne peut être égale à +∞ et

qu'auune des bornes mj ne peut être égale à −∞, et par onséquent que f est bornée.

Si on dé�nit les fontions en esalier ϕ, ψ par

ϕ(x) = mj , ψ(x) =Mj si x ∈ ]aj, aj+1[, ϕ(aj) = ψ(aj) = f(aj),
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on obtient un enadrement ϕ 6 f 6 ψ tel que

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx 6 2ε,

et on voit que la ondition du ritère 7.3 est bien satisfaite.

Une appliation direte de 7.3 est la preuve de l'intégrabilité des fontions monotones

ou ontinues (dans la suite de e paragraphe, tous les résultats onerneront don

l'intégrabilité au sens de Riemann.)

(7.5) Théorème. Toute fontion f : [a, b] → R monotone est intégrable au sens de

Riemann sur [a, b].

Démonstration. Supposons par exemple f roissante et soit a = u1 < . . . < up = b une
subdivision δ-�ne de [a, b], où δ > 0 est une onstante. De manière évidente, on dé�nit

un enadrement ϕ 6 f 6 ψ de f par des fontions en esalier en posant

ϕ(x) = f(uj) sur ]uj, uj+1[, ψ(x) = f(uj+1) sur ]uj , uj+1[

(et ϕ(uj) = ψ(uj) = f(uj) omme déjà onvenu). Cei donne

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06j6N−1

(
f(uj+1)− f(uj)

)
(uj+1 − uj)

6 δ
∑

06j6N−1

(
f(uj+1)− f(uj)

)
= δ
(
f(b)− f(a)

)
.

On voit ainsi que la ondition 7.3 est véri�ée en prenant δ assez petit.

(7.6) Théorème Toute fontion f : [a, b] → R ontinue est intégrable au sens de

Riemann sur [a, b].

Démonstration. Soit ε > 0. La ontinuité de f en tout point x ∈ [a, b] implique

l'existene d'un réel δ(x) > 0 tel que

∀x′ ∈ [a, b], x′ ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒ |f(x′)− f(x)| 6 ε.

Soit D = ([aj, aj+1], xj)06j<N une subdivision pointée δ-�ne. En prenant x = xj et en
faisant parourir à x′ l'intervalle [aj , aj+1] ⊂ [xj − δ(xj), xj + δ(xj)], on déduit de la

majoration |f(x′)− f(xj)| 6 ε que les bornes inf et sup

mj = inf
x′∈[aj ,aj+1]

f(x′), Mj = sup
x′∈[aj,aj+1]

f(x′)

sont omprises entre f(xj)− ε et f(xj)+ ε, par onséquent Mj −mj 6 2ε. On obtient

ainsi un enadrement ϕ 6 f 6 ψ de f par des fontions en esalier ϕ, ψ telles que

ϕ(x) = mj , ψ(x) =Mj si x ∈ ]aj, aj+1[, ϕ(aj) = ψ(aj) = f(aj),
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et de plus

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06j6N−1

(Mj −mj)(aj+1 − aj)

6 2ε
∑

06j6N−1

aj+1 − aj = 2ε(b− a).

Cei montre que le ritère 7.3 est satisfait, don f est intégrable.

(10)

(7.7) Théorème. Toute fontion ontinue f : [a, b] → R admet une primitive F,

donnée par

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b].

Les autres primitives sont les fontions de la forme F1(x) = F (x) + C où C est une

onstante.

Démonstration. Nous savons que l'intégrale donnant F (x) existe par le Théorème 7.6.

La relation de Chasles donne

F (x+ h) − F (x) =

∫ x+h

x

f(t) dt ⇒ F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt.

Pour tout ε > 0, l'hypothèse de ontinuité dit que f(x) − ε 6 f(t) 6 f(x) + ε pour

|t− x| 6 δ(x), on a don

f(x)−ε = 1

h

∫ x+h

x

(f(x)−ε) dt 6 F (x+ h) − F (x)

h
6

1

h

∫ x+h

x

(f(x)+ε) dt = f(x)+ε

pour |h| 6 δ(x), e qui signi�e que

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x).

Si on a une autre primitive F1, il vient (F1 − F )′ = f ′ − f ′ = 0, don F1 − F = C
onstante.

(7.8) Proposition.

(a) Si f : [a, b] → R est une fontion ontinue positive ou nulle, on a

∫ b

a
f(x) = 0 si et

seulement si f = 0.

(b) Si f, g : [a, b] → R sont ontinues et f 6 g, on a

∫ b

a
f(x) dx <

∫ b

a
g(x) dx dès que

f et g se sont pas égales.

(10)
On remarquera que dans ette preuve l'utilisation expliite de la propriété de ontinuité uniforme de

la fontion f n'a pas été néessaire, e qui est une simpli�ation appréiable suseptible de rendre la

preuve abordable dès la lasse terminale [ ave des vitamines tout de même !℄.
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Démonstration. (a) Si f n'est pas nulle, il existe un point x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) > 0, et
on pose alors ε = f(x0)/2. La ontinuité de f en x0 implique qu'il existe un intervalle

[x0, x0 + η] (ou [x0 − η, x0], si x0 = b) sur lequel f(x) − f(x0)| 6 ε. On voit don

qu'il existe un sous-intervalle [c, d] de de [a, b] de longueur d − c = η > 0 sur lequel

f(x) > f(x0)− ε > ε. Par suite
∫ b

a
f(x) dx >

∫ d

c
f(x) dx > (d− c) ε > 0.

(b) Si f 6 g et f 6= g, alors h = g − f > 0 n'est pas nulle, don

∫ b

a
h(x) dx > 0

d'après (a).

(7.9) Formule de la moyenne. Soit f : [a, b] → R une fontion ontinue. Alors il

existe un point c ∈ ]a, b[ tel que la � valeur moyenne de f sur [a, b] � soit égale à f(c) :

1

b− a

∫ b

a

f(x) dx = f(c).

Démonstration. Soit m = min[a,b] f , M = max[a,b] f . Supposons d'abord f non ons-

tante. D'après la proposition 7.8 (b) appliquée aux inégalités m 6 f 6 M , nous

avons

m(b− a) <

∫ b

a

f(x) dx < M(b− a), soit m <
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx < M.

La formule de la moyenne est don une onséquene du théorème des valeurs intermé-

diaires, puisque f(]a, b[) est un intervalle qui ontient l'intervalle ]m,M [. Si f est égale

à une onstante C, le résultat est évident, les deux membres de la formule étant égaux

à C quel que le soit le hoix de c ∈ ]a, b[.

(7.10) Une généralisation. On dit qu'une fontion f : [a, b] → R est ontinue (resp.
monotone) par moreaux s'il existe une subdivision

a = α0 < α1 < α2 < . . . < αN−1 < αN = b

telle que f soit ontinue (resp. monotone) sur haque intervalle ]αj , αj+1[ et possède
des limites à droite et à gauhe �nies en haque point αj tel que j < N (resp. j > 0).
Toute fontion ontinue ou monotone par moreaux est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. En e�et, la restrition f|[αj,αj+1] di�ère d'une fontion ontinue (resp.

monotone) par une fontion en esalier nulle sur ]αj , αj+1[ (et prenant des valeurs

adéquates en αj et αj+1). Par onséquent f|[αj,αj+1] est intégrable au sens de Riemann,

et l'intégrabilité de f sur [a, b] résulte de la relation de Chasles.

Nous démontrons maintenant une généralisation du théorème fondamental 4.1. Obser-

vons d'abord que omme une fontion nulle sauf sur un ensemble �ni est d'intégrale

nulle (remarque 3.2), on peut envisager d'intégrer des fontions f qui sont seulement

dé�nies sur le omplémentaire [a, b] r Z d'un ensemble �ni Z : on se ramène au as

d'une fontion partout dé�nie en étendant f arbitrairement sur [a, b], par exemple en
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posant f̃(x) = 0 sur Z. L'intégrale ainsi alulée est indépendante du prolongement f̃
hoisi.

(7.11) Théorème. Soit f : [a, b] → R une fontion ontinue. On suppose qu'il existe

un ensemble �ni Z = {ui ; 1 6 i 6 p} tel que f soit dérivable sur [a, b]r Z. Alors f ′

(prolongée arbitrairement aux points ui) est KH-intégrable sur [a, b] et on a

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Démonstration.

∗
On reprend la démonstration du théorème 4.1. La dérivabilité de f

sur [a, b]r Z implique l'existene d'une fontion δ : [a, b]r Z → ]0,+∞[ telle que

y ∈ [a, b], y ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒
∣∣f(y)− f(x)− (y − x)f ′(x)

∣∣ 6 ε|y − x|

pour tout x ∈ [a, b]r Z, e qui donne

∣∣f(aj+1)− f(aj)− (aj+1 − aj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj+1 − aj |

pour toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} δ-�ne, lorsque xj ∈ [a, b] r Z.
D'autre part, si xj = ui ∈ Z, la ontinuité de f au point ui entraîne l'existene de

δi > 0 tel que tout point x ∈ [ui − δi, ui + δi] satisfasse |f(x) − f(ui)| 6 ε 2−i
. On

hoisit de plus δi assez petit pour que δi|f ′(ui)| 6 ε 2−i
, et on pose δ(ui) = δi. Dans

e as il vient

|f(aj+1)− f(aj)| 6
∣∣(f(aj+1 − f(ui))− (f(aj − f(ui))

∣∣ 6 2ε 2−i

si xj = ui et aj+1 − aj 6 δ(xj) = δ(ui) = δi, e qui implique

∣∣f(aj+1)− f(aj)− (aj+1 − aj)f
′(ui)

∣∣ 6 3ε 2−i.

En sommant toutes es inégalités, il vient

∣∣f(b)− f(a)− SD(f ′)
∣∣ 6 ε(b− a) + 3ε,

(ar

∑
16i6p 3ε 2

−i 6 3ε), et le théorème est démontré.

(7.12)* Remarque. On peut voir failement que le théorème 7.11 est en fait enore

vrai ave un ensemble Z = {ui}i∈N dénombrable.

(7.13) Corollaire. Si f : ]a, b[ → R admet une primitive F sur ]a, b[, et si ette

primitive F admet une limite à droite F (a + 0) en a et une limite à gauhe F (b − 0)
en b, alors f est KH-intégrable sur [a, b] (si f n'est pas a priori dé�nie en a et b, on
peut lui attribuer des valeurs f(a), f(b) ∈ R arbitraires), et on a

∫ b

a

f(x) dx = F (b− 0)− F (a+ 0) = lim
x→b−0

F (x)− lim
x→a+0

F (x).



I.7. Enadrement par des fontions en esalier et intégrabilité 33

Démonstration. Il su�t en e�et de prolonger F par ontinuité sur [a, b] en posant

F (a) = limx→a+0 F (x) et F (b) = limx→b−0 F (x), puis d'appliquer le théorème 7.11 à

sa dérivée F ′
qui est dé�nie sur ]a, b[ = [a, b]r Z ave Z = {a, b}.

Un exemple typique d'appliation du orollaire 7.13 est elui de la fontion

f(x) =
1√

1− x2
sur l'intervalle ]− 1, 1[.

Dans e as, on a en e�et une primitive F (x) = arcsin(x) qui se prolonge en une

fontion ontinue sur [−1, 1]. On obtient par onséquent

∫ 1

−1

1√
1− x2

dx = arcsin(1)− arcsin(−1) = π.

Plus généralement, le orollaire 7.13 nous amène à la dé�nition des � intégrales im-

propres �.

(7.14) Intégrales � impropres �. Soit I = [a, b[ ⊂ R un intervalle semi-ouvert, où

b ∈ R ∪ {+∞}, et soit f : [a, b[ → R une fontion intégrable (par exemple ontinue

ou monotone par moreaux) sur tout intervalle [a, β] ⊂ [a, b[. On dit que l'intégrale∫ b

a
f(x) dx est onvergente au point b si la limite

A = lim
β→b−

∫ β

a

f(x) dx

existe dans R (en partiulier �nie), et on pose alors

∫ b

a
f(x) dx = A.

On donne une dé�nition analogue dans le as d'un intervalle semi-ouvert ]a, b],
a ∈ R ∪ {−∞}, en onsidérant la limite limα→a+

∫ b

α
f(x) dx ave [α, b] ⊂ ]a, b], et on

dit qu'on a onvergene sur un intervalle ouvert ]a, b[ si les intégrales sur ]a, c] et [c, b[
onvergent pour tout point intermédiaire c ∈ ]a, b[.

(7.15) Exemples. On véri�era que les intégrales

∫ 1

0

1

xa
dx =

1

1− a
,

∫ +∞

1

1

xb
dx =

1

b− 1

onvergent respetivement pour a < 1 et b > 1, et que

∫ +∞

0

e−cx dx =
1

c

onverge pour tout c > 0. En utilisant le alul de la primitive de xne−x
donné au

point (5.1 a), on obtient également le résultat lassique

∫ +∞

0

xne−x dx = n! .
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(7.16)** Convergene absolue. Soit f : [a, b[ → R une fontion KH-intégrable

sur tout intervalle fermé borné [a, β]. On dit que l'intégrale

∫ b

a
f(x) dx est absolument

onvergente si de plus |f | est KH-intégrable sur haque intervalle [a, β] ⊂ [a, b[ et si la
limite

lim
β→b−

∫ β

a

|f(x)| dx

existe dans R (don en partiulier si elle est �nie).

On donne une dé�nition analogue dans le as d'un intervalle semi-ouvert ]a, b],
a ∈ R ∪ {−∞}, en onsidérant la limite limα→a+

∫ b

α
f(x) dx ave [α, b] ⊂ ]a, b], et on

dit qu'on a onvergene sur un intervalle ouvert ]a, b[ si les intégrales sur ]a, c] et [c, b[
onvergent pour tout point intermédiaire c ∈ ]a, b[.

Le ritère de Cauhy

∗
permet de voir qu'il y a onvergene (resp. onvergene absolue)

de l'intégrale sur [a, b[ si et seulement si pour tout ε > 0 il existe βε < b tel que pour
tous β, γ ∈ [βε, b[, β < γ, on ait

∣∣∣
∫ γ

β

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε, resp.

∫ γ

β

|f(x)| dx 6 ε.

Comme

∣∣ ∫ γ

β
f(x) dx

∣∣ 6
∫ γ

β
|f(x)| dx, il est lair que la onvergene absolue implique la

onvergene.

8. Convergene uniforme, ontinuité et dérivabilité d'intégrales

en fontion de paramètres**

Soit fn : [a, b] → R une suite de fontions réelles. On dit que la suite (fn) onverge
uniformément vers une limite f : [a, b] → R, si la distane uniforme de fn à f tend

vers 0 'est-à-dire si

d(fn, f) = sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| → 0.

(8.1) Théorème de onvergene uniforme. Soit fn : [a, b] → R une suite de

fontions réelles onvergeant uniformément vers une limite f . Si les fontions fn sont

Riemann-intégrables (resp. KH-intégrables), alors f est Riemann-intégrable (resp. KH-
intégrable) et

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Démonstration. Posons An =
∫ b

a
fn(x) dx. Soit ε > 0 et n0 tels que |fn − f | 6 ε pour

n > n0. Nous avons |fp − fq| 6 2ε pour p, q > n0, d'où |Ap −Aq| 6 2ε(b− a). La suite

(An) est don une suite de Cauhy, par onséquent la limite A = limn→+∞ An existe.

De plus, il existe une jauge δ (resp. une jauge onstante dans le as de l'intégrabilité

au sens de Riemann) telle que pour toute subdivision pointée D de pas hj 6 δ(xj)
on ait |SD(fn0

) − An0
| 6 ε. Il vient à la limite |A − An0

| 6 2ε(b − a) tandis que
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|SD(f) − SD(fn0
)| 6 ∑ |f(xj) − fn0

(xj)| hj 6 ε(b − a). En mettant bout à bout es

inégalités il vient

|SD(f)− A| 6 ε+ 3ε(b− a),

don f est bien intégrable sur [a, b] d'intégrale A = limAn.

(8.2) Remarque. Pour obtenir l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstok de la

limite f = lim fn, il su�rait d'avoir une estimation de la forme |fn − f | 6 εng ave

g > 0 KH-intégrable (non néessairement bornée) et εn → 0. Nous obtiendrons de

toutes façons des théorèmes de onvergene beauoup meilleurs enore dans e as,

f. hapitre II.

Rappelons qu'une fontion f : I → R dé�nie sur un intervalle I est dite réglée si elle

admet une limite à droite et à gauhe en tout point de l'intérieur I◦, ainsi qu'une limite

à droite en a = inf I si a ∈ I et à gauhe en b = sup I si b ∈ I.

(8.3) Lemme. Toute fontion réglée sur un intervalle fermé borné [a, b] est limite

uniforme de fontions en esalier.

(8.4) Corollaire. Toute fontion réglée sur sur un intervalle fermé borné [a, b] y est

Riemann-intégrable.

Démonstration du lemme et de son orollaire. Soit ε > 0. Pour tout x ∈ [a, b], il
existe δ(x) > 0 et des onstantes c+ = limξ→x+0 f(ξ), c

− = limξ→x−0 f(ξ) telles que
|f(x) − c−| 6 ε sur [x − δ(x), x] ∩ [a, b] et |f(x) − c+| 6 ε sur [x, x + δ(x)] ∩ [a, b].
D'après le lemme I.2.6, on peut trouver une subdivision pointée D = ([aj, aj+1], xj)
δ-�ne. Cei nous permet de dé�nir une fontion en esalier ϕ en posant

ϕ(xj) = f(xj), ϕ(aj) = f(aj),

ϕ|]aj ,xj [ = c−j = lim
ξ→xj−0

f(ξ), ϕ|]xj,aj+1[ = c+j = lim
ξ→xj+0

f(ξ).

Par onstrution nous avons |f − ϕ| 6 ε sur [a, b]. Il en résulte que f est Riemann-

intégrable omme limite uniforme de fontions en esalier.

On va maintenant tirer du théorème de onvergene uniforme les propriétés usuelles

de ontinuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de para-

mètres. Des résultats beauoup plus forts sont vrais, mais on aura besoin pour ela de

théorèmes de onvergene plus subtils que le théorème 8.1 (f. Chapitre II, setion 5).

(8.5) Lemme. Soit T ⊂ Rd
une partie quelonque et f : [a, b]×T → R, (x, t) 7→ f(x, t)

une appliation ontinue. Alors, si t0 ∈ T , la famille de fontions ft : x 7→ f(x, t)
onverge uniformément vers la fontion ft0 : x 7→ f(x, t0) quand T ∋ t tend vers t0.
Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de t0 tel que pour t ∈ T ∩ V ,
on ait |f(x, t)− f(x, t0)| 6 ε pour tout x ∈ [a, b].

Démonstration. Pour tout x0 ∈ [a, b], l'hypothèse de ontinuité au point (x0, t0)
implique qu'il existe un voisinage Vx0,t0 de t0 (dépendant de x0) et un voisinage

U(x0,t0) = [x0 − δ(x0), x0 + δ(x0)]× Vx0,t0 de (x0, t0)
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tel que (x, t) ∈ U(x0,t0) ∩ ([a, b]× T ) implique |f(x, t)− f(x0, t0)| 6 ε/2. En appliquant

ei en partiulier pour t = t0 et en faisant la di�érene, on voit que que pour tout

t ∈ T ∩Vx0,t0 et tout x ∈ [x0− δ(x0), x0+ δ(x0)] on a |f(x, t)−f(x, t0)| 6 ε. D'après le
lemme I.2.6, il existe une subdivision pointée D = ([ai, ai+1], xi) de [a, b] qui est δ-�ne.
Par onséquent [ai, ai+1] ⊂ [xi − δ(xi), xi + δ(xi)], et en prenant t ∈ V =

⋂
i Vxi,t0 on

voit que la onlusion du lemme est véri�ée.

De là, on déduit aussit�t le théorème de ontinuité des intégrales dépendant de para-

mètres.

(8.6) Continuité sous le signe somme. Soit T ⊂ Rd
une partie quelonque et

f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une appliation ontinue. Alors l'appliation

F (t) =

∫ b

a

f(x, t) dx

est ontinue sur T .

Démonstration. Ave les notations du lemme 8.5, on trouve

|F (t)− F (t0)| 6
∫ b

a

∣∣f(x, t)− f(x, t0)
∣∣ dx 6 (b− a)ε

pour t ∈ T ∩ V , e qui prouve la ontinuité de F au point t0.

(8.7) Dérivation sous le signe somme. Soit T un intervalle de la droite réelle et

f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que

(a) f est ontinue sur [a, b]× T ;

(b) f admet en tout point une dérivée partielle

∂f
∂t
(x, t) qui est elle-même ontinue

sur [a, b]× T .

Alors l'appliation F (t) =
∫ b

a
f(x, t) dx est de lasse C1

sur T et pour tout t0 ∈ T on a

F ′(t0) =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, t0) dx .

Démonstration. Soit t ∈ T . En appliquant le théorème des aroissements �nis à

t 7→ f(x, t) sur l'intervalle [t0, t], on voit que

F (t)− F (t0)

t− t0
=

∫ b

a

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, ct,x) dx

pour un ertain point c = ct,x ∈ ]t0, t[. Soit ε > 0. En appliquant le lemme 8.5 à la

fontion ontinue g(x, t) = ∂f
∂t (x, t), on voit qu'il existe un voisinage V = ]t0−η, t0+η[

de t0 tel que |∂f
∂t
(x, t) − ∂f

∂t
(x, t0)| 6 ε pour tout x ∈ [a, b] et tout t ∈ V . Sous ette
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hypothèse on a également c(x, t) ∈ ]t0, t[ ⊂ V , don |∂f∂t (x, ct,x)−
∂f
∂t (x, t0)| 6 ε et par

suite

∣∣∣∣
F (t)− F (t0)

t− t0
−
∫ b

a

∂f

∂t
(x, t0) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a

(∂f
∂t

(x, ct,x)−
∂f

∂t
(x, t0))

)
dx

∣∣∣∣ 6 (b− a)ε.

On a don bien F ′(t0) =
∫ b

a
∂f
∂t
(x, t0) dx, et ette relation montre que F ′

est ontinue

d'après le théorème 8.6.

Pour un paramètre t = (t1, . . . , td) ∈ Rd
, nous avons le résultat analogue suivant.

(8.8) Di�érentiabilité sous le signe somme. Soit T ⊂ Rd
une partie ouverte et

f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que

(a) f est ontinue sur [a, b]× T ;

(b) f admet en tout point des dérivées partielles

∂f
∂tj

(x, t) qui sont elles-mêmes ontin-

ues sur [a, b]× T .

Alors l'appliation F (t) =
∫ b

a
f(x, t) dx est de lasse C1

sur T et on a

∂F

∂tj
(t) =

∫ b

a

∂f

∂tj
(x, t) dx.

Démonstration. Il su�t en e�et d'appliquer le théorème de dérivation sous le signe

somme séparément pour haque variable tj pour voir que les dérivées partielles ∂F/∂tj
existent, et d'invoquer ensuite le théorème de ontinuité pour voir que es dérivées

partielles sont ontinues sur T .

Il est bon parfois de onnaître également la formule de di�érentiation sous le signe

somme dans le as où l'intégrale est alulée sur des intervalles dépendant du paramètre.

(8.9) Formule générale de dérivation sous le signe somme. Soient I ⊂ R et

T ⊂ R des intervalles. On onsidère une intégrale de la forme

F (t) =

∫ b(t)

a(t)

f(x, t) dx

où a, b : T → I sont des fontions de lasse C1
et f : I × T → R, (x, t) 7→ f(x, t)

une fontion ontinue admettant une dérivée partielle

∂f
∂t

ontinue sur I × T . Alors

l'appliation F est de lasse C1
sur T et on a

F ′(t) =

∫ b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t) dx+ b′(t)f(b(t), t)− a′(t)f(a(t), t).
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Démonstration. On pose

Φ(t, u, v) =

∫ v

u

f(x, t) dx.

Plaçons-nous sur un sous-intervalle fermé borné T ′ = [t1, t2] ⊂ T , et soit

A = min
t∈T ′

a(t) ∈ I, B = max
t∈T ′

b(t) ∈ I.

Nous avons [A,B] ⊂ I, don les hypothèses des théorèmes 8.5 et 8.6 sont satisfaites

sur [A,B]× T ′
. On voit par onséquent que Φ admet des dérivées partielles

∂Φ

∂t
=

∫ v

u

∂f

∂t
(x, t) dx,

∂Φ

∂v
= f(v, t),

∂Φ

∂u
= −f(u, t)

(pour ette dernière égalité, il su�t d'éhanger les bornes u et v). De plus, es trois

dérivées partielles sont ontinues en les variables (t, u, v). Pour ∂Φ
∂u et

∂Φ
∂v 'est lair par

hypothèse, tandis que pour

∂Φ
∂t ela résulte de l'estimation

∣∣∣
∂Φ

∂t
(t, u, v)− ∂Φ

∂t
(t0, u0, v0)

∣∣∣ 6M(|u−u0|+ |v−v0|)+
∣∣∣∣
∫ v0

u0

(∂f
∂t

(x, t)− ∂f

∂t
(x, t0)

)
dx

∣∣∣∣

dans laquelle M est un majorant de |∂f∂t | sur la pavé [A,B] × T ′
. On déduit de tout

ela que Φ(t, u, v) et F (t) = Φ(t, a(t), b(t)) sont de lasse C1
. De plus

F ′(t) =
∂Φ

∂t
(t, a(t), b(t)) +

∂Φ

∂u
(t, a(t), b(t)) a′(t) +

∂Φ

∂v
(t, a(t), b(t)) b′(t)

e qui donne la formule (8.9) attendue.

9. Intégrales à valeurs vetorielles et formule de Taylor**

L'objet de ette setion est d'étendre la dé�nition des intégrales au as des fontions

f : [a, b] → E à valeurs dans un espae E de Banah, 'est-à-dire un espae normé

omplet (E, ‖ ‖) sur R ou C. On va voir que la théorie de l'intégrale de Kurzweil-

Henstok permet de généraliser, d'uni�er et de simpli�er onsidérablement des énonés

lassiques omme le théorème des aroissements �nis ou les di�érentes formules de

Taylor pour les fontions à valeurs vetorielles. On dé�nit d'abord les sommes de

Riemann assoiées à une subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N par

(9.1) SD(f) =
N−1∑

j=0

(aj+1 − aj) f(xj) =
N−1∑

j=0

hj f(xj),

la seule di�érene ave le as réel étant qu'il s'agit désormais d'une ombinaison linéaire

à valeurs dans E. On pose alors omme préédemment la dé�nition suivante.

(9.2) Dé�nition. Soit f : [a, b] → E une fontion quelonque à valeurs dans un

espae de Banah E. On dit que f est intégrable au sens de Kurzweil-Henstok (ou
KH-intégrable) s'il existe un élément A ∈ E qui représente la valeur de l'intégrale, tel
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que pour tout ε > 0 donné a priori, on peut trouver une jauge δ : [a, b] → R
∗
+ en sorte

que pour toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} de [a, b] on ait

D δ-�ne, i.e. ∀j, aj+1 − aj 6 δ(xj) ⇒ ‖SD(f)−A‖ 6 ε.

L'élément A ∈ E de la dé�nition préédente est appelé intégrale de f sur [a, b], et on
érit

∫ b

a

f(x) dx = lim
KH, D

SD(f) = lim
KH, D

N−1∑

j=0

(aj+1 − aj)f(xj).

L'inégalité triangulaire donne aussit�t ‖SD(f)‖ 6 SD(‖f‖), d'où :

(9.3) Proposition. Soit f : [a, b] → E une fontion KH-intégrable à valeurs dans un

espae de Banah E. Alors on a

∥∥∥∥
∫ b

a

f(x) dx

∥∥∥∥ 6
∫ b

a

‖f(x)‖ dx

dès que ‖f‖ est KH-intégrable sur [a, b] (on notera que la KH-intégrabilité de f
n'entraîne pas néessairement elle de ‖f‖) ; si ‖f‖ n'est pas KH-intégrable on verra

plus loin qu'il onvient de poser

∫ b

a
‖f(x)‖ dx = +∞, de sorte que l'inégalité i-dessus

sera toujours vraie).

On onsidère maintenant des fontions di�érentiables à valeurs dans des espaes de

Banah. Soient G, E des espaes de Banah, U une partie de G et f : U → E une

fontion. On dit que f est di�érentiable en un point x ∈ U s'il existe une appliation

linéaire ontinue ℓ = df(x) ∈ Lc(G,E) telle qu'on puisse érire

f(y) = f(x) + ℓ(y − x) + o(‖y − x‖)

pour y ∈ U voisin de x, 'est-à-dire si pour tout ε > 0, il existe δ(x) > 0 tel que y ∈ U ,
‖y − x‖ 6 δ(x) implique

(9.4)
∥∥f(y)− (f(x) + ℓ(y − x))

∥∥ 6 ε‖y − x‖.

Dans le as où U est une partie de la droite réelle G = R, ei équivaut à l'existene

d'une dérivée f ′(x) ∈ E, i.e.

(9.4′) f ′(x) = lim
y∈U, y→x

f(y)− f(x)

y − x
∈ E,

la relation entre f ′(x) et ℓ = df(x) étant que f ′(x) = ℓ(1). Le � théorème fondamental

de l'Analyse � s'énone alors :

(9.5) Théorème. Soit f : [a, b] → E une fontion ontinue en tout point de [a, b]
et dérivable en dehors d'un ensemble dénombrable Z = {ui}i∈N. Alors la dérivée
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f ′ : [a, b]rZ → E, prolongée arbitrairement sur Z, est intégrable au sens de Kurzweil-

Henstok sur [a, b] et
∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Démonstration : 'est une opie pure et simple de la preuve de (7.11), à l'invoation

près de la norme de E à la plae de la valeur absolue usuelle. La dérivabilité de f sur

[a, b]r Z implique l'existene d'une fontion δ : [a, b]r Z → ]0,+∞[ telle que

y ∈ [a, b], y ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒
∥∥f(y)− f(x)− (y − x)f ′(x)

∥∥ 6 ε|y − x|

pour tout x ∈ [a, b]r Z. En prenant y = aj puis y = aj+1 et en sommant, ei donne

∣∣f(aj+1)− f(aj)− (aj+1 − aj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj+1 − aj |

pour toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} δ-�ne, lorsque xj ∈ [a, b] r Z.
D'autre part, si xj = ui ∈ Z, la ontinuité de f au point ui entraîne l'existene de

δi > 0 tel que tout point x ∈ [ui − δi, ui + δi] satisfasse ‖f(x) − f(ui)‖ 6 ε 2−i
. On

hoisit de plus δi assez petit pour que δi‖f ′(ui)‖ 6 ε 2−i
, et on pose δ(ui) = δi. Dans

e as il vient

‖f(aj+1)− f(aj)‖ 6
∥∥(f(aj+1 − f(ui))− (f(aj − f(ui))

∥∥ 6 2ε 2−i

si xj = ui et aj+1 − aj 6 δ(xj) = δ(ui) = δi, e qui implique

∥∥f(aj+1)− f(aj)− (aj+1 − aj)f
′(ui)

∥∥ 6 3ε 2−i.

En sommant toutes es inégalités, il vient

∥∥f(b)− f(a)− SD(f ′)
∥∥ 6 ε(b− a) + 6ε,

(ar

∑
i∈N 3ε 2−i = 6ε), et le théorème est démontré.

Supposons maintenant que f : U → E soit une fontion di�érentiable sur une partie

U d'un espae de Banah G, et soit γ : [a, b] → U une fontion ontinue et disons de

lasse C1
par moreaux. Alors f ◦γ est ontinue sur [a, b] et di�érentiable en dehors des

points anguleux de γ (en nombre �ni par hypothèse). Comme (f ◦ γ)′ = (df ◦ γ)(γ′),
il vient

(9.6) f(γ(b))− f(γ(a)) =

∫ b

a

(df ◦ γ)(γ′(t)) dt

et en passant au sup de la norme pour l'intégrande ‖(df ◦γ)(γ′(t))‖ 6 ‖df(γ(t))‖‖γ′(t)‖,
on en déduit l'inégalité dite des aroissements �nis

(9.6′)
∥∥f(γ(b))− f(γ(a))

∥∥ 6 sup
z∈Im(γ)

‖df(z)‖ × longueur(γ)
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où longueur(γ) =
∫ b

a
‖γ′(t))‖ dt. En partiulier, si [x, y] est un segment ontenu dans

l'ensemble U , paramétré par γ(t) = x+ t(y − x), t ∈ [0, 1], on trouve

(9.6′′)
∥∥f(y)− f(x)

∥∥ 6 sup
z∈[x,y]

‖df(z)‖ × ‖y − x‖.

On notera qu'en fait (9.6), (9.6′) et (9.6′′) sont véri�és dès lors que γ est ontinu sur

[a, b] et di�érentiable en dehors d'un ensemble dénombrable, et qu'il su�t de même

que f soit ontinue sur Im(γ) et di�érentiable en dehors d'une partie dénombrable

de Im(γ) (resp. de [x, y]). Le as partiulier de (9.6) ave γ(t) = x + th, t ∈ [0, 1],
donne également

(9.6′′′) f(x+ h) = f(x) +

∫ 1

0

df(x+ th)(h) dt

dès que f est di�érentiable sur le segment [x, x+ h]. Par réurrene sur p, on dé�nit

la dérivée p-ième

dpf : U → Lc(G
p, E) par dpf = d(dp−1f),

où Lc(G
p, E) ≃ Lc(G,Lc(G

p−1, E)) désigne l'espae des appliations p-multilinéaires

ontinues de Gp = G × . . . × G dans E. La dérivée p-ième est don dé�nie sous

l'hypothèse que dp−1f existe et soit elle-même di�érentiable sur U ⊂ G ; on dit alors

que f est p fois di�érentiable sur U . Dans e as, on obtient la

(9.7) Formule de Taylor ave reste intégral. Soit f : U → E une fontion p fois

di�érentiable sur U . Alors pour tout segment [x, x+ h] ⊂ U on a

f(x+ h) = f(x) + df(x)(h) + . . .+
1

(p− 1)!
dp−1f(x)(h)p−1

+

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dpf(x+ th)(h)p dt.

On notera que (9.7) se réduit à (9.6′′′) pour p = 1 et que la preuve s'obtient

immédiatement par réurrene à l'aide d'une intégration par parties, sahant que la

dérivée de t 7→ dpf(x+ th)(h)p est t 7→ dp+1f(x+ th)(h)p+1
:

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dpf(x+ th)(h)p dt =

1

p!
dpf(x)(h)p+

∫ 1

0

(1− t)p

p!
dp+1f(x+ th)(h)p+1 dt.

Dans le as où E = R, la version générale de la � formule de la moyenne � démontrée

à l'exerie 11.31 () implique qu'il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dpf(x+ th)(h)p dt =

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dt× dpf(x+ θh)(h)p

=
1

p!
dpf(x+ θh)(h)p,
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d'où

(9.7′) f(x+h) = f(x)+df(x)(h)+ . . .+
1

(p− 1)!
dp−1f(x)(h)p−1+

1

p!
dpf(x+θh)(h)p.

La formule (9.7′) se réduit à f(x+ h)− f(x) = df(x+ θh)(h) pour p = 1. Ces derniers
résultats ne sont pas vrais pour une fontion à valeurs vetorielles f : U → E ave

dimRE > 2. Ainsi pour p = 1, E = C et f(x) = eix sur l'intervalle [0, 2π], on a

f(2π)− f(0) = 0 6= f ′(e2iπθ)× 2π, ∀θ ∈ ]0, 1[.

Sous une hypothèse plus faible, la formule de Taylor ave reste intégral montre

l'existene d'un developpement limité :

(9.8) Formule de Taylor-Young. Supposons que f : U → E soit (p − 1) fois

di�érentiable sur U et que dp−1f soit di�érentiable en x. Alors pour h→ 0 on a

f(x+ h) = f(x) + df(x)(h) + . . .+
1

p!
dpf(x)(h)p + o(‖h‖p).

Démonstration. En e�et, on peut appliquer (9.7) à l'ordre p − 1 et estimer terme à

terme le reste intégral

∫ 1

0

(1− t)p−2

(p− 2)!
dp−1f(x+ th)(h)p−1 dt,

au moyen de l'égalité de dé�nition

dp−1f(x+ th) = dp−1f(x) + dpf(x+ th)(th) + ‖th‖ε(th),

qui exprime l'hypothèse de di�érentiabilité de dp−1f au point x. Étant donné η > 0,

il existe δ > 0 tel que ‖h‖ 6 δ implique ‖ε(h)‖ 6 η. Comme

∫ 1

0
t (1−t)p−2

(p−2)!
dt = 1

p!
, on

trouve alors

∫ 1

0

(1− t)p−2

(p− 2)!
dp−1f(x)(h)p−1 dt =

1

(p− 1)!
dp−1f(x)(h)p−1,

∫ 1

0

(1− t)p−2

(p− 2)!
dpf(x)(th)(h)p−1 dt =

1

p!
dpf(x)(h)p,

∥∥∥∥
∫ 1

0

(1− t)p−2

(p− 2)!
‖th‖ε(th)(h)p−1 dt

∥∥∥∥ 6
η

p!
‖h‖p pour ‖h‖ 6 δ,

e qui onlut la preuve de (9.8).

On va maintenant donner une expression ommode de la dérivée p-ième en termes de

di�érenes �nies itérées. Pour h ∈ G, on introduit � l'opérateur aux di�érenes �nies �

∆hf(x) = f(x+ h) − f(x).
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On suppose ii f dé�nie et di�érentiable sur U , ave U ouvert, de sorte que ∆hf est

bien dé�nie au voisinage de tout point x ∈ U si h est assez petit. Pour x ∈ U et k ∈ G
assez petit, la formule (9.6′′′) donne

(9.9) ∆kf(x) = f(x+ k)− f(x) =

∫ 1

0

df(x+ tk)(k) dt.

Supposons f deux fois di�érentiable au point x ('est-à-dire f di�érentiable au voisinage
de x et df di�érentiable en x). On peut alors érire

(9.9′) ∆h∆kf(x) = ∆kf(x+ h) −∆kf(x) =

∫ 1

0

(
df(x+ h+ tk)− df(x+ tk)

)
(k) dt.

L'hypothèse de di�érentiabilité de df en x permet d'érire

df(x+ h) = df(x) + d2f(x)(h) + ‖h‖ε(h)

et on trouve don par di�érene

df(x+ h+ tk)− df(x+ tk) =
(
df(x) + d2f(x)(h+ tk) + ‖h+ tk‖ε(h+ tk)

)

−
(
df(x) + d2f(x)(tk) + ‖tk‖ε(tk)

)

= d2f(x)(h) + ‖h+ tk‖ε(h+ tk)− ‖tk‖ε(tk).

En évaluant ette di�érene (qui est un élément de de Lc(G,E)) sur le veteur k, on
obtient

∥∥(df(x+ h+ tk)− df(x+ tk)
)
(k)− d2f(x)(h, k)

∥∥

6 (‖h‖+ t‖k‖)‖k‖ × ‖ε(h+ tk)‖+ (t‖k‖)‖k‖ × ‖ε(tk)‖.

Pour tout η > 0 on a ‖ε(h)‖ 6 η si ‖h‖ 6 δ est assez petit. Pour ‖h‖ 6 δ/2 et

‖k‖ 6 δ/2, on en déduit alors

∥∥(df(x+ h+ tk)− df(x+ tk)
)
(k)− d2f(x)(h, k)

∥∥ 6 η(‖h‖+ 2t‖k‖)‖k‖.

Par intégration sur [0, 1] et ompte tenu de l'égalité (9.9′) il vient

∥∥∆h∆kf(x)− d2f(x)(h, k)
∥∥ 6

∫ 1

0

η(‖h‖+ 2t‖k‖)‖k‖ dt = η(‖h‖+ ‖k‖)‖k‖.

Si nous remplaçons (h, k) par (λh, λk) ave λ tendant vers 0, alors η peut être pris

arbitrairement petit, et on en déduit après division par λ2 que

(9.10) d2f(x)(h, k) = lim
λ→0

1

λ2
∆λh∆λkf(x).

Comme

∆h∆kf(x) = f(x+ h+ k)− f(x+ h)− f(x+ k) + f(x),
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on voit que les opérateurs ∆h et ∆k ommutent. Par suite d2f(x)(h, k) = d2f(x)(k, h)
et nous pouvons énoner :

(9.11) Corollaire. Si f est deux fois di�érentiable en un point x d'un ouvert U , alors
d2f(x) ∈ Lc(G

2, E) est toujours une appliation bilinéaire symétrique.

Plus généralement, si f est p fois di�érentiable en x ∈ U , on a

(9.12) dpf(x)(h1, . . . , hp) = lim
λ→0

1

λp
∆λh1

. . .∆λhp
f(x)

et don dpf(x) ∈ Lc(G
p, E) est p-multilinéaire symétrique. La démonstration est très

analogue au as p = 2, on érit par réurrene

∆h2
. . .∆hp

f(x) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

dp−1f(x+ t2h2 + . . .+ tphp)(h2, . . . hp) dt2 . . . dtp

à l'aide d'une itération de (9.9), e qui donne

∆h1
. . .∆hp

f(x) =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

(
dp−1f(x+ h1 + t2h2 + . . .+ tphp)−

dp−1f(x+ t2h2 + . . .+ tphp)
)
(h2, . . . hp) dt2 . . . dtp.

Le reste de la preuve se poursuit de manière analogue en exprimant la ondition de

di�érentiabilité de g = dp−1f en x, qui fait apparaître par di�érene dpf(x)(h1, . . . , hp)
et des termes d'erreur ontr�lés par η

(∑ ‖hj‖
)
‖h2‖ . . .‖hp‖ au seond membre.



Chapitre II

Théorèmes de onvergene

Nous établissons ii un pont diret entre la théorie de Kurzweil-Henstok et la théorie

de la mesure. Cei se fait en observant que l'intégrale de jauge satisfait les théorèmes

de onvergene fondamentaux que sont le théorème de onvergene monotone et le

théorème de onvergene dominée. Cei permet d'établir de manière naturelle l'exis-

tene de la mesure de Lebesgue dans R.

1. Lemme de Henstok et théorème de Hake

Le but du lemme de Henstok est d'obtenir des estimations �nes pour les sommes de

Riemann alulées sur des familles de sous-intervalles de [a, b] qui ne onstituent pas

néessairement un déoupage omplet. Nous aurons d'abord besoin du ritère d'inté-

grabilité de Cauhy, qui donne une ondition néessaire et su�sante d'intégrabilité sans

qu'il soit néessaire de faire intervenir la valeur A de l'intégrale.

(1.1) Critère de Cauhy. Soit f : [a, b] → R une fontion dé�nie sur un intervalle

[a, b] fermé borné. Pour que f soit KH-intégrable (resp. Riemann-intégrable), il faut et il
su�t que pour tout ε > 0 il existe une jauge δ : [a, b] → R∗

+ (resp. une onstante δ > 0),
telle que pour toutes subdivisions pointées D et D′ δ-�nes on ait |SD′(f)− SD(f)| 6 ε.

Démonstration. Si f est KH-intégrable d'intégrale A, pour haque jauge δ qui est ε/2-
adaptée à f , les inégalités |SD(f)−A| 6 ε/2 et |SD′(f)−A| 6 ε/2 pour D, D′ δ-�nes
entraînent |SD′(f)− SD(f)| 6 ε. La réiproque est une onséquene de la omplétude

de R, ou, de façon équivalente, de l'existene de bornes supérieures et inférieures pour

les parties bornées de R. En e�et, supposons que pour tout entier n > 1 il existe une

jauge δn telle que

|SD′(f)− SD(f)| 6 εn = 1/n lorsque D et D′
sont δn-�nes.

Quitte à remplaer δn par min(δ1, δ2, . . . , δn) on peut supposer la suite δn déroissante.

L'enadrement préédent montre que les quantités

Mℓ = sup
{
SD′(f) ; D′ δℓ-�ne

}
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sont bornées et véri�ent |Mℓ − SD(f)| 6 1/n pour tout ℓ > n et toute subdivision D
δn-�ne. De plus la suite (Mℓ) est déroissante bornée, et si on pose A = inf{Mℓ}, on
trouve |A− SD(f)| 6 1/n pour toute subdivision D δn-�ne. Cei implique

lim
KH, D

SD(f) = A = inf
ℓ>0

Mℓ, don f KH-intégrable d'intégrale A.

Nous aurons besoin aussi du résultat élémentaire suivant qui omplète l'énoné de

la relation de Chasles, en nous limitant au as des fontions intégrables au sens de

Kurzweil-Henstok (la preuve pour les fontions Riemann-intégrables serait identique).

(1.2) Proposition. Soit f : [a, b] → R une fontion KH-intégrable. Alors la restrition

f|[c,d] à tout sous-intervalle [c, d] ⊂ [a, b] est enore KH-intégrable.

Démonstration. On utilise le ritère de Cauhy. Étant donné ε > 0, il existe une jauge
δ sur [a, b] telle que |SD(f)− SD′(f)| 6 ε pour toutes subdivisions pointées δ-�nes D
et D′

de [a, b]. Soient maintenant ∆ et ∆′
deux subdivisions pointées de [c, d] qui sont

δ|[c,d]-�nes. En onsidérant grâe au lemme I.2.6 des subdivisions de [a, c] et de [d, b]
qui sont δ-�nes, on peut ompléter ∆ et ∆′

en des subdivisions pointées D et D′
de

[a, b] qui sont elles-mêmes δ-�nes. On obtient alors

|S∆(f)− S∆′(f)| = |SD(f)− SD′(f)| 6 ε.

La proposition est démontrée.

(1.3) Lemme de Henstok. Soit f : [a, b] → R une fontion KH-intégrable sur [a, b].
Soient ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f sur [a, b]. Soient en�n ([ai, bi])16i6N des

sous-intervalles de [a, b] d'intérieurs deux à deux disjoints, et xi ∈ [ai, bi], 1 6 i 6 N ,

des points hoisis dans es sous-intervalles. Si eux-i sont δ-�ns, 'est-à-dire si

bi − ai 6 δ(xi), alors

∣∣∣
N∑

i=1

f(xi)(bi − ai)−
N∑

i=1

∫ bi

ai

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε ;(a)

N∑

i=1

∣∣∣f(xi)(bi − ai)−
∫ bi

ai

f(x) dx
∣∣∣ 6 2ε.(b)

Démonstration. Soit η > 0 arbitrairement petit. On onsidère les intervalles [cj , dj]
formant les omposantes onnexes de [a, b]r

⋃
i ]ai, bi[ et δj 6 δ une jauge sur [cj , dj]

hoisie de sorte que

∣∣∣SDj
(f)−

∫ dj

cj

f(x) dx
∣∣∣ 6 η

pour toute subdivision pointée δj -�ne Dj de [cj , dj]. En prenant la réunion des

([ai, bi], xi) et des Dj , on obtient une subdivision pointée δ-�ne de [a, b], par onséquent

∣∣∣
∑

i

f(xi)(bi − ai) +
∑

j

SDj
(f)−

∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε.



II.1. Lemme de Henstok et théorème de Hake 47

En soustrayant toutes les inégalités préédentes et en tenant ompte du fait que∫ b

a
f(x) dx =

∑
i

∫ bi
ai
f(x) dx+

∑
j

∫ dj

cj
f(x) dx, il vient

∣∣∣
∑

i

f(xi)(bi − ai)−
∑

i

∫ bi

ai

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε+ kη

où k est le nombre d'intervalles [cj , dj] mis en jeu. Comme η > 0 est arbitraire,

l'inégalité (a) s'ensuit.

Pour obtenir (b), on applique séparément l'inégalité (a) aux intervalles [ai, bi] pour

lesquels f(xi)(bi − ai)−
∫ bi
ai
f(x) dx > 0 (resp. 6 0), et on fait la somme.

Corollaire 1.4. Pour toute fontion f KH-intégrable sur [a, b], l'intégrale indé�nie

x 7→
∫ x

a
f(t) dt est ontinue sur [a, b].

Démonstration. Il s'agit de prouver que ∀x ∈ [a, b],
∫ x+h

x
f(t) dt tend vers 0 ave h.

Soit ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f sur [a, b]. Prenons h tel que |h| 6 δ(x). En

appliquant le lemme de Henstok 1.3 (a) à l'unique intervalle [a1, b1] = [x, x+ h] ave
x1 = x ∈ [a1, b1], il vient ∣∣∣f(x)h−

∫ x+h

x

f(t) dt
∣∣∣ 6 ε,

don ∣∣∣
∫ x+h

x

f(t) dt
∣∣∣ 6 ε+ |f(x)h| 6 2ε

pour |h| 6 min(δ(x), ε/|f(x)|). La proposition est démontrée.

On se propose maintenant de donner la dé�nition de l'intégrale de Kurzweil-Henstok

sur un intervalle quelonque I de R, non néessairement fermé ni borné. La dé�-

nition est essentiellement identique, exepté le fait que les subdivisions pointées

D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N ne sont plus supposées reouvrir tout l'intervalle I (du

fait que la fontion f n'est pas néessairement dé�nie aux bornes et que l'intervalle

d'intégration est peut-être in�ni). Au lieu de ela, on suppose que le support

Supp(D) = [a0, aN ] est un sous-intervalle fermé borné [α, β] ⊂ I � assez grand �. La

dé�nition générale peut don se formuler omme suit.

(1.5) Dé�nition. Une fontion f : I → R dé�nie sur un intervalle I ⊂ R est dite

intégrable au sens de Kurzweil-Henstok (KH-intégrable) s'il existe un réel A tel que

pour toute erreur ε > 0 donnée a priori, on puisse trouver un intervalle fermé borné

[αε, βε] ⊂ I et une jauge δ : I → R, δ(x) > 0, telle que pour toute subdivision pointée

D = {([aj, aj+1], xj)} ave [αε, βε] ⊂ Supp(D) = [a0, aN ] ⊂ I, on ait

hj 6 δ(xj) pour tout j ⇒ |SD(f)− A| 6 ε.

Dans e as, on note

A =

∫

I

f(x)dx,
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et on appelle A l'intégrale de f sur I.

Observons que si I ontient l'une de ses bornes on peut toujours supposer que [αε, βε]
ontient aussi ette borne, puisque ei ne fait que réduire l'ensemble des subdivisions

D à onsidérer ; on fera toujours ette hypothèse. Si I est fermé borné on est don

onduit à prendre [αε, βε] = I, de sorte que la dé�nition 1.5 est équivalente à elle

déjà donnée. Notons tout de suite la aratérisation simple suivante, qui montre que

aluler des intégrales KH sur des intervalles non fermés bornés est la même hose que

de aluler e que l'on appelle parfois des � intégrales impropres �, à savoir des limites

d'intégrales prises par rapport à leurs bornes.

(11)

(1.6) Théorème de Hake. La fontion f : I → R est KH-intégrable sur un intervalle

I = [a, b[ (b ∈ R ∪ {+∞}) si et seulement si elle est KH-intégrable sur tout intervalle

fermé borné [a, β] ave β < b et si limβ→b

∫ β

a
f(x) dx existe. Dans e as

∫

[a,b[

f(x) dx = lim
β→b

∫ β

a

f(x) dx.

Démonstration. 1) Supposons f KH-intégrable sur [a, b[ d'intégrale A =
∫
[a,b[

f(x) dx.

Soit ε > 0. La dé�nition 1.5 implique l'existene de βε < b et d'une jauge δ sur [a, b[ telle
que |SD(f)−A| 6 ε pour toute subdivision pointée δ-�ne D véri�ant Supp(D) ⊃ [a, βε].
En partiulier |SD(f)−SD′(f)| 6 2ε siD et D′

sont deux telles subdivisions. Si∆ et ∆′

sont deux subdivisions pointées δ-�nes de même support [a, β], on peut les ompléter

sur [β, βε] par une subdivision δ-�ne pour obtenir D et D′
qui seront δ-�nes sur [a, βε]

(si βε 6 β, on prend simplement D = ∆, D′ = ∆′
). Cei donne

|S∆(f)− S∆′(f)| 6 |SD(f)− SD′(f)| 6 2ε,

et le ritère de Cauhy implique alors omme dans la proposition 1.5 que f est KH-

intégrable sur [a, β]. De plus, si on prend β > βε, les sommes de Riemann S∆(f) δ-�nes
de support [a, β] véri�ent |S∆(f)− A| 6 ε, et par passage à la limite on a

∣∣∣
∫ β

a

f(x) dx− A
∣∣∣ 6 ε.

Par onséquent limβ→b

∫ β

a
f(x) dx = A =

∫
[a,b[

f(x) dx.

2) Inversement, supposons que f soit KH-intégrable sur tout intervalle [a, β], β < b,

et que A = limβ→b

∫ β

a
f(x) dx existe. Soit ε > 0 �xé. Par hypothèse, on peut hoisir

une suite stritement roissante (βk)k>1 telle que

∣∣ ∫ β

a
f(x) dx− A

∣∣ 6 2−kε pour tout
β ∈ [βk, b[. Choisissons maintenant pour tout k > 0 une jauge δk sur [βk, βk+1] (ave

(11)
Ce mot � impropre � n'est utilisé que pare que le résultat orrespondant à (1.6) n'est vrai ni pour

l'intégrale de Riemann ordinaire, ni même pour l'intégrale de Lebesgue. Là enore, l'intégrale de

Kurzweil-Henstok se révèle être à la fois plus puissante et plus naturelle, les intégrales impropres

deviennent des intégrales � normales � ! Bien entendu, si on souhaite alléger l'exposé de la théorie et

introduire les � intégrales impropres � sans avoir à étudier au préalable le lemme de Henstok, on peut

tout aussi bien prendre le théorème 1.6 omme dé�nition de

∫
[a,b[

f(x)dx.
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β0 = a), telle que
∣∣SDk

(f) −
∫ βk+1

βk
f(x) dx

∣∣ 6 2−kε pour toute subdivision δk-�ne Dk

de [βk, βk+1]. Comme dans la démonstration de la relation de Chasles, on dé�nit une

jauge δ sur [a, b[ par

δ(x) =





δ0(a) si x = a,
min(δk(x), x− βk, βk+1 − x) si x ∈ ]βk, βk+1[,
min(δk−1(βk), δk(βk)) si x = βk, k > 1.

Alors toute subdivision δ-�ne D d'un intervalle [a, β], βk 6 β < βk+1, se déompose

en des subdivisions Dj de [βj , βj+1] pour 0 6 j < k, et de [βk, β] pour j = k. On a par

onséquent

∣∣SDj
(f)−

∫ βj+1

βj
f(x) dx

∣∣ 6 2−jε pour j < k et
∣∣SDk

(f)−
∫ β

βk
f(x) dx

∣∣ 6 2−kε

d'après le lemme de Henstok. Comme SD(f) =
∑

06j6k SDj
(f), il vient

|SD(f)− A| 6
∣∣∣SD(f)−

∫ β

a

f(x) dx
∣∣∣+
∣∣∣
∫ β

a

f(x) dx− A
∣∣∣ 6

∑

06j6k

2−jε+ 2−kε = 2ε

pour toute subdivision δ-�ne D telle que β > β1. Cei signi�e que f est KH-intégrable

sur [a, b[ et que
∫
[a,b[

f(x) dx = A.

Bien entendu, on a un énoné analogue pour un intervalle d'intégration de la forme

]a, b], a ∈ R ∪ {−∞}, ave une preuve presque identique. De manière générale, nous

avons l'énoné ommode suivant.

(1.7) Théorème. Soit f : I → R une fontion quelonque.

(a) Au sens de Kurzweil-Henstok, l'intégrabilité de f sur I équivaut à l'intégrabilité

de f sur tout intervalle I ′ ⊂ I ayant mêmes extrêmités, et alors les intégrales sur

I et I ′ sont égales.

(b) Si f est KH-intégrable sur I, elle est KH-intégrable sur tout sous-intervalle J ⊂ I.

() Si I = J ∪K est la réunion de deux intervalles adjaents, f est KH-intégrable sur

I si et seulement si elle est KH-intégrable sur J et sur K, et alors (relation de

Chasles) ∫

I

f(x) dx =

∫

J

f(x) dx+

∫

K

f(x) dx.

Démonstration. On ommene par observer que () est véri�é pour J = [a, b] ou ]a, b],
ouplé à K = [b, c] ou [b, c[. Le fait que l'intégrabilité sur I implique l'intégrabilité sur

J et K peut s'obtenir diretement par le ritère de Cauhy, omme on l'a fait dans la

proposition 1.2, et la preuve de la relation de Chasles est identique à elle de (I.3.4).

On voit alors grâe à () que la seule hose qui reste à démontrer est la suivante :

si f est dé�nie sur un intervalle fermé borné [a, b], les onditions d'intégrabilité sur

les deux intervalles [a, b] et [a, b[ (disons) sont équivalentes, et les intégrales sont

égales. Or, il n'est pas restritif de travailler ave des jauges δ hoisies en sorte que

δ(x) 6 ε/(1 + |f(x)|) pour tout x. Dans e as haque terme f(xj)hj des sommes de

Riemann est inférieur ou égal à |f(xj)|δ(xj) 6 ε. La prise en ompte de l'intervalle

[aN−1, b] et du terme extrême f(xN−1)hN−1 = f(xN−1)(b−aN−1) dans une somme de
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Riemann sur [a, b] n'a don auune importane, et on voit que l'intégrabilité sur [a, b[
implique l'intégrabilité sur [a, b].

Inversement, si D est une subdivision δ-�ne de [a, β] ave β > b− δ(b), on la omplète

par l'intervalle pointé ([β, b], b) pour obtenir une subdivision δ-�ne reouvrant tout

[a, b], et les deux sommes de Riemann di�èrent d'au plus ε. Par onséquent l'intégra-
bilité sur [a, b] implique l'intégrabilité sur [a, b[.

2. Fontions absolument intégrables

Étant donné une fontion f KH-intégrable sur un intervalle I, il peut fort bien se

produire que l'intégrale

∫
I
|f(x)| dx soit divergente, en d'autres termes, que la fontion

|f | ne soit pas KH-intégrable. Un exemple lassique est elui de l'intégrale

∫ +∞

0
sinx
x dx,

ou enore

∫ 1

0
1
x sin 1

x dx. Cei justi�e la dé�nition suivante.

(2.1) Dé�nition. On dit qu'une fontion f : I → R est absolument KH-intégrable

sur I si à la fois f et |f | sont KH-intégrables sur I, ou, de façon équivalente, si

f+ = max(f, 0) et f− = max(−f, 0) sont KH-intégrables sur I.
L'équivalene des deux onditions résulte en e�et des formules immédiates

(12)

f+ =
1

2
(f + |f |), f− =

1

2
(|f | − f), f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

Si f est absolument KH-intégrable sur I, on a

−
∫

I

f−(x) dx 6

∫

I

f(x) dx =

∫

I

f+(x) dx−
∫

I

f−(x) dx 6

∫

I

f+(x) dx,

et omme les membres de droite et de gauhe sont majorés par ±
∫
I
|f(x)| dx on en

déduit

(2.2)
∣∣∣
∫

I

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

I

|f(x)| dx.

Un ritère ommode pour l'intégrabilité de |f | est le suivant.

(2.3) Critère d'intégrabilité absolue. Soit f : I → R une fontion KH-intégrable.

Alors on a ∫

I

|f(x)| dx = sup
D

N−1∑

j=0

∣∣∣
∫ aj+1

aj

f(x) dx
∣∣∣

où le sup est pris sur toutes les subdivisions pointées D = ([aj, aj+1], xj)06j<N de

support Supp(D) = [a0, aN ] ⊂ I, et |f | est KH-intégrable sur I si et seulement si le

membre de droite est �ni.

(12)
On remarquera qu'il ne su�t pas de supposer |f | KH-intégrable dans ette dé�nition, du moins dans

la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel augmentée de l'axiome du hoix (ZFC - la théorie la

plus ouramment utilisée ...). Dans ette théorie, il existe en e�et des parties E ⊂ [0, 1℄ qui sont non
mesurables, et la fontion f = χE − χ

[0,1℄rE est de valeur absolue |f | = 1 KH-intégrable sur [0, 1℄,
tandis que f n'est pas KH-intégrable.
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Démonstration. Si |f | est KH-intégrable, on a d'après (2.2)

∣∣∣
∫ aj+1

aj

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫ aj+1

aj

|f(x)| dx,

don on voit immédiatement que

sup
D

N−1∑

j=0

∣∣∣
∫ aj+1

aj

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

I

|f(x)| dx.

Dans l'autre sens, supposons d'abord I = [a, b] fermé borné, et soit S le sup des sommes

intervenant dans le ritère 2.3. Soit D = ([aj, aj+1], xj) une subdivision pointée de [a, b]
qui réalise le sup S à ε près. Étant donné ε > 0, on hoisit une jauge δ adaptée à ε,
telle qu'on ait en outre δ(x) 6 min(x− aj, aj+1 − x) sur ]aj , aj+1[. Toute subdivision
D′ = ([a′k, a

′
k+1], xk) δ-�ne se ramène alors à une subdivision obtenue en redéoupant

haque intervalle [aj , aj+1] en sous-intervalles. Le lemme de Henstok 1.3 (b) ombiné

à l'inégalité triangulaire ||u| − |v|| 6 |u− v| implique

∣∣∣∣
N ′−1∑

k=0

(
|f(x′k)|h′k −

∣∣∣
∫ a′

k+1

a′

k

f(x) dx
∣∣∣
)∣∣∣∣ 6 2ε.

Par ailleurs, la formule de Chasles donne que haque intégrale

∫ aj+1

aj
f(x) dx est une

somme d'intégrales

∫ a′

k+1

a′

k

f(x) dx, Nj 6 k < Nj+1, don

S − ε 6
N−1∑

j=0

∣∣∣
∫ aj+1

aj

f(x) dx
∣∣∣ 6

N ′−1∑

k=0

∣∣∣
∫ a′

k+1

a′

k

f(x) dx
∣∣∣ 6 S.

On en déduit

∣∣∑
k |f(x′k)| h′k − S

∣∣ 6 3ε, don |f | est bien KH-intégrable d'intégrale∫ b

a
|f(x)| dx = S. Le as d'un intervalle I quelonque s'obtient au moyen du théorème

de Hake, par passage à la limite sur les bornes de l'intégrale.

(2.4) Corollaire. Si f, g : I → R sont KH-intégrables et si |f | 6 g, alors f est

absolument KH-intégrable.

Démonstration. On applique le ritère 2.3, en observant que

sup
D

N−1∑

j=0

∣∣∣
∫ aj+1

aj

f(x) dx
∣∣∣ 6 sup

D

N−1∑

j=0

∫ aj+1

aj

g(x) dx 6

∫

I

g(x) dx < +∞.

(2.5) Corollaire. L'ensemble L̃1(I) des fontions absolument KH-intégrables est un

espae vetoriel, et l'intégrale de la valeur absolue

‖f‖1 =

∫

I

|f(x)| dx
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dé�nit une semi-norme sur L̃1(I) , 'est-à-dire que

‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1, ‖f + g‖1 6 ‖f‖1 + ‖g‖1

pour tout salaire λ ∈ R et tous f, g ∈ L̃1(I).

Démonstration. L'intégrabilité absolue de f + g déoule de l'inégalité triangulaire

|f+g| 6 |f |+ |g| dans laquelle on sait que le membre de droite est KH-intégrable. Cei

implique également l'inégalité triangulaire pour la semi-norme ‖ ‖1.

(2.6) Remarque. ‖ ‖1 n'est pas une norme sur L̃1(I) ar il existe des fontions f non

nulles telles que ‖f‖1 = 0. Il su�t par exemple qu'il existe un ensemble dénombrable

Z tel que f(x) soit nul sur [a, b] r Z. On verra au paragraphe 5 omment on peut

néanmoins onstruire un espae normé omplet à partir de L̃1(I).

(2.7) Remarque. Si f, g : I → R sont KH-intégrables, il n'est pas vrai en général que

max(f, g) et min(f, g) sont intégrables (e n'est même pas vrai si g = 0 !). Cependant,
ela est vrai si f, g > 0 ; pour le voir il su�t en e�et de poser

max(f, g) =
1

2
(f + g) +

1

2
|f − g|, min(f, g) =

1

2
(f + g)− 1

2
|f − g|.

Plus généralement, 'est vrai s'il existe une fontion h KH-intégrable telle que h 6 f
et h 6 g, ar on peut alors érire

min(f, g) = h+min(f − h, g − h), max(f, g) = h+max(f − h, g − h),

et de même s'il existe une fontion h KH-intégrable telle que f 6 h et g 6 h, ar on
peut alors érire

min(f, g) = h−max(h− f, h− g), max(f, g) = h−min(h− f, h− g).

3. Le théorème de onvergene monotone

L'un des points entraux de la théorie de l'intégration est de omprendre e qui se se

passe pour la limite d'une suite d'intégrales de fontions. Le as le plus fondamental

est elui d'une suite monotone de fontions.

(3.1) Théorème. Soit fn : I → R une suite roissante de fontions KH-intégrables

sur un intervalle I ⊂ R, onvergeant vers f : I → R en tout point de I. Alors f est

KH-intégrable sur I si et seulement si la suite roissante An =
∫
I
fn(x) dx est majorée,

et alors ∫

I

f(x) dx = lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx.

Démonstration. Commençons par traiter le as où I = [a, b] est fermé borné. Si f est

KH-intégrable, alors

An =

∫ b

a

fn(x) dx 6

∫ b

a

f(x) dx < +∞,
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par onséquent la suite roissante (An) est bornée. Inversement, si elle est bornée,

elle admet une limite A. On se propose alors de montrer que f est KH-intégrable

d'intégrale A. Fixons ε > 0. On peut hoisir un entier n0 tel que

A− ε 6

∫ b

a

fn(x) dx 6 A pour n > n0.

Pour haque indie n, hoisissons une jauge δn adaptée à fn pour une tolérane d'erreur

2−nε. En�n, pour haque x ∈ [a, b], hoisissons un indie N(x) > n0 tel que

f(x)− ε 6 fn(x) 6 f(x) pour n > N(x).

On dé�nit une jauge δ par δ(x) = δN(x)(x). Soit D = ([aj, aj+1], xj)06j<s une

subdivision pointée δ-�ne de [a, b]. On peut érire

∣∣SD(f)− A
∣∣ 6

∣∣∣
∑

06j<s

(
f(xj)− fN(xj)(xj)

)
hj

∣∣∣

+
∣∣∣
∑

06j<s

(
fN(xj)(xj)hj −

∫ aj+1

aj

fN(xj)(x) dx
)∣∣∣

+
∣∣∣
∑

06j<s

∫ aj+1

aj

fN(xj)(x) dx−A
∣∣∣.

Par dé�nition de N(x), la première somme du membre de droite est majorée par

ε
∑
hj = ε(b− a). Comme N(xj) > n0, on voit failement que la troisième somme est

majorée par

∣∣∣
∫ b

a

fn0
(x) dx−A

∣∣∣ 6 ε.

En e�et, grâe à la monotonie de la suite (fn), on a

∫ b

a

fp(x) dx 6
∑

06j<s

∫ aj+1

aj

fN(xj)(x) dx 6

∫ b

a

fq(x) dx

ave p = min(N(xj)), q = max(N(xj)) q > p > n0. Reste la deuxième somme du

membre de droite. Pour ela, on regroupe les indies j tels que N(xj) soit égal à un

indie n donné. Le lemme de Henstok 1.3 (a) implique

∣∣∣
∑

N(xj)=n

(
fn(xj)hj −

∫ aj+1

aj

fn(x) dx
)∣∣∣ 6 2−nε.

En sommant sur toutes les valeurs de n, on voit que la deuxième somme est majorée

par 2ε. Au total nous avons |SD(f) − A| 6 ε(b − a + 3), par onséquent f est KH-

intégrable d'intégrale A = limn→+∞

∫ b

a
fn(x) dx. Il nous reste à traiter le as d'un

intervalle I quelonque. Quitte à remplaer fn par fn − f0, on peut supposer fn > 0
pour tout n (et don f > 0). Dans e as, pour tout intervalle fermé borné [a, b] ⊂ I,
on a d'après e qui préède et grâe à la positivité de fn

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx 6 lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx.
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Par onséquent, en faisant tendre a vers la borne inf de I et b vers la borne sup de I,
on voit que f est KH-intégrable et que

∫

I

f(x) dx 6 lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx

(pourvu que la limite intervenant dans le membre de droite soit �nie). Si f est

KH-intégrable sur I l'autre inégalité est évidente puisque fn 6 f . Cei termine la

démonstration.

(3.2) Remarque. On a bien entendu un résultat entièrement analogue pour les suites

déroissantes de fontions. On le déduit aussit�t en remplaçant (fn) par (−fn).

4. Mesure de Lebesgue et ensembles négligeables

Commençons par la dé�nition et les propriétés fondamentales de la mesure de Lebesgue.

(4.1) Théorème et dé�nition. Si E est une partie de R, on dit que E est intégrable

si sa fontion aratéristique χE est KH-intégrable sur R, et si 'est le as, on dé�nit

la mesure de Lebesgue de E par

m(E) =

∫

R

χE(x) dx.

La mesure de Lebesgue jouit des propriétés suivantes :

(a) Si E et F sont des parties intégrables, alors E ∪F , E ∩F , ErF sont intégrables.

Si E ⊂ F , alors m(E) 6 m(F ).

(b) Si (En) est une suite roissante de parties intégrables,

⋃
En est intégrable si et

seulement si la suite m(En) est bornée, et alors m(
⋃
En) = limm(En).

() Si (En) est une suite déroissante de parties intégrables, alors

⋂
En est intégrable

et m(
⋂
En) = limm(En).

(d) Si (En)n∈N est une famille de parties intégrables deux à deux disjointes, la réunion⋃
En est intégrable si et et seulement si la série

∑
m(En) onverge, et alors

m(
⋃
En) =

∑
m(En),

Démonstration. (a) Il su�t d'appliquer la remarque 4.7, en observant que

χE∪F = max(χE , χF ), χE∩F = min(χE , χF ), χErF = χE − χE∩F .

Par ailleurs E ⊂ F implique χE 6 χF .

(b) et () résultent du théorème de onvergene monotone appliqué à la suite fn = χEn
,

qui est roissante sous l'hypothèse (b) et déroissante sous l'hypothèse ().
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(d) On pose Fn = E0 ∪ E1 ∪ . . . ∪ En. Alors Fn est intégrable d'après (a), et omme

χFn
=
∑

06k6n χEk
on a bien m(Fn) =

∑
06k6nm(Ek). D'après (b) on obtient

m(
⋃
Ek) = lim

n→+∞
m(Fn) =

+∞∑

k=0

m(Ek),

la suite m(Fn) étant bornée si et seulement si la série onverge.

(4.2) Dé�nition. On dit

(a) qu'une fontion f : I → R est négligeable si |f | est intégrable et

∫
I
|f(x)| dx = 0.

(b) qu'une partie E ⊂ R est négligeable si sa fontion aratéristique χE est négligeable,

autrement dit si m(E) = 0.

(4.3) Propriétés des fontions et ensembles négligeables.

(a) Si f > 0 est négligeable et si |g| 6 f , alors g est négligeable.

(b) Si E est négligeable, toute partie F ⊂ E est négligeable.

() Toute réunion �nie ou dénombrable

⋃
n>0 En de parties négligeables est négligeable.

(d) Une fontion f : I → R est négligeable si et seulement si Ef = {x ∈ I ; f(x) 6= 0}
est négligeable.

Démonstration. (a) résulte aussit�t par passage à la limite de la majoration des sommes

de Riemann orrespondantes

∑ |g(xj)| hj 6
∑
f(xj) hj .

(b) Si F ⊂ E on a 0 6 χF 6 χE , don E négligeable ⇒ F négligeable d'après (a).

() Posons Fn = E0∪E1∪. . .∪En et F =
⋃
En. Alors 0 6 χFn

6 χE0
+χE1

+. . .+χEn
,

don χFn
est négligeable. Le théorème de onvergene monotone montre que la limite

roissante χF = limχFn
est elle aussi négligeable.

(d) Supposons f négligeable, et soit gn(x) = min(χE(x), n|f(x)|). Alors (gn) est une
suite roissante de fontions KH-intégrables telles que 0 6 gn 6 n|f | et lim gn = χE .

Elles véri�ent don

∫
I
gn(x) dx = 0, et on obtient

∫
R
χE(x) dx =

∫
I
χE(x) dx = 0 par

le théorème de onvergene monotone. Inversement si χE est négligeable, on onsidère

hn(x) = min(|f(x)|, nχE(x)) qui est une suite roissante de fontions négligeables

onvergeant vers |f | sur I, par suite f est négligeable.

Il résulte de e qui préède que les ensembles et fontions négligeables ne jouent auun

r�le dans la théorie de l'intégration. Par exemple, si f, g : I → R di�èrent sur un

ensemble négligeable, alors f−g est négligeable et par suite l'intégrabilité de f équivaut

à elle de g et dans e as

∫
I
f(x) dx =

∫
I
g(x) dx. De manière générale, on dit qu'une

propriété P (x) dépendant d'un nombre réel x est vraie presque partout si l'ensemble

E des x tels que P (x) ne soit pas vraie est négligeable. Ces résultats permettent de

poser les dé�nitions suivantes.

(4.4) Espae L1(I). L'ensemble N(I) des fontions négligeables est un sous-espae

vetoriel de l'espae L̃1(I) des fontions absolument KH-intégrables. On note

L1(I) = L̃1(I)/N(I)
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l'espae quotient. Les lasses d'équivalene sont onstituées de fontions égales presque

partout � es lasses seront enore notées omme s'il s'agissait de fontions, en

onsidérant qu'on s'autorise à hanger éventuellement leurs valeurs sur un ensemble

négligeable. Par dé�nition de la semi-norme ‖ ‖1, nous avons ‖f‖1 = 0 si et seulement

si f ∈ N(I), 'est-à-dire f = 0 dans L1(I) = L̃1(I)/N(I). Par onséquent f 7→ ‖f‖1
dé�nit une vraie norme sur L1(I).

Nous pouvons maintenant énoner une version nettement renforée du théorème de

onvergene monotone.

(4.5) Version forte du théorème de onvergene monotone. Soit fn : I → R

une suite de fontions KH-intégrables. On suppose que (fn(x)) est une suite roissante
pour presque tout x ∈ I.

(a) Si (fn(x)) onverge presque partout vers une limite f(x) où f : I → R est une

fontion KH-intégrable, alors

lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx =

∫

I

f(x) dx < +∞.

(b) Inversement, si la limite limn→+∞

∫
I
fn(x) dx est �nie, alors l'ensemble E des

réels x ∈ I tels que limn→+∞ fn(x) = +∞ est négligeable. De plus, la fontion

f : I → R telle que

f(x) =
{
limn→+∞ fn(x) si x /∈ E,
0 si x ∈ E

est KH-intégrable et satisfait (a).

Démonstration. (a) Soit E l'ensemble des réels x tels que ou bien (fn(x)) ne soit pas
une suite roissante, ou bien 'est une suite roissante mais lim fn(x) = +∞, ou bien

enore f(x) 6= lim fn(x) < +∞. Par hypothèse, E est un ensemble négligeable (omme

réunion �nie d'ensembles négligeables). Quitte à redé�nir fn(x) et f(x) omme étant

égales à 0 en tout point de E, on a f(x) = limn→+∞ fn(x) < +∞ partout sur I et on

peut alors appliquer le théorème de onvergene monotone � ordinaire � 3.1.

(b) Quitte à redé�nir les fn par 0 sur un ensemble négligeable, on peut supposer que

la suite (fn(x)) est roissante pour tout x ∈ I. En remplaçant fn par fn − f0, on peut

également supposer fn > 0 pour tout n. Par hypothèse 0 6
∫
I
fn(x) dx 6M < +∞.

Pour n et p entiers, p > 0, soit En,p l'ensemble des x ∈ I tels que fn(x) > p.
Nous avons χEn,p

= limN→+∞ min(1, N(fn − p)+) omme limite roissante, et de plus

0 6 χEn,p
6 1

p
fn, don χEn,p

est intégrable sur I et

∫

I

χEn,p
(x) dx 6

1

p

∫

I

fn(x) dx 6M/p.

Or (En,p)n∈N est une suite roissante d'ensembles dont la réunion est l'ensemble Ep

des x ∈ I tels que limn→+∞ fn(x) > p. Cei prouve que Ep est intégrable et que

m(Ep) 6M/p. Maintenant, l'ensemble E des réels x ∈ I tels que limn→∞ fn(x) = +∞
est l'intersetion déroissante

⋂
p>0Ep, par suite E est négligeable. Quitte à redé�nir
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fn(x) = 0 sur E, nous pouvons appliquer le théorème de onvergene monotone

ordinaire pour onlure que f = lim fn est KH-intégrable.

Désormais, on s'autorisera à érire des intégrales dans lesquelles �gurent des fontions

qui prennent les valeurs+∞ ou−∞, pourvu que ela soit sur un ensemble négligeableE
� en fait, si on le souhaite, on pourra toujours redé�nir es fontions omme valant 0
ou toute autre valeur réelle en haque point de E. Dans e ontexte, le théorème de

onvergene monotone peut se reformuler omme la possibilité de ommuter intégration

et passage à la limite monotone :

(4.6) (fn) monotone ⇒
∫

I

lim
n→+∞

fn(x) dx = lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx,

dès lors que l'un des deux membres est �ni.

5. Lemme de Fatou et théorème de onvergene dominée

On déduit ii du théorème de onvergene monotone plusieurs autres résultats fonda-

mentaux de onvergene. Le premier, dit lemme de Fatou, est très utile dans bien des

situations.

(5.1) Lemme de Fatou. Soient fn, g : I → R des fontions KH-intégrables telles que

fn > g presque partout. Si lim infn→+∞

∫
I
fn(x) dx < +∞, alors f = lim infn→+∞ fn

est �nie presque partout et KH-intégrable, et on a

∫

I

lim inf
n→+∞

fn(x) dx 6 lim inf
n→+∞

∫

I

fn(x) dx.

Démonstration. Quitte à remplaer fn par fn − g, on peut supposer fn > 0 (et g = 0).
De manière générale la lim inf d'une suite est obtenue omme une limite roissante

lim inf
n→+∞

un = lim
n→+∞

↑ inf
k∈[n,+∞[

uk.

Or pour tout n > 0 nous avons

∫

I

inf
k∈[n,+∞[

fk(x) dx 6 inf
k∈[n,+∞[

∫

I

fk(x) dx

puisque l'intégrande ϕn(x) = infk∈[n,+∞[ fk(x) du membre de gauhe est majoré par

fk pour haque k ∈ [n,+∞[ (de plus ϕn est KH-intégrable omme limite déroissante

de la suite p 7→ ϕn,p(x) = mink∈[n,p] fk(x) quand p → +∞). Le lemme de Fatou

résulte maintenant du théorème de onvergene monotone (4.6) appliqué à la suite

roissante (ϕn).
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On a bien entendu l'énoné symétrique, à savoir que si fn 6 h ave h KH-intégrable

pour tout n, alors

(5.2)

∫

I

lim sup
n→+∞

fn(x) dx > lim sup
n→+∞

∫

I

fn(x) dx

pourvu que le seond membre ne soit pas−∞. En ombinant (5.1) et (5.2), on obtient le

(5.3) Théorème de la onvergene enadrée. Soient fn, g, h : I → R des

fontions KH-intégrables telles que g 6 fn 6 h presque partout. On suppose que

f(x) = limn→+∞ fn(x) existe presque partout. Alors f est KH-intégrable sur I et

lim
n→+∞

∫

I

fn(x) dx =

∫

I

f(x) dx.

Démonstration. Le lemme de Fatou donne en e�et

lim sup
n→+∞

∫

I

fn(x) dx 6

∫

I

lim
n→+∞

fn(x) dx 6 lim inf
n→+∞

∫

I

fn(x) dx

puisque limn→+∞ fn = lim supn→+∞ fn = lim infn→+∞ fn et que les membres de

gauhe et de droite sont enadrés par

∫
I
g(x) dx et

∫
I
h(x) dx.

(5.4) Théorème de onvergene dominée. C'est le as partiulier du théorème

de onvergene enadrée où la suite (fn) véri�e la ondition plus forte |fn| 6 g pour

une ertaine fontion g > 0 KH-intégrable. Dans e as toutes les fontions fn sont

absolument KH-intégrables et la limite f = lim fn véri�e ‖f‖1 = lim ‖fn‖1.(13)

(5.5) Séries onvergentes dans L1
. Soit fn : I → R une suite de fontions abso-

lument intégrables telles que

∑ ‖f‖1 < +∞. Alors la série

∑
fn onverge dans L1(I).

Démonstration. Posons Sn = |f0| + |f1| + . . . + |fn|. C'est une suite roissante

de fontions absoulument intégrables telles que

∫
I
Sn(x) dx 6

∑ ‖f‖1 < +∞. Le

théorème de onvergene monotone montre que la somme S(x) =
∑ |fn(x)| onverge

presque partout. En partiulier ϕ(x) =
∑

n>0 fn(x) existe presque partout omme

somme d'une série absolument onvergente, et le théorème de onvergene dominée

appliqué aux sommes partielles ϕn = f0 + f1 + . . .+ fn implique que ϕ est absolument

KH-intégrable, du fait que 0 6 |ϕn| 6 S. Nous avons de plus |ϕ − ϕn| 6∑
k∈[n+1,+∞[ |fk| don ‖ϕ− ϕn‖1 6

∑
k>n+1 ‖fk‖1, et par onséquent limn→+∞ ‖ϕ−

ϕn‖1 = 0.

Comme onséquene immédiate, nous avons le

(5.6) Théorème. L1(I) est un espae de Banah ('est-à-dire un espae normé

omplet).

(13)
En fait les deux théorèmes sont équivalents, puisque le théorème de la onvergene enadrée se ramène

au as de fontions > 0 en observant que l'on a 0 6 fn − g 6 h− g.
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Démonstration. C'est une onséquene purement formelle de (5.5). Soit (un) une suite
de Cauhy dans L1(I). Il existe une sous-suite (unk

) telle que ‖unk+1
− unk

‖1 6 2−k
.

Cei implique que la série

∑
(unk+1

− unk
) onverge vers une limite S dans L1(I), et

don que la sous-suite (unk
) onverge vers u = S + un0

. Il en résulte que la suite (un)
onverge elle aussi vers u.

On peut tirer du théorème de onvergene enadrée des propriétés très agréables de

ontinuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de paramètres

qui généralisent les résultats du § 1.(14)

(5.7) Théorème. Soit I ⊂ R un intervalle, T une partie de Rd
et t0 un point de

l'adhérene de T dans Rd
. Soit f : I × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que

(a) Pour tout t ∈ T , l'appliation I ∋ x 7→ f(x, t) est KH-intégrable ;

(b) Il existe des fontions g, h : I → R KH-intégrables et un voisinage V de t0 tel

que g(x) 6 f(x, t) 6 h(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presque tout x ∈ I (l'ensemble

négligeable N(t) ⊂ I orrespondant peut dépendre de t).

() Pour presque tout x ∈ I, l'appliation T ∋ t 7→ f(x, t) possède une limite ϕ(x)
quand t→ t0.

Alors ϕ est KH-intégrable sur I et

lim
T∋t→t0

∫

I

f(x, t) dx =

∫

I

ϕ(x) dx.

(5.8) Continuité sous le signe somme. Sous les hypothèses 5.7 (a, b), si t0 ∈ T et

si T ∋ t 7→ f(x, t) est ontinue en t0 pour presque tout x ∈ I, on a

lim
T∋t→t0

∫

I

f(x, t) dx =

∫

I

f(x, t0) dx,

'est-à-dire que l'appliation F (t) =
∫
I
f(x, t) dx est ontinue en t0.

Démonstration de (5.7). Il su�t de montrer qu'il y a onvergene pour toute suite

tn ∈ T tendant vers t0. Or par hypothèse, nous avons ϕn(x) = f(x, tn) → ϕ(x)
sauf sur un ensemble négligeable E ⊂ I, tandis que g(x) 6 ϕn(x) 6 h(x) en dehors

de N(tn). Il su�t d'appliquer le théorème de onvergene enadrée, les hypothèses

étant satisfaites en dehors de l'ensemble négligeable E′ = E ∪⋃N(tn).

(5.9) Dérivation sous le signe somme. Soient I ⊂ R et T ⊂ R des intervalles,

t0 ∈ T un point �xé et f : I × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion tels que

(a) pour tout t ∈ T , l'appliation I ∋ x 7→ f(x, t) est KH-intégrable ;

(b) pour presque tout x ∈ I, l'appliation t 7→ f(x, t) admet une dérivée partielle

∂f
∂t
(x, t) sur T , et elle-i est ontinue en t0 ∈ T ;

(14)
Comme on va le voir, on peut le faire sous des onditions même plus générales que dans la théorie de

Lebesgue, ave des intégrales non néessairement absolument onvergentes � on pro�te en ela de e

que la onvergene enadrée est plus générale que la onvergene dominée. Les preuves sont ependant

identiques.
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() il existe un voisinage V de t0 et des fontions g, h : I → R KH-intégrables telles

que g(x) 6 ∂f
∂t
(x, t) 6 h(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presque tout x ∈ I (l'ensemble

négligeable N(t) ⊂ I orrespondant peut dépendre a priori de t).

Alors l'appliation F (t) =
∫
I
f(x, t) dx est di�érentiable au point t0 et on a

F ′(t0) =

∫

I

∂f

∂t
(x, t0) dx.

De plus si t 7→ ∂f
∂t (x, t) est ontinue sur T pour presque tout x ∈ I, alors F est de

lasse C1
sur T et la formule i-dessus a lieu pour tout t0 ∈ T .

Démonstration. En appliquant le théorème des aroissements �nis à t 7→ f(x, t), on
voit que

F (t)− F (t0)

t− t0
=

∫

I

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx =

∫

I

∂f

∂t
(x, ct,x) dx

pour un ertain point c = ct,x ∈ ]t0, t[. Soit V = ]t0 − ε, t0 + ε[ tel que () ait lieu, et
soit (tn) une suite de points dense dans V . Par ontinuité, on voit que l'hypothèse ()

est véri�ée pour tout x ∈ I rN ′
et t ∈ T ∩V , ave N ′ =

⋃
N(tn). Soit E un ensemble

négligeable en dehors duquel (b) a lieu. Lorsque x ∈ I r (E ∪N ′) et t→ t0 nous avons

g(x) 6
∂f

∂t
(x, ct,x) 6 h(x) et

∂f

∂t
(x, ct,x) →

∂f

∂t
(x, t0).

Le résultat déoule alors de nouveau du théorème de onvergene monotone.

Pour un paramètre t = (t1, . . . , td) ∈ Rd
, nous avons le résultat analogue suivant.

(5.10) Di�érentiabilité sous le signe somme. Soit I ⊂ R un intervalle et T ⊂ R
d

un ouvert. Soit f : I × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que

(a) pour tout t ∈ T , l'appliation I ∋ x 7→ f(x, t) est KH-intégrable ;

(b) pour presque tout x ∈ I, l'appliation t 7→ f(x, t) admet des dérivées partielles

∂f
∂tj

(x, t) ontinues sur T ;

() pour tout point t0 ∈ T , il existe un voisinage V de t0 et des fontions gj , hj : I → R

KH-intégrables telles que gj(x) 6
∂f
∂tj

(x, t) 6 hj(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presque

tout x ∈ I (l'ensemble négligeable Nj(t) ⊂ I orrespondant peut dépendre a priori

de t).

Alors l'appliation F (t) =
∫
I
f(x, t) dx est di�érentiable sur T et on a

∂F

∂tj
(t) =

∫

I

∂f

∂tj
(x, t) dx.
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6. Lemme de reouvrement de Vitali et di�érentiabilité pres-

que partout des intégrales indé�nies

Nous ommençons par un lemme de reouvrement très utile, puis nous en donnons

quelques appliations fondamentales.

(6.1) Lemme de reouvrement de Vitali. Soit V = {Jα}α∈A une famille de sous-

intervalles fermés Jα = [cα, dα] de longueur m(Jα) = dα−cα > 0 d'un intervalle fermé

borné [a, b], et E une partie de [a, b]. On dit que V est un reouvrement de Vitali de

E si pour tout x ∈ E et tout ε > 0, il existe un intervalle J ∈ V tel que x ∈ J et

m(J) < ε. Alors :

(a) il existe une famille �nie ou dénombrable Jk d'intervalles deux à deux disjoints de

V et une partie négligeable N de [a, b] telles que E ⊂ ⋃k>0 Jk ∪N ;

(b) on peut de plus hoisir N ontenu dans une intersetion

⋂
n>0

⋃
k>n J

′
k ave des

intervalles fermés J ′
k ⊂ [a, b] tels que

∑
k>0m(J ′

k) < +∞.

Démonstration. On dé�nit par réurrene J0, J1, . . ., Jk omme suit. On pose

F0 = ∅, Fk = J0 ∪ J1 ∪ . . . ∪ Jk−1 si k > 1,

et on onsidère VE,k ⊂ V la sous-famille des intervalles J ∈ V tels que J ontienne

un point x ∈ E et J ⊂ [a, b] r Fk. S'il existe un entier k tel que E r Fk = ∅ pour

un ertain k, alors la famille �nie (J0, . . . , Jk−1) répond à la question et le lemme est

démontré ave N = ∅. Sinon E r Fk 6= ∅ pour tout k > 0 et alors la famille VE,k est

non vide : en e�et, x ∈ E r Fk étant �xé, il existe des intervalle J ∈ V ontenant x
véri�ant m(J) < ε = d(x, Fk), de sorte qu'on a néessairement J ⊂ [a, b] r Fk. Soit

µk le sup de la longueur de tous les intervalles J ∈ VE,k ; on hoisit Jk ∈ Vk en sorte

que m(Jk) >
1
2
µk. Les intervalles Jk sont bien disjoints par onstrution, et on a par

onséquent

∑
m(Jk) 6 b− a < +∞, don

∑
µk 6 2

∑
m(Jk) < +∞.

Nous allons montrer que N = E r
⋃

k>0 Jk est négligeable. Soit x ∈ N . Pour tout

entier n, on a x ∈ [a, b]rFn, et il existe un intervalle J ∈ V de longueurm(J) < d(x, Fn)
ontenant x. Par suite J ⊂ [a, b] r Fn. Or, si J ⊂ [a, b]r Fk, alors J ∈ VE,k et

m(J) 6 µk par dé�nition de µk. Comme limµk = 0 ei ne peut se produire que pour

un nombre �ni d'indies k. Choisissons le plus grand indie k possible, de sorte que

k > n, J ⊂ [a, b] r Fk et J ∩ Fk+1 6= ∅. Cei implique que J ∩ Jk 6= ∅, et omme

m(J) 6 µk 6 2m(Jk), nous voyons que J est ontenu dans l'intervalle J ′
k de même

entre que Jk et de longueur 5m(Jk). Nous avons par onséquent N ⊂ ⋃
k>n J

′
k et

omme ei est vrai pour tout n on voit que N ⊂ ⋂n>0

⋃
k>n J

′
k. Cependant

∑

k>0

m(J ′
k) 6 5

∑

k>0

m(Jk) 6 5(b− a) < +∞

et don m(
⋃

k>n J
′
k) 6

∑
k>nm(J ′

k) → 0 quand n → +∞. Par onséquent N est

négligeable et (a) est démontré. Pour obtenir (b), il su�t de remplaer éventuellement

J ′
k par J ′

k ∩ [a, b] pour avoir à oup sûr J ′
k ⊂ [a, b].

(6.2) Théorème. Soit E ⊂ R une partie intégrable. Alors pour tout ε > 0 il existe

un ouvert U =
⋃

k>0 ]ck, dk[ ontenant E tel que m(U) =
∑

k>0(dk − ck) 6 m(E)+ ε.
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Démonstration. (1) Commençons par le as où E est borné, E ⊂ [a, b]. Soit ε > 0 et δ
une jauge ε-adaptée à f = χE sur [a, b]. On onsidère la famille d'intervalles fermés

Vδ =
{
[x− h, x+ h] ∩ [a, b] ; x ∈ E, h 6 1

2
δ(x)

}
.

C'est un reouvrement de Vitali de E. Il existe par onséquent des intervalles fermés

disjoints [ck, dk] ∈ Vδ et un ensemble négligeable N tels que E ⊂ ⋃
k>0[ck, dk] ∪ N ,

ave de plus N ⊂ ⋃k>0[c
′
k, d

′
k],
∑

k>0(d
′
k − c′k) 6 ε.

Grâe au lemme 1.3, la famille �nie d'intervalles pointés disjoints ([ck, dk], ck)06k6n

peut être omplétée en une subdivision δ-�ne D de [a, b]. Comme ck ∈ E, on en déduit

n∑

k=0

(dk − ck) =
n∑

k=0

χE(ck)(dk − ck) 6 SD(χE) 6

∫ b

a

χE(x) dx+ ε = m(E) + ε.

Quand n→ +∞, il vient à la limite

∑n
k=0(dk − ck) 6 m(E) + ε, don

E ⊂
⋃

k>0

]
ck − ε2−k, dk + ε2−k

[
∪
⋃

k>0

]
c′k − ε2−k, d′k + ε2−k

[
.

C'est une réunion d'intervalles ouverts dont la longueur totale est majorée par

⋃

k>0

(dk − ck) +
⋃

k>0

(d′k − c′k) + 4
∑

k>0

ε2−k 6 m(E) + ε+ ε+ 8ε = m(E) + 10ε.

Quitte à remplaer ε par ε/10, le résultat est démontré dans le as où E est borné.

(2) Dans le as général E ⊂ R, on érit E =
⋃

n∈ZE ∩ [n, n + 1[, et on trouve pour

haque n ∈ Z un ouvert Un ontenant E ∩ [n, n+ 1[ tel que

m(Un) 6 m(E ∩ [n, n+ 1[) + ε 2−|n|−2.

Alors U =
⋃
Un ontient E et on a m(U) 6 m(E) + ε.

(6.3) Corollaire. Soit E une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) E est négligeable.

(b) Pour tout ε > 0, il existe une suite �nie ou dénombrable d'intervalles ouverts

(]ck, dk[)k>0 tels que E ⊂ ⋃k>0 ]ck, dk[ et
∑

k>0(dk − ck) 6 ε.

() Pour tout ε > 0, il existe une suite �nie ou dénombrable d'intervalles fermés

([ck, dk])k>0 tels que E ⊂ ⋃k>0[ck, dk] et
∑

k>0(dk − ck) 6 ε.

Démonstration. (a) ⇒ (b) grâe à 6.2, tandis que (b) ⇒ () est évident, et () ⇒ (a)

en prenant une intersetion dénombrable ave ε = 1/n→ 0.

(6.4) Théorème. Soit f : [a, b] → R une fontion KH-intégrable et F (x) =
∫ x

a
f(t) dt

son intégrale indé�nie. Alors F est presque partout dérivable de dérivée F ′(x) = f(x).

Démonstration. Comme nous allons le voir, il s'agit d'une onséquene direte du

lemme de Henstok, ombiné ave le lemme de reouvrement de Vitali. Il su�t de
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démontrer que F admet presque partout une dérivée à droite F ′(x+0) = f(x), puisque
le même raisonnement s'appliquera aussi à la dérivée à gauhe.

Soit Z l'ensemble des points x ∈ [a, b[ tels que ou bien F n'admet pas de dérivée à

droite, ou bien F admet une dérivée à droite mais F ′(x+0) 6= f(x). Il s'agit de montrer

que Z est négligeable. Érivons Z =
⋃

p>0 Zp, où Zp est l'ensemble des points x ∈ [a, b[
tels que pour tout η > 0 il existe x′ ∈ ]x, x+ η] ∩ [a, b] tel que

∣∣∣∣f(x)−
F (x′)− F (x)

x′ − x

∣∣∣∣ >
1

p
.

Fixons ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f . On observe que la famille Vδ des intervalles

[x, x′] véri�ant la minoration préédente et tels que x′−x 6 δ(x) forme un reouvrement

de Vitali de Zp. Il existe par onséquent une famille �nie ou dénombrable ([xk, x
′
k])

d'intervalles disjoints de Vδ (dépendant de ε) et un ensemble négligeable Np,ε tels que

Zp ⊂ Rp,ε =
⋃
[xk, x

′
k]∪Np,ε. Le lemme de Henstok 1.3 (b) appliqué à la famille �nie

d'intervalles ([xk, x
′
k])06k6n donne

∑

06k6n

∣∣∣∣f(xk)(x
′
k − xk)−

∫ x′

k

xk

f(t) dt

∣∣∣∣ =
∑

06k6n

∣∣∣∣f(xk)−
F (x′k)− F (xk)

x′k − xk

∣∣∣∣(x
′
k − xk) 6 2ε

puisque ette famille est δ-�ne par onstrution. On en déduit

∑
06k6n

1
p
(x′k−xk) 6 2ε

pour tout n, don m(Rp,ε) = m(
⋃

k>0[xk, x
′
k]) 6 2p ε. En érivant Zp ⊂ ⋂n>0Rp,1/n

on voit que l'ensemble Zp est négligeable, don Z =
⋃

p>0 Zp l'est aussi.

7. Ensembles et fontions mesurables

Une fontion intégrable peut être extrêmement irrégulière du point de vue de la

ontinuité (par exemple χQ est KH-intégrable, bien qu'elle soit partout disontinue).

Une fontion intégrable doit tout de même satisfaire ertaines propriétés très faibles de

régularité loale, pour lesquelles les ensembles négligeables ne jouent auun r�le. C'est

préisément l'objet de la notion de mesurabilité.

(7.1) Dé�nition. On dit qu'une partie E ⊂ R est mesurable si E∩ [a, b] est intégrable
pour tout intervalle fermé borné [a, b] ⊂ R.

Compte tenu des propriétés des ensemble intégrables (f. (4.1)), il su�t de véri�er que

l'intersetion E∩ [−n, n] est intégrable pour tout entier n. Le théorème suivant déoule

immédiatement de (4.1).

(7.2) Théorème. Toute réunion dénombrable

⋃
En, toute intersetion dénombrable⋂

En de parties mesurables En est mesurable. Le omplémentaire ∁E d'une partie

mesurable E est mesurable. Tout intervalle, toute partie ouverte ou fermée E ⊂ R est

mesurable.

La dernière assertion résulte du fait que les intervalles sont trivialement mesurables, et

du fait qu'une partie ouverte de R est réunion �nie ou dénombrable d'intervalles. On

peut étendre la mesure de Lebesgue aux parties mesurables en posant

m(E) = lim
n→+∞

m(E ∩ [−n, n]), m(E) ∈ [0,+∞].
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Les parties intégrables sont alors exatement les parties mesurables de mesure

m(E) < +∞, et la propriété d'additivité de la mesure d'une réunion dénombrable

de parties mesurables disjointes est enore valable lorsque les sommations sont prises

dans [0,+∞]. Nous avons la aratérisation suivante assez laire de la mesurabilité.

(7.3) Caratérisation des ensembles mesurables. Soit E une partie de R. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) E est mesurable.

(b) Pour tout ε > 0 il existe une partie fermée F et une partie ouverte U telles que

F ⊂ E ⊂ U et m(U r F ) 6 ε.

() Il existe F un Fσ (= réunion �nie ou dénombrable de fermés) et G un Gδ (=
intersetion �nie ou dénombrable d'ouverts) tels que F ⊂ E ⊂ G et m(GrF ) = 0.

(d) E peut s'érire omme une réunion E = F ∪N d'un Fσ et d'une partie négligeable.

Démonstration. (a) ⇒ (b). Commençons par le as où E est borné, E ⊂ [a, b]. Alors
E et E′ = [a, b]rE sont des parties intégrables. D'après le théorème (6.2) il existe des

ouverts U et U ′
de R tels que E ⊂ U , m(U rE) 6 ε/2, et E′ ⊂ U ′

, m(U ′ rE′) 6 ε/2.
On pose F = [a, b]r U ′

. Il vient F ⊂ [a, b]rE′ = E ⊂ U et

m(U r F ) ⊂ m(U r E) +m(E r F ) 6 m(U rE) +m(U ′
r E′) 6 ε.

Dans le as général, on pose En = E ∩ [n, n + 1], et on trouve des parties fermées

Fn ⊂ [n, n+ 1] et Un ⊂ R telles que Fn ⊂ En ⊂ Un et m(Un r Fn) 6 ε 2−|n|−2
. Alors

F =
⋃
Fn et U =

⋃
Un répondent à la question puisque U r F ⊂ ⋃(Un r Fn).

(b) ⇒ (). Pour tout entier p > 0, on peut trouver un fermé Fp et un ouvert Up tels

que Fp ⊂ E ⊂ Up et m(Up r Fp) < 1/p. Alors F =
⋃
Fp et G =

⋃
Up répondent à la

question, puisque Gr F ⊂ Up r Fp pour tout p.

() ⇒ (d) est évident, il su�t de poser N = E r F qui est ontenu dans Gr F , don
négligeable.

(d) ⇒ (a) résulte de (7.2).

(7.4) Théorème et dé�nition. Soit f : I → R = R ∪ {+∞,−∞} une fontion

quelonque. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L'image réiproque f−1([−∞, c[) de tout intervalle ouvert de R est mesurable.

(b) L'image réiproque f−1([−∞, c]) de tout intervalle fermé de R est mesurable.

() L'image réiproque f−1(J) de tout intervalle J ⊂ R est mesurable, respetivement

[(c′) J ouvert ], [(c ∀) J fermé ],

(d) L'image réiproque f−1(U) de tout ouvert U ⊂ R est mesurable.

On dit alors que la fontion f est mesurable.

Démonstration. L'équivalene de (a) et (b) résulte des égalités

f−1([−∞, c]) =
⋂

n>0

f−1([−∞, c+ 1/n[), f−1([−∞, c[) =
⋃

n>0

f−1([−∞, c− 1/n])



II.7. Ensembles et fontions mesurables 65

si c ∈ R. Le passage au as d'intervalles J quelonques (), (

′
), (

′′
) se voit aisément

en érivant par exemple

f−1(]c, d[) = f−1([−∞, d[) ∩ ∁f−1([−∞, c])

pour tous c < d dans R. En�n l'équivalene ave (d) résulte du fait que tout

ouvert U ⊂ R est réunion dénombrable d'intervalles ouverts disjoints Jk, de sorte

que f−1(U) =
⋃
f−1(Jk).

Une onséquene immédiate de la dé�nition est la suivante.

(7.5) Proposition. Soit f : I → J une fontion mesurable et g : J → R une fontion.

Si g est ontinue ou monotone, alors g ◦ f est mesurable.

Par ailleurs, omme les ensembles négligeables sont mesurables, la mesurabilité n'est

pas sensible au fait que la fontion f soit modi�ée arbitrairement sur un ensemble

négligeable. Un fait très utile est que la mesurabilité est préservée par passage à la

limite dénombrable :

(7.6) Proposition. Soit fn : I → R une suite de fontions mesurables. Alors

lim sup fn et lim inf fn sont mesurables. Si (fn) admet presque partout une limite f ,
alors f est mesurable.

Démonstration. Posons f = lim sup fn. Nous avons alors par dé�nition f(x) < c si

∃p > 0, ∃N > 0, ∀n > N , fn(x) < c− 1/p, 'est-à-dire

f−1([−∞, c[) =
⋃

p>0

⋃

N>0

⋂

n>N

f−1
n ([−∞, c− 1/p[),

e qui montre que f est mesurable. La preuve pour lim inf fn se déduit du as de la

lim sup en remplaçant (fn) par (−fn). Si (fn) admet une limite presque partout f , on
onlut en érivant par exemple f = lim sup fn presque partout.

(7.7) Proposition. Toute fontion f : I → R KH-intégrable est mesurable.

Démonstration. Il est lair que les fontions ontinues sont mesurables, puisque l'image

inverse d'un intervalle ouvert est une partie ouverte (don mesurable). Fixons a ∈ I,
et soit F (x) =

∫ x

a
f(t) dt une intégrale indé�nie de f sur I. On sait que F est ontinue

sur I (orollaire 4.3), et que f(x) = F ′(x) presque partout (théorème 6.4). On peut

don érire

f(x) = lim fn(x) p.p. ave fn(x) =
F (x+ 1/n)− F (x)

1/n
.

Comme les fontions fn sont ontinues, on en onlut que la limite presque partout f
est mesurable.

(7.8) Proposition. Toute fontion mesurable f : I → R peut s'érire f = lim fn où

les fontions fn sont des fontions intégrables étagées, 'est-à-dire des ombinaisons

linéaires �nies

∑
16k6pn

ck,nχEk,n
de fontions aratéristiques d'ensembles intégrables.

Si de plus f > 0, on peut hoisir la suite (fn) roissante et telle que 0 6 fn 6 f .
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Démonstration. Supposons d'abord I = [a, b] fermé borné. On prend alors

ck,n = (k − 1)2−n − n, Ek,n = f−1([ck,n, ck,n + 2−n[), si k = 1, 2, . . . , n2n+1,

ck,n = n, Ek,n = f−1([n,+∞]) si k = n2n+1 + 1,

ck,n = −n, Ek,n = f−1([−∞,−n[) si k = pn = n2n+1 + 2,

de sorte que les ensembles Ek,n, 1 6 k 6 pn forment une partition mesurable de I.
Il est évident par onstrution que la fontion fn =

∑
ck,nχEk,n

véri�e |fn − f | 6 2−n

là où |f(x)| < n, tandis que |fn(x)| = n ave le même signe que f(x) là où |f(x)| > n.
On a don bien lim fn = f . Lorsque I est borné, les ensemble Ek,n sont intégrables

et la proposition est démontrée. Si I n'est pas borné, il su�t de remplaer Ek,n par

E′
k,n = Ek,n∩ [−n, n] pour onlure la démonstration. En e�et, il est faile de onstater

que 0 6 fn 6 f et que la suite (fn) est roissante lorsque f est elle-même positive ou

nulle.

(7.9) Corollaire. Toute ombinaison linéaire �nie, tout produit de fontions mesu-

rables à valeurs réelles est enore mesurable. L'ensemble des fontions mesurables

f : I → R a don une struture d'algèbre.

Démonstration. Il su�t en e�et d'observer que toute ombinaison linéaire ou tout pro-

duit de fontions étagées est enore une fontion étagée, et de passer à la limite.

Le résultat suivant montre que la mesurabilité est la propriété de régularité requise pour

obtenir l'intégrabilité, lorsqu'on a un enadrement par des fontions KH-intégrables.

(7.10) Proposition. Soit f, g, h : I → R des fontions telles que g 6 f 6 h. On

suppose que g et h sont KH-intégrables et que f est mesurable. Alors f est KH-

intégrable.

Démonstration. Quitte à remplaer f par f − g et h par h − g, on peut supposer

0 6 f 6 h ave h KH-intégrable. La proposition 7.8 implique que f = lim fn
ave des fontions fn étagées KH-intégrables, que l'on peut hoisir > 0 d'après la

démonstration. Toutes es fontions sont don absolument KH-intégrables, et on peut

érire f = limn→+∞ min(fn, h). On voit don que f est KH-intégrable omme limite

dominée de fontions KH-intégrables.

Nous démontrons maintenant un résultat très important, à savoir la densité des

fontions ontinues à support ompat dans L1(I).

(7.11) Densité des fontions ontinues à support ompat.

(a) Soit E ⊂ R un ensemble mesurable. Pour tout ε > 0, il existe une appliation

ontinue g : R → [0, 1] telle que g(x) = χE(x) hors d'un ensemble ouvert V de

mesure m(V ) 6 ε.

(b) Soit f : I → R une fontion mesurable. Il existe une suite gn : I → R d'appliations

ontinues à support ompat telles que gn → f presque partout.

() Soit f ∈ L1(I). Il existe une suite gn : I → R d'appliations ontinues à support

ompat telles que gn → f presque partout et ‖gn − f‖1 → 0.
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(d) L'espae Cc(I) des fontions ontinues à support ompat dans I est dense dans

L1(I), et L1(I) s'identi�e au omplété de Cc(I) pour la norme ‖ ‖1.
Démonstration. (a) Grâe à 7.4, hoisissons F un ensemble fermé et U un ensemble

ouvert tels que F ⊂ E ⊂ U et m(U r F ) 6 ε. On pose

g(x) =
d(x, ∁U)

d(x, F ) + d(x, ∁U)
.

Il est lair que 0 6 g(x) 6 1 et que g est ontinue (le dénominateur ne s'annule pas

puisque F et ∁U sont des fermés disjoints). De plus g(x) = 1 si x ∈ F et g(x) = 0 si

x ∈ ∁U , don g répond à la question en posant V = U r F .

(b) et (). On se ramène d'abord au as où f > 0 : si le résultat est démontré dans e

as, on érit f = f+ − f− et

f+ = lim g′n, f− = lim g′′n, f = lim g′n − g′′n presque partout

ave g′n et g′′n ontinues à support ompat. On supposera don dans la suite que

f > 0. Dans e as, la proposition 7.8 fournit une suite roissante de fontions

étagées fn =
∑

16k6pn
ck,nχEk,n

telles que f = lim fn en tout point. Quitte à perdre

éventuellement la onvergene aux extrêmités de I, on peut supposer en outre qu'il

existe une suite stritement roissante d'intervalles [an, bn] ⊂ I◦ tels que Ek,n ⊂ [an, bn]
pour tout k, sinon on remplae Ek,n par Ek,n ∩ [an, bn] ave des intervalles [an, bn]
hoisis tels que

⋃
[an, bn] = I◦. D'après (a), on peut trouver une fontion ontinue

gk,n : I → R telle que gk,n = χEk,n
hors d'un ensemble ouvert Vk,n de mesure 6 2−n/pn

et à support dans [an+1, bn+1] (disons). Par suite gn =
∑

16k6pn
ck,ngk,n est ontinue

à support ompat dans [an+1, bn+1] ⊂ I et oïnide ave fn hors de Vn =
⋃
Vk,n,

m(Vn) 6 2−n
. En dehors de Wp =

⋃
k>p Vk qui est de mesure 6 2−p

, il est lair que

gn → f puisque gn = fn pour n > p, et par onséquent gn → f hors de l'ensemble

négligeable N =
⋂
Wp. Cei démontre (b). Si en outre f est intégrable, alors le

théorème de onvergene dominée appliqué à la suite déroissante f − fn → 0 dominée

par f montre que lim ‖fn − f‖1 = 0. En prenant de plus m(Vk,n) 6 2−n/(1 + pn|cn|),
il vient ‖gn,k − χEn,k

‖1 6 2−n/(1 + pn|cn,k|), don ‖gn − fn‖1 6 2−n
et () s'ensuit.

(d) résulte de (), puisque nous savons que L1(I) est omplet, et de plus Cc(I) s'identi�e
à un sous-espae de L1(I) d'après 4.6 (a).

(7.12) Caratérisation des fontions mesurables (théorème de Lusin).

Soit f : I → R une fontion quelonque. Il y a équivalene entre :

(a) f est mesurable.

(b) Pour tout ε > 0, il existe une partie ouverte V ⊂ I de mesure m(V ) 6 ε telle que

la restrition f|IrV soit ontinue.

Démonstration. Commençons par le sens � faile �.

(b) ⇒ (a). Pour n entier > 0, �xons un ouvert Vn tel que m(Vn) 6 2−n
et f|IrVn

ontinue. Quitte à remplaer Vn par V ′
n =

⋃
k>n Vk, on peut supposer que la suite Vn

est déroissante. Posons alors fn(x) = 0 si x ∈ Vn et fn(x) = f(x) si x ∈ I r Vn. Soit
U un ouvert de R. Alors

f−1
n (U) = f−1(U) ∩ (I r Vn) si 0 /∈ U,

f−1
n (U) = Vn ∪

(
f−1(U) ∩ (I r Vn)

)
si 0 ∈ U.
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Dans les deux as f−1
n (U) est mesurable puisque f−1(U) ∩ (I r Vn) est une partie

ouverte de I r Vn (et don l'intersetion d'un ouvert ave la partie mesurable I r Vn).
Cei prouve que fn est mesurable. Comme f = lim fn hors de la partie négligeable

N =
⋂
Vn, on voit que f est elle aussi mesurable.

(a) ⇒ (b). D'après 7.11 (b), il existe une suite d'appliations ontinues gn : I → R

telles que gn → f presque partout. Comme R est homéomorphe à [−1, 1] par l'appli-
ation x 7→ x/(1 + |x|), on peut tout aussi bien supposer que f et les gn sont à valeurs

dans [−1, 1]. Soit N ⊂ I un ensemble négligeable tel que gn(x) onverge vers f(x) pour
tout x ∈ I rN . Soit ([ap, bp])p>0 une suite roissante d'intervalles fermés bornés tels

que I =
⋃
[ap, bp]. Pour haque p, onsidérons

Up,n =
{
x ∈ [ap, bp] ; ∃j, k > n, |gj(x)− gk(x)| > 2−p

}
.

C'est une partie ouverte de [ap, bp], de plus la suite (Up,n)n>0 est déroissante et⋂
n>0 Up,n ⊂ N d'après le ritère de Cauhy. Comme N est négligeable, nous avons

limn→+∞m(Up,n) 6 m(N) = 0, don il existe un indie n(p) tel que m(Up,n(p)) 6 2−p
.

Il n'est pas restritif de supposer que l'on hoisit n(p + 1) > n(p) pour tout p. Soit

Vp une partie ouverte de I ontenant N ∪⋃q>p Uq,n(q), telle que m(Vp) 6 22−p
. Pour

j > q > p et x ∈ [aq, bq] r Vp, nous avons |gn(j)(x) − gn(j+1)(x)| 6 2−j
. Cei entraîne

que f est la limite uniforme des gn(j) sur toute partie ompate de I r Vp, don f|IrVp

est ontinue.

Nous éluidons maintenant le lien entre l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstok et

l'intégrabilité au sens de Lebesgue.

(7.13) Dé�nition. On dit que f : [a, b] → R est intégrable au sens de Lebesgue si f
est mesurable et si |f | est KH-intégrable.

(7.14) Théorème. Soit f : [a, b] → R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est intégrable au sens de Lebesgue ;

(b) f est absolument KH-intégrable ;

() f est la limite presque partout d'une suite (gn)n∈N de fontions ontinues véri�ant

supn∈N ‖g‖L1 < +∞.

Démonstration. L'impliation (a) ⇒ (b) résulte de la Proposition 7.10 appliquée ave

g = −|f | et h = |f |, tandis que (b) ⇒ () est une onséquene de 7.11 (). En�n, sous

l'hypothèse (), la Proposition (7.6) montre que f est mesurable, et le lemme de Fatou

implique que |f | est KH-intégrable ave
∫ b

a

|f(x)| dx =

∫ b

a

lim inf
n→+∞

|gn(x)| dx 6 lim inf
n→+∞

∫ b

a

|gn(x)| dx < +∞.

Les théories de Kurzweil-Henstok et de Lebesgue se rejoignent don omplètement

dans le as des fontions absolument intégrables.

(7.15) Remarque. Supposons f : [a, b] → R KH-intégrable mais non Lebesgue

intégrable, i.e. non absolument KH-intégrable. Alors on a

lim
n→+∞

∫ b

a

min
(
|f(x)|, n

)
dx = +∞,
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sinon le théorème de onvergene monotone entraînerait que |f | est KH-intégrable.

Dans e as on onviendra d'érire que

∫ b

a

|f(x)| dx = +∞.

On adoptera la même onvention pour ‖f‖ si f : [a, b] → E est KH-intégrable à

valeurs dans un espae de Banah E ave ‖f‖ mesurable et non KH-intégrable (on

notera d'ailleurs que ‖f‖ est automatiquement mesurable si le dual E∗
est séparable

ar étant donné une suite ϕn de formes linéaires dense dans la boule unité de E∗
on a

‖f‖ = supn∈N ϕn ◦ f et les ϕn ◦ f sont KH-intégrables).

8. Variation totale, fontions à variation bornée

Nous ommençons par une dé�nition de la variation totale d'une fontion au sens de

Kurzweil-Henstok.

(8.1) Dé�nition. Soit f : [a, b] → R une fontion réelle et Z ⊂ [a, b] un sous-ensemble

quelonque. On dé�nit la variation totale de f sur Z omme étant la limsup

Var(f, Z) = lim sup
KH, D

∑

j, xj∈Z

|f(aj+1)− f(aj)|

:= inf
δ>0

sup
D δ−fine

∑

06j<N, xj∈Z

|f(aj+1)− f(aj)|

étendue à toutes les subdivisions pointées D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N . On a en général

Var(f, Z) ∈ [0,+∞]. La fontion f est dite à variation bornée si sa variation totale

sur [a, b] est �nie, 'est-à-dire

Var(f, [a, b]) < +∞.

Indiquons d'abord quelques résultats élémentaires onernant la variation totale.

(8.2) Proposition. Soit f : [a, b] → R une fontion réelle.

(a) Pour toutes parties Z1, Z2 ⊂ [a, b], on a

Var(f, Z1 ∪ Z2) 6 Var(f, Z1) + Var(f, Z2).

(b) Si Z est inlus dans un sous-intervalle [c, d] ⊂ [a, b], on a

Var(f, Z) = Var(f|[c,d], Z)

+ χZ∩]a,b](c) lim sup
x→c−0

|f(x)− f(c)|+ χZ∩[a,b[(d) lim sup
x→d+0

|f(x)− f(d)|,

de sorte que Var(f, Z)=Var(f|[c,d], Z) pour f ontinue à gauhe en c et à droite en d.
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() Si Z1 ⊂ [a, c] et Z2 ⊂ [c, b] ave c ∈ ]a, b[, alors

Var(f, Z1 ∪ Z2) = Var(f|[a,c], Z1) + Var(f|[c,b], Z2).

en partiulier

Var(f, [a, b]) = Var(f|[a,c], [a, c]) + Var(f|[c,b], [c, b]).

Démonstration. (a) résulte immédiatement du fait que

∑

06j<N
xj∈Z1∪Z2

|f(aj+1)− f(aj)| ≤
∑

06j<N
xj∈Z1

|f(aj+1)− f(aj)|+
∑

06j<N
xj∈Z2

|f(aj+1)− f(aj)|.

(b) Il su�t de ontraindre la subdivision D à passer par les points intermédiaires xj = c
et xk = d en prenant par exemple δ(x) < min(|x − c|, |x − d|) pour x 6= c, d. Toute

subdivision pointée δ-�ne D de [a, b] fait alors intervenir un ertain intervalle pointé

([aj, c], c) après subdvision éventuelle de ([aj, aj+1], c) en ([aj, c], c) et ([c, aj+1], c), e
qui rajoute à la limsup des sommes de Riemann étendues aux points aj ∈ Z un terme

lim supx→c−0 |f(x)− f(c)| si c ∈ Z et c > a. Raisonnement identique pour xk = d.

() Ii enore il su�t de forer la subdivision D à ontenir le point intermédiaire xj = c
en prenant δ(x) < |x − c| pour x 6= c, et de subdiviser si néessaire le sous-intervalle

ontenant xj = c pour avoir deux intervalles pointés ([aj−1, c], c) et ([c, aj+1], c).

(8.3) Proposition. Soit f : [a, b] → R une fontion KH-intégrable. Alors la variation

totale de l'intégrale indé�nie

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b]

sur toute partie mesurable Z ⊂ [a, b] est donnée par

Var(F, Z) =

∫ b

a

χZ(x)|f(x)| dx =

∫

Z

|f(x)| dx ∈ [0,+∞],

et elle est �nie si est seulement si χZ |f | est KH-intégrable.

Démonstration. Fixons ε > 0 et une jauge δε qui soit ε-adaptée pour f . D'après le

lemme de Henstok, si δ 6 δε et si D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N est une subdivision

pointée δ-�ne, on a

∑

06j<N, xj∈Z

∣∣∣∣f(xj)(aj+1 − aj)−
∫ aj+1

aj

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 2ε,

'est-à-dire

∑

06j<N

χZ(xj)
∣∣f(xj)(aj+1 − aj)− (F (aj+1)− F (aj))

∣∣ 6 2ε.
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On obtient par onséquent

∣∣∣∣
∑

06j<N, xj∈Z

∣∣F (aj+1)− F (aj)
∣∣−

∑

06j<N

χZ(xj)|f(xj)|(aj+1 − aj)

∣∣∣∣ 6 2ε.

Si χZ |f | est KH-intégrable, il existe une jauge δ̃ε telle que

δ 6 δ̃ε et D δ-�ne =⇒
∣∣∣∣
∑

06j<N

χZ(xj)|f(xj)|(aj+1 − aj)−
∫

Z

|f(x)| dx
∣∣∣∣ 6 ε,

par onséquent

δ 6 min(δε, δ̃ε) et D δ-�ne =⇒
∣∣∣∣

∑

06j<N, xj∈Z

∣∣F (aj+1)−F (aj)
∣∣−
∫

Z

|f(x)| dx
∣∣∣∣ 6 3ε.

Cei implique bien par dé�nition que

Var(F, Z) =

∫

Z

|f(x)| dx.

Si χZ |f | n'est pas KH-intégrable, sa mesurabilité et la Remarque 7.15 montrent qu'il

existe une jauge δ̃ε telle que

δ 6 δ̃ε et D δ-�ne =⇒
∑

06j<N

χZ(xj)|f(xj)|(aj+1 − aj) >
1

ε
.

Les inégalités préédentes entraînent alors que Var(F, Z) = +∞.

(8.4) Corollaire. Si F est l'intégrale indé�nie d'une fontion f : [a, b] → R KH-inté-

grable, alors Var(F, Z) = 0 sur tout ensemble négligeable Z ⊂ [a, b].

Nous pouvons maintenant donner une aratérisation néessaire et su�sante des

fontions qui sont les � primitives � de fontions KH-intégrables.

(8.5) Théorème. Soit F : [a, b] → R une fontion. Il y a équivalene entre

(a) Il existe une fontion KH-intégrable f : [a, b] → R et une onstante C ∈ R telles

que

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt+ C sur [a, b].

(b) F est ontinue sur [a, b], di�érentiable presque partout sur [a, b], et si Z ⊂ [a, b] est
l'ensemble négligeable où F n'est pas di�érentiable, alors Var(F, Z) = 0.

() F est ontinue sur [a, b], di�érentiable presque partout sur [a, b], et Var(F, Z) = 0
pour tout ensemble négligeable Z ⊂ [a, b].

Démonstration. Les impliations (a) ⇒ (b) et (a) ⇒ () résultent du Théorème 6.4

et du Corollaire 8.4. L'impliation () ⇒ (b) étant évidente, il reste à montrer que

(b) ⇒ (a).
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Supposons don que la propriété (b) soit vraie, et dé�nissons f = F ′
sur [a, b]r Z et

f = 0 sur Z. On va montrer que f est KH-intégrable et que

(8.6)

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

En remplaçant b par un point intermédiaire quelonque de [a, b], ei démontrera que

F est l'intégrale indé�nie de f à une onstante près, et don que la propriété (a) est

satisfaite ave C = F (a). Pour véri�er (8.6), on proède omme dans la démonstration

du théorème fondamental de l'analyse. Pour ela, on ommene par hoisir une jauge

δε telle que

|y − x| 6 δε(x) =⇒
∣∣F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x)

∣∣ 6 ε|y − x|

pour x ∈ [a, b]r Z, en utilisant l'hypothèse de di�érentiabilité de F presque partout.

Pour δ 6 δε et pour une subdivision D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N δ-�ne, on en déduit

alors que

(8.7′) xj ∈ [a, b]r Z =⇒
∣∣F (aj+1)− F (aj)− F ′(xj)(aj+1 − aj)

∣∣ 6 ε|aj+1 − aj |.

L'hypothèse Var(F, Z) = 0 entraîne par ailleurs l'existene d'une jauge δ̃ε telle que

pour δ 6 δ̃ε et D δ-�ne on ait

(8.7′′)∑

06j<N, xj∈Z

∣∣F (aj+1)−F (aj)−f(xj)(aj+1−aj)
∣∣ =

∑

06j<N, xj∈Z

∣∣F (aj+1)−F (aj)
∣∣ 6 ε,

(ei en vertu du hoix f(xj) = 0 si xj ∈ Z). En prenant δ 6 min(δε, δ̃ε) et en ajoutant

(8.7′) et (8.7′′) on trouve

∑

06j<N

∣∣F (aj+1)− F (aj)− f(xj)(aj+1 − aj)
∣∣ 6 ε(b− a) + ε,

d'où ∣∣F (b)− F (a)− SD(f)
∣∣ 6 ε(b− a) + ε.

L'égalité (8.6) s'ensuit, et ave elle, le Théorème 8.5.

(8.8) La fontion de Cantor-Lebesgue. Considérons l'ensemble triadique de

Cantor K, dé�ni omme l'ensemble des nombres réels de l'intervalle [0, 1] pouvant
s'érire en base 3 sous la forme

x =

+∞∑

n=1

an3
−n, an = 0 ou an = 2,

autrement dit l'ensemble des réels de [0, 1] n'ayant en base 3 que les hi�res 0 ou 2.
Il est lair par dé�nition que K =

⋂
KN où KN est la réunion des 2N intervalles de

la forme [r, r + 3−N ], r =
∑N

n=1 an3
−n

dérivant l'ensemble des nombres triadiques

à N hi�res ne s'érivant qu'ave des hi�res 0 et 2. Les ensembles KN s'obtiennent
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itérativement en partant de l'intervalleK0 = [0, 1] et en otant le tiers médian de haun

des intervalles onstituant KN−1 :

Fig. 13. Les ensembles triadiques KN , 0 6 N 6 6.

Il en résulte que K est une partie ompate ; de plus, si µ est la mesure de Lebesgue

sur R, on a µ(KN ) = 2N · 3−N = (2/3)N , don µ(K) = 0. Puisque que K est

fermé, il existe pour tout x ∈ [0, 1] un plus grand élément ξ ∈ K tel que ξ 6 x.
Posons ξ = ϕ(x) =

∑+∞
n=1 an3

−n
, an = 0 ou 2, et F (x) =

∑+∞
n=1 an2

−n−1 ∈ [0, 1].
Par dé�nition, x 7→ ϕ(x) est roissante, e qui signi�e que x 7→ (an) est roissante

pour l'ordre lexiographique sur {0, 2}N, et don x 7→ F (x) est également roissante.

Le omplémentaire [0, 1] r K est la réunion de la famille dénombrable d'intervalles

ouverts Ir,N = ] r + 3−N , r + 2 × 3−N [ , où r =
∑N−1

n=1 an3
−n

, an = 0 ou 2, pour
tous les N > 1 (e sont les nombres dont le N -ième hi�re triadique est 1, tous les

préédents étant 0 ou 2); sur haun de es intervalles Ir,N , on a ϕ(x) = r + 3−N

et F (x) =
∑N−1

n=0 an2
−n−1 + 2−N

est onstante. On voit don que F ′(x) = 0 sur

[0, 1] r K, par onséquent F est di�érentiable presque partout et de dérivée nulle.

On a par ailleurs F (0) = ϕ(0) = 0 et F (1) = ϕ(1) = 1. Montrons en�n que F est

ontinue. Pour le voir, on observe que F (x) varie de 0 ou de 2−N
sur haun des

3N intervalles divisant [0, 1] en sous-intervalles de longueur 3−N
(la variation est nulle

s'il s'agit d'un des intervalles Ir,N , elle vaut 2−N sinon). Étant donnés deux réels

distints x, x′ ∈ [0, 1], le nombre de tels intervalles qui renontrent [x, x′] est majoré

par 2 + |x′ − x|/3−N
, d'où |F (x′) − F (x)| 6 2−N (2 + |x′ − x|/3−N ). En hoisissant

N > 1 tel que 3−N < |x′ − x| 6 3−N+1
, on en déduit

|F (x′)− F (x)| 6 5× 2−N 6 5 |x′ − x|log 2/ log 3,

e qui prouve la ontinuité de F .

0 1 x

1

y

F

Fig. 14. L'esalier de Cantor-Lebesgue.
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Comme F est roissante sur [0, 1], il est immédiat de voir que la variation totale de F
sur [0, 1] est Var([0, 1], F ) = F (1)−F (0) = 1. Par ailleurs, omme on l'a déjà observé,

Z := [0, 1]rK est onstitué d'une réunion dénombrable d'intervalles ]αp, βp[ sur lesquels
F est onstante. On en déduit que Var(Z, F ) = 0 : pour le voir, il su�t de prendre une

jauge δ telle que l'on ait (disons) δ(αp) = δ(βp) = ε 2−p
et δ(x) 6 min(x− αp, βp − x)

sur ]αp, βp[ ; on obtient alors Var(Z, F ) 6 Cεlog 2/ log 3
. La Proposition 8.2 (a) montre

maintenant que Var(K,F ) = Var([0, 1], F ) = 1. Cei donne un exemple pour lequel

toute la variation de F est réalisée sur un ensemble négligeable, bien que F soit ontinue

et dérivable presque partout, et on a ii

Var([0, 1], F ) = 1 6= 0 =

∫ 1

0

F ′(x) dx.
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