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Raisonnement : aire du disque (�n primaire)

disque ! parall�elogramme

� =
P
D

) P = 2 � R '
P
2

= � R

R

d'o�u (aire du disque de rayon R) =� R � R = � R2:
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Une approche bas�ee sur la distance

Notion primitive : la distanced(A; B) = AB.

In�egalit�e triangulaire. �Etant donn�es trois points A; B; C, les
distances v�eri�ent toujours AC� AB + BC, autrement dit la
longueur d'un côt�e d'un triangle est toujours inf�erieure ou �egale �a
la somme des longueurs des deux autres côt�es.

Justi�cation intuitive.
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L'hypot�enuse est plus grande que les côt�es de l'angle droit...
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On peut d�ej�a donner des d�e�nitions rigoureuses

Segments, droites, demi-droites.
�Etant donn�e deux points A, B du plan ou de l'espace, on
appelle segment[A; B] d'extr�emit�es A, B l'ensemble des
points M tels que AM+ MB = AB.

On dit que trois points A, B, C sont align�es avec B situ�e
entre A et C si B2 [A; C], et on dit qu'ils sont align�es(sans
autre pr�ecision) si l'un deux appartient au segment form�e par
les deux autres.
�Etant donn�e deux points distincts A, B, la droite(AB) est
l'ensemble des points M align�es avec A et B ; la demi-droite
[A; B) d'origine A contenant B est l'ensemble des points M
align�es avec A et B tels que M soit situ�e entre A et B, ou B
entre A et M. Deux demi-droites de même origine sont dites
oppos�ees si leur r�eunion forme une droite.

Jean-Pierre Demailly (Grenoble I), 15/03/2010 G�eom�etri e euclidienne �el�ementaire

Axes : premier lien avec la \g�eom�etrie analytique"

D�e�nition. Un axe est une droiteD muni d'une origine O et
d'une orientation, c'est �a dire un choix d'un point I situ�e �aune
distance �egale �a l'unit�e, rep�er�e comme +1 .

I 0 O I
� 1 0 +1

Abscisse d'un point.
xM = + OM si M 2 [0; I ), xM = � OM si M 2 [0; I 0).

Mesure alg�ebrique. AB = xB � xA = � AB.

Relation de Chasles. AB + BC = AC.
Elle r�esulte du fait que (xB � xA) + ( xC � xB ) = xC � xA.
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Droites, plans, parall�elisme

Droites, plans, parall�elisme.

Deux droitesD, D0 sont dites concourantes si leur intersection
est constitu�ee d'exactement un point.

Un planP est un ensemble de points balay�e par les droites
(UV) telles que U d�ecrit une droiteD et V une droiteD0,
pour des droitesD et D0 concourantes donn�ees. Si A, B, C
sont 3 points non align�es, on note(ABC) le plan associ�e par
exemple aux droitesD = ( AB) et D0 = ( AC).

Deux droitesD et D0 sont dites parall�eles si elles sont
confondues, ou bien si elles sont contenues dans un même
plan P et ne coupent pas.
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Angles (secteurs angulaires)

Angles (secteurs angulaires).

Un angle aiguzBAC (ou secteur angulaire aigu) d�e�ni par deux
demi-droites[A; B), [A; C) de même origine et non oppos�ees
est l'ensemble balay�e par les segments[U; V ] avec U2 [A; B)
et V 2 [A; C).

Un angle obtus(ou secteur angulaire obtus) ~BAC est le
compl�ementaire de l'angle aiguzBAC dans le plan(ABC),
union les 2 demi-droites[A; B) et [A; C) comme bord.
�Etant donn�e une droiteD et une demi-droite[A; M) avec
A 2 D et M =2 D , le demi-plan bord�e parD contenant M est
la r�eunion de tous les segments[U; V ] tels que U2 D et
V 2 [A; M). Le demi-plan oppos�e est celui associ�e �a une
demi-droite[A; M 0) oppos�ee �a [A; M). On parle aussi dans ce
cas d'angles plats de sommet A.
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Cercles, arcs, mesures des angles

Cercles, arcs, mesures des angles.

Le cercle de centre A et de rayon R> 0 est l'ensemble des
points M d'un planP tels que d(A; M) = AM = R.

Un arc de cercle est l'intersection d'un cercle avec un secteur
angulaire ayant pour sommet le centre du cercle.

La mesure d'un angle(en degr�es) est calcul�ee
proportionnellement �a la longueur de l'arc de cercle qu'il
intercepte sur un cercle dont le centre est le sommet de
l'angle, de sorte que le cercle complet corresponde �a360� .

angle plat = angle de mesure180� (arc = demi-cercle)

angle droit = moiti�e d'un plat = angle de mesure90� .

Deux demi-droites de mêmes extr�emit�es sont dites
perpendiculaires si elles forment un angle droit.
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Le th�eor�eme de Pythagore
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Constructions de triangles / \cas d'isom�etrie"

Probl�eme. Construire un triangleABC ayant une baseBC donn�ee
et deux autres �el�ements donn�es, �a savoir :
(1) les longueurs des côt�esAB et AC,
(2) les mesures des angleszABC et zACB,
(3) la longueur du côt�eAB et la mesure de l'anglezABC.
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Les coordonn�ees cart�esiennes

x x0

y

y0

M

M 0

d(M; M 0) =
q

(x � x0)2 + ( y � y0)2:
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Le carr�e en coordonn�ees cart�esiennes

O

A (u ; v)

B (� v ; u)

C (� u ; � v)

D (v ; � u)
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Droite y = ax + b
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M1M2 =
p

(x2 � x1)2 + a2(x2 � x1)2 = ( x2 � x1)
p

1 + a2.
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Le th�eor�eme de Thal�es

D : y = ax

D0 : y = a0x

� 1 : x = x1

� 2 : x = x2
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Des preuves riches (vive Archim�ede ...)

2R

2� R

L'aire de la sph�ere est la même que celle de la carte rectangulaire
qui la repr�esente:

A = 2R � 2� R = 4 � R2:
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La preuve d'Archim�ede
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:

d'o�u �egalit�e des aires : a0b0 = ab.
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Une \axiomatique" rigoureuse

D�e�nition. On appellera plan euclidien un ensemble de points
not�e P, muni d'une distance d, c'est-�a-dire une application

d : P � P ! R+ ; (M; M 0) 7! d(M; M 0) = MM 0 � 0;

de sorte qu'il existe des \syst�emes de coordonn�ees orthonorm�es": �a
tout point M 2 P on peut faire correspondre un couple de
coordonn�ees(x ; y) 2 R2, par une correspondance bijective
M 7! (x ; y) satisfaisant l'axiome

(Pythagore + Descartes) d(M; M 0) =
q

(x0 � x)2 + ( y0 � y)2

pour tous points M(x ; y) et M0 (x0; y0).
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Interpr�etation g�eom�etrique de cette \axiomatique"
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Construction des vecteurs

A
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I

On trouve donc la condition n�ecessaire et su�sante

xI =
1
2

(xB + xD ) =
1
2

(xA + xC); yI =
1
2

(yB + yD ) =
1
2

(yA + yC);

ce qui �equivaut encore �a

xB + xD = xA + xC ; yB + yD = yA + yC

ou encore �a

xB � xA = xC � xD ; yB � yA = yC � yD ;

Jean-Pierre Demailly (Grenoble I), 15/03/2010 G�eom�etri e euclidienne �el�ementaire



Le produit scalaire

La normek
�!
V k d'un vecteur

�!
V =

�!
AB est la longueur

AB = d(A; B) d'un bipoint quelconque qui le d�e�nit. On pose

(1)
�!
U �

�!
V =

1
2

�
k
�!
U +

�!
V k2 � k

�!
U k2 � k

�!
V k2�

de sorte que l'on a en particulier
�!
U �

�!
U = k

�!
U k2. Le nombre

�!
U �

�!
V s'appelle leproduit scalairede

�!
U et

�!
V , et

�!
U �

�!
U s'appelle

aussi le carr�e scalaire de
�!
U , not�e

�!
U 2. On obtient par cons�equent

�!
U 2 =

�!
U �

�!
U = k

�!
U k2:

D'apr�es la d�e�nition (1), nous avons

(2) k
�!
U +

�!
V k2 = k

�!
U k2 + k

�!
V k2 + 2

�!
U �

�!
V ;

ce qui peut se r�ecrire

(3) (
�!
U +

�!
V )2 =

�!
U 2 +

�!
V 2 + 2

�!
U �

�!
V :
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Jusqu'aux travaux de Bernhard Riemann
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Jusqu'aux travaux de Bernhard Riemann

Une vari�et�e riemannienne est par d�e�nition une vari�et�e
di��erentielle X , c'est-�a-dire un espace qui admet localement des
syst�emes de coordonn�ees di��erentiables r�eelles
x = ( x1 ; x2 ; : : : ; xn), muni d'une m�etrique in�nit�esimale g de la
forme

ds2 = g(x) =
X

1� i ;j � n

aij (x) dxi dxj :

La m�etrique hyperbolique du disque est donn�ee par

ds2 =
jdzj2

(1 � j zj2)2 =
dx2 + dy2

�
1 � (x2 + y2)

� 2 :

Elle contredit le \5e postulat" d'Euclide.
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Les g�eom�etries non euclidiennes

Le disque de Poincar�e (ou plan hyperbolique)

dP (a; b) =
1
2

ln
1 + jb� aj

j1� abj

1 � jb� aj
j1� abj

:

D

p �
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... aux travaux de Felix Hausdor�
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... aux travaux de Felix Hausdor�

Si (E; d) est un espace m�etrique quelconque, on d�e�nit lamesure
de Hausdor� p-dimensionnelled'une partieA de E comme

H p(A) = lim
" ! 0

H p;" (A); H p;" (A) = inf
diam A i � "

X

i

(diam A i )p

o�u H p;" (A) est la borne inf�erieure des sommes
P

i(diam A i )p

�etendue �a toutes les partitions d�enombrablesA =
S

A i avec
diam A i � " .

Si (E; d) est un espace m�etrique etK, L des parties compactes de
E, la distance de Hausdor�de K et L est

dH(K; L) = max
�

max
x2 K

min
y2 L

d(x; y); max
y2 L

min
x2 K

d(x; y)
	

:
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... et de Mikhail Gromov
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... et de Mikhail Gromov

Un espace de longueursest un espace m�etrique (E; d) tel que pour
tous pointsA; B il existe un point \milieu" I tel que
d(A; I) = d(I; B) = 1

2d(A; B). Si l'espaceE est complet, on peut
alors construire un chemin
 d'extr�emit�es A, B tel que
d(A; 
 (t )) = (1 � t )d(A; B) et d(
 (t ); B) = t d(A; B) pour tout
t 2 [0; 1].

si X et Y sont deux espaces m�etriques compacts, leurdistance de
Gromov-Hausdor�dGH (X; Y) est l'inf des distances de Hausdor�
dH(f (X); g(Y)) pour tous les plongements isom�etriques possibles
f : X ! E , g : Y ! E de X et Y dans un même espace m�etrique
compactE.
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