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Une approche basee sur la distance

Notion primitive : la distanced(A;B) = AB.

Iregalie triangulaire. Etant donres trois points AB;C, les
distances \eri ent toujours AC AB + BC, autrement dit la
longueur d'un coe d'un triangle est toujours inkrieure oagalea
la somme des longueurs des deux autres coes.

Justi cation intuitive.
B
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L'hypoenuse est plus grande que les coes de I'angle droit
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On peut cep donner des ce nitions rigoureuses

Segments, droites, demi-droites.

@ Etant donre deux points A, B du plan ou de l'espace, on
appelle segmeniA; B] d'extemies A, B I'ensemble des
points M tels que AM+ MB = AB.

@ On dit que trois points A, B, C sont aligres avec B site
entre A et C si B2 [A; C], et on dit gqu'ils sont aligres(sans
autre pecisior) si lI'un deux appartient au segment forne par
les deux autres.

e Etant donre deux points distincts A, B, la droitéAB) est
I'ensemble des points M aligres avec A et B ; la demi-droite
[A; B) d'origine A contenant B est I'ensemble des points M
aligres avec A et B tels que M soit sitlte entre A et B, ou B
entre A et M. Deux demi-droites de méme origine sont dites
oppo<es si leur eunion forme une droite.
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Axes : premier lien avec la \geonetrie analytique"

Ce nition.  Un axe est une droit® muni d'une origine O et
d'une orientation, c'esta dire un choix d'un point | sitleaune
distanceegalea l'unie, regee comme +1.

+1

1 0

|00I

Abscisse d'un point.
X =+ OM siM 2 [0;1), Xy = OM siM 2 [0;19.
Mesure algebrique. AB = xg Xa = AB.

Relation de Chasles. AB + BC = AC.
Elle esulte du fait que kg Xa) +(Xc Xg) = Xc  Xa.
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Droites, plans, paralelisme

Droites, plans, paralélisme.

@ Deux droitesD, D% sont dites concourantes si leur intersection
est constitlee d'exactement un point.

@ Un planP est un ensemble de points balaye par les droites
(UV) telles que U decrit une droiteD et V une droiteD®
pour des droiteD et D° concourantes donrees. Si A, B, C
sont 3 points non aligres, on not€ABC) le plan assoce par
exemple aux droite® = (AB) et D°= ( AC).

e Deux droitesD et D sont dites paraleles si elles sont
confondues, ou bien si elles sont contenues dans un méme
plan P et ne coupent pas.
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Angles (secteurs angulaires)

Angles (secteurs angulaires).

@ Un angle aiglBAC (ou secteur angulaire aiguk ni par deux
demi-droites[A; B), [A; C) de méme origine et non opposes
est I'ensemble balay par les segmeijits, V] avec U2 [A;B)
etV 2 [A;C).

@ Un angle obtugou secteur angulaire obt§BAC est le
compementaire de l'angle aigBAC dans le plar{fABC),
union les 2 demi-droitefA; B) et [A; C) comme bord.

e Etant donre une droiteD et une demi-droitgA; M) avec
A2D etM 2D, le demi-plan borce paD contenant M est
la eunion de tous les segmen{t); V] tels que U2 D et
V 2 [A;M). Le demi-plan oppos est celui assocea une
demi-droite[A; M9 opposea [A;M). On parle aussi dans ce
cas d'angles plats de sommet A.
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Cercles, arcs, mesures des angles

Cercles, arcs, mesures des angles.

@ Le cercle de centre A et de rayon R0 est I'ensemble des
points M d'un planP tels que dA;M) = AM = R.

@ Un arc de cercle est l'intersection d'un cercle avec un secteur
angulaire ayant pour sommet le centre du cercle.

@ La mesure d'un angléen degeg est calcuke
proportionnellementa la longueur de I'arc de cercle qu'il
intercepte sur un cercle dont le centre est le sommet de
I'angle, de sorte que le cercle complet correspondsgo .

@ angle plat = angle de mesur&80 (arc = demi-cercle)
@ angle droit = moite d'un plat = angle de mesured0 .

@ Deux demi-droites de mémes extemies sont dites
perpendiculaires si elles forment un angle droit.
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Constructions de triangles / \cas d'isonetrie”

Probéme. Construire un triangléABC ayant une basé&C donree
et deux autreseéments donres,a savoir :

(1) les longueurs des coesB et AC,

(2) les mesures des anglé8C et ACB,

(3) la longueur du c6e AB et la mesure de l'angl&BC.

o
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Les coordonrees caresiennes

dM; M9 = (x x92+(y y92
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Le care en coordonrees caresiennes

B( v;u

A (u; v)
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p -
MiMo =~ (X2 X1)2+ @2(x2  X1)2=(X Xl)p 1+ a2
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Le threoeme de Thaks
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Des preuves riches (vive Archinede ...)

e —

2R

2 R

L'aire de la splere est la méme que celle de la carte rectangailai
qui la repesente:

A=2R 2 R=4 R%
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La preuve d'Archinede

R I T vue de coe

B°_r &
b R a
d'asegalie des aires : ab°= ab.
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Une \axiomatique" rigoureuse

Ce nition.  On appellera plan euclidien un ensemble de points
noe P, muni d'une distance d, c'esta-dire une application

d:P P! Ry; (M;MY 71 d(M: MY = MM® 0,

de sorte gu'il existe des \sysemes de coordonrees orthonestia
tout point M 2 P on peut faire correspondre un couple de
coordonrees(x ; y) 2 R?, par une correspondance bijective

M 7! (x;y) satisfaisant I'axiome

q
(Pythagore + Descartes) d(M;MY = (x0 x)2+(y0 y)2

pour tous points M(x ;y) et M?(x%; y9.
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Interpetation geonetrigue de cette \axiomatique"
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Construction des vecteurs
D
C
A

On trouve donc la condition recessaire et su sante
1 1 1 1
X| = E(XB+XD): E(XA'*' Xc); Vi = Q(YB+YD): E(YA"'YC);

ce quiequivaut encorea

Xg + Xp = Xa T Xc; Y8+ YD =Yat VYc
Ou encorea
X Xa = Xc Xp, Y8 Ya=Yc VYb;
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Le produit scalaire

[ | |
La normekV k d'un vecteurV = AB est la longueur
AB = d(A;B) d'un bipoint quelconque qui le e nit. On pose

reoo 1! ! ! !
(1) UV:EkU+Vk2kUk2ka2
I |
, de sorte que l'on a en particulied 'IU = !(U k2.I Le hombre
U "V s'appelle leproduit scalajrede U et V, et U ~ U s'appelle
aussi le care scalaire d&, noe” U2. On obtient par consquent
| I

|
"U2="U U = kUk*:

D'apes la & nition (1), nous avons

| ! | | I
(2) kU+ Vk%®=kUK®+ kVKi+2 U V;
ce qui peut se ecrire

I ! ! I

(3) (U+V)2=U2+V2+2 U V:
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Jusqu'aux travaux de Bernhard Riemann
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Jusqu'aux travaux de Bernhard Riemann

Une varee riemannienne est par ¢k nition une varee
dierentielle X, c'esta-dire un espace qui admet localement des
sysemes de coordonrees dierentiables eelles
X =(X1; X2; 71 Xn), muni d'une nmetrique in niesimale g de la
forme X

ds® = g(x) = a; (x) dx dx;:

1 i n

La netrique hyperbolique du disque est donree par

4 = jdzj> dx? + dy?
(1] zj?)? 1 (x2+ y?) 2

Elle contredit le \5e postulat" d'Euclide.
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Les geonetries non euclidiennes

Le disque de Poincae (ou plan hyperbolique)

b a
dp(a;b) = 12T
j1 abj
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. aux travaux de Felix Hausdor

Jean-Pierre Demailly (Grenaoble ), 15/03/2010 Geonetri e euclidienneeémentaire

. aux travaux de Felix Hausdor

Si (E; d) est un espace netrique quelconque, on ¢ nit lenesure
de Hausdor p-dimensionnella'une partieA de E comme

X
Hpy(A) = lim Hp(A); Hpo(A)= inf diam A;)P
p(A) = lim Hp:(A) pr(A)= L (diam A
L P .
@l Hp-(A) est la borne intrieure des sommesédlam AP
etenduea toutes les partitions cenombrable& =  A; avec

diamA; ".

Si (E; d) est un espace netrique eK, L des parties compactes de
E, la distance de HausdordeK et L est

dy(K; L) = max Egz}a(x%lﬁd(x;y);ryzfix)r(glpd(x;y) ;
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... et de Mikhail Gromov
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. et de Mikhail Gromov

Un espace de longueuest un espace netriquek; d) tel que pour
tous pointsA; B il existe un point \milieu" | tel que

d(A;l) = d(I;B) = %d(A; B). Sil'espaceE est complet, on peut
alors construire un chemin d'extemies A, B tel que

d(A; (1)=(@1 t)d(A;B) etd( (t);B)= td(A;B) pour tout

t 2 [0; 1].

si X et Y sont deux espaces netriques compacts, lelistance de
Gromov-Hausdor dgn (X;Y) est I'inf des distances de Hausdor
du (f(X); g(Y)) pour tous les plongements isonetriques possibles
f:X1E ,g:Y!E deX etY dans un méme espace netrique
compactE.
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