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SUR LE CALCUL NUMERIQUE
DE LA CONSTANTE D'EULER

par Jean—Pierre DEMAILLY

O. UN PEU D'HISTOIRE

La constante d'Euler vy = nl-i»Tm 1+% onsF ;1; - ILogn , dite
parfois constante de Mascheroni, a fait l'objet d'un grand nombre de
travaux et d'évaluations numériques depuis le XVIIle siéecle. Elle garde
néanmoins encore beaucoup de son mystére aujourd'hui. Ainsi, on ne
sait toujours pas si vy est ou non irrationnel, en dépit de plusieurs
tentatives de démonstration, dont celle de P. Appell [2] en 1926 qui
avorta par suite d'une erreur matérielle, et celle de A. Froda [14]
en 1965 qui repose sur un critére d'irrationnalité encore in-
complétement démontré. Signalons toutefois que certains résultats de

transcendance pour des expressions faisant intervenir v ont été ob-

tenus par K. Mahler [18].

Nous nous intéresserons ici surtout & la mise en oeuvre d'algo-
rithmes rapidement convergents qui, outre l'intérét calculatoire, lais~

sent espérer l'obtention de résultats arithmétiques.

La premiére évaluation de y est due naturellement a
Leonhard Euler, qui obtint la valeur 0.577218 en 1735 [12], bientét
étendue par Mascheroni et quelques autres. En 1781, Euler détermina
la valeur plus précise 0.577215664901532 [13]. Il fut suivi notamment
par C.F. Gauss, avec 22 décimales exactes, puis par un certain nombre
de mathématiciens anglais du XIXe siécle. le lecteur pourra consulter
J.W.L. Glaisher [15] pour l'historique détaillé des calculs antérieurs
a 1870. W. Shanks [19] publia 110 décimales, dont 101 exactes,

en 1867-71 ; peu aprés, le célébre mathématicien-astronome
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J.C. Adams [1] calcula laborieusement 263 décimales, record qui
devait tenir depuis sa publication en 1878 jusqu'a l'apparition des pre-
miers ordinateurs et les 328 décimales de J.W. Wrench Jr [23] en

1952.

Tous ces calculs, ainsi que celui ultérieur de D.E. Knuth [17]
en 1962 avec 1271 D , reposaient sur le développement asymptotique
de 1 +...+ % - Logn par la formule d'Euler - Mac Laurin. Le temps
de calcul prohibitif des nombres de Bernoulli requis dans cette méthode
conduisit Dura W. Sweeney [21] a introduire un nouvel algorithme plus
efficace, basé sur la formule vy = —f+mlogx e Tdx . Sweeney obtint
ainsi 3566 D en 1963, et sa méthode fut reprise successivement par
Beyer-Waterman [3], [4] en 1974 (7114 D, dont 4879 exactes) et
par R.P. Brent [7], [8] (20700 D en 1977). Enfin en 1980, R.P. Brent
et E. Mc Millan [10] découvrirent un nouvel algorithme plus performant,
utilisant les fonctions de Bessel, et calculérent 30100 D [9]. Voici un
bref apercu des algorithmes évoqués plus haut, avec analyse comparée

des temps de calcul.

I FORMULE D'EULER - MAC LAURIN

Cette formule sera utilisée sous la forme suivante (cf. Bourbaki

[51) :
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de sorte que



Le reste Rk est donné par
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ou Bm(x) = 2 j b.x est le m-iéme polynéme de Bernoulli et
j=0

{x} la partie fractionnaire de x . Si nous posons f(x) =->1—( , la for-
mule ci-dessus entrafme d'aprés D. Knuth [17]
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Quand n — +e , il vient :
_1,be e e Paca ™D
Y=3+t3 tetgp ) 2kt2z
1 X
Par soustraction, nous obtenons donc :
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Ce développement asymptotique diverge quand k — +« , mais il donne
cependant de bonnes valeurs approchées de vy lorsque n et k sont
bien choisis. En effet, 1'identité classique
too
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et grice a la formule de Stirling, nous en déduisons
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Le reste est donc trés petit tant que k demeure sensiblement inférieur
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Analyse du temps de calcul.

Désignons par E1 cet algorithme et par El(d) le temps de

. i -d . .
calcul de y & la précision 10 = . On attribue par convention une




































