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Le concept de dimension

La dimension d'un � espace � (ensem ble de p oin ts dans lequel on se place) est classique-

men t le nombr e de c o or donné es nécessaires p our rep érer un p oin t de cet espace. C'est

donc a priori un nombr e entier . On v a in tro duire ici une notion plus générale, qui conduit

à des dimensions non nécessairemen t en tières.

Objet de dimension 1

� 3 � 31

P ar une homothétie de rapp ort 3, la mesure (longueur) est m ultipliée par 3 = 31
, l'ob jet

résultan t con tien t 3 fois l'ob jet initial. La dimension d'un segmen t est 1.

Objet de dimension 2

� 3 � 32

P ar une homothétie de rapp ort 3, la mesure (aire) de l'ob jet est m ultipliée par 9 = 32
,

l'ob jet résultan t con tien t 9 fois l'ob jet initial. La dimension du carré est 2.

En généralisan t, p our un objet de dimension d, l'e�et d'une homothétie de rapp ort 3 est

de multiplier la mesur e p ar 3d
.

Qu'en est-il d'un ensem ble fractal ?

Pr enons l'exemple

de la c ourb e de Ko ch

(ou �o con de neige)

obten ue par itération

du pro cédé ci-con tre �!



� 3
 

P ar une homothétie de rapp ort 3, l'ob jet devien t un ob jet de nature iden tique, con tenan t

4 morceaux de même taille que l'ob jet initial, donc de mesure 4 fois plus grande. Ceci

conduit à p oser

3d = 4 = ) d =
ln 4
ln 3

= 1 :26185950714: : :

Il nous faut admettre ici que la dimension n'est pas un en tier, mais un nom bre compris

strictemen t en tre 1 et 2 !

Il est facile de v oir d'autre part que la longueur de la courb e de K o c h est in�nie : à

c haque itération, la longueur est m ultipliée par 4=3, donc si le segmen t initial est pris

p our unité, la longueur de la n -ième itération est (4=3)n
, ce qui tend v ers l'in�ni. D'autre

part, l'aire est n ulle. En e�et, par récurrence sur le nom bre d'itérations, on v oit que

la courb e de K o c h est en tièremen t con ten ue dans le triangle iso cèle a y an t p our base le

segmen t initial et une hauteur égale à

p
3=6 fois cette base. Comme la n -ième itération

découp e dans la courb e de K o c h 4n
parties don t la taille est homothétique à la courb e

toute en tière dans le rapp ort 3� n
, celle-ci est con ten ue dans une réunion de 4n

p etits

triangles d'aire

p
3=12 � (3� n )2

, soit une aire totale

p
3=12 � 4n � 9� n

, qui tend bien

v ers 0 quand n ! + 1 .

A titre d'exercice, on p ourra c herc her à év aluer la dimension du � triangle de Sierpinski �

�guré ci-dessous. Ce fractal est obten u en partan t d'un triangle équilatéral, puis en enle-

v an t le triangle cen tral dans un découpage en 4 triangles sem blables dans le rapp ort 1=2.

On rép ète ensuite indé�nimen t le pro cédé sur tous les triangles obten us à c haque étap e.

On mon trera facilemen t que l'aire du triangle de Sierpinski est n ulle. De manière analogue,

on construit le � tapis de Sierpinski � en partan t d'un carré, en le divisan t en 9 carrés

homothétiques dans le rapp ort 1=3 et en enlev an t le carré cen tral. Dans l'espace de

dimension 3, l'� ép onge de Sierpinski � est obten ue à partir d'un cub e divisé en 27 p etits

cub es, priv é du cub e cen tral. On mon trera que son aire est in�nie, tandis que le v olume

est n ul.



Mesures de Hausdor�

Les considérations qui précèden t se généralisen t à l'aide des mesures p-dimensionnelles

in tro duites par F elix Hausdor� (1868-1942) � l'un des fondateurs de la top ologie mo derne.

Si (E; d) est un espace métrique quelconque, on dé�nit la mesure de Hausdor� p-dimension-

nelle d'une partie A de E par

H p(A) = lim
" ! 0

H p;" (A); H p;" (A) = inf
diam A i � "

X

i

(diam A i )p

où H p;" (A) est la b orne inférieure des sommes

P
i (diam A i )p

étendue à toutes les parti-

tions dénom brables A =
S

A i a v ec diam A i � " .

In tuitiv emen t, on c harc he à pa v er A par des parties A i don t on év alue la p-mesure comme

si elles étaien t des � h yp er-cub es � de dimension p, puis on améliore la précision en de-

mandan t que le diamètre des A i tende v ers zéro.

On mon tre que H p dé�nit une � mesure b orélienne dénom brablemen t additiv e � , c'est-à-

dire qu'elle est dé�nie sans am biguité sur tous les ouv erts, fermés et leurs unions, in tersec-

tions �nies ou dénom brables rép étées autan t de fois que l'on v eut, a v ec la propriété que

H p(
S

A i ) =
P

i H p(A i ) p our de parties b oréliennes disjoin tes � sur les parties non b oréli-

ennes, on obtien t seulemen t une � mesure extérieure � qui v éri�e H p(
S

A i ) �
P

i H p(A i ) .

Dans E = Rn
a v ec sa structure euclidienne habituelle, cette mesure coïncide p our p en tier

a v ec la mesure d'aide euclidienne p-dimensionnelle, à un facteur de prop ortionnalité près

égal au v olume de la b oule euclidienne de dimension p et de diamètre 1. Ces mesures

p ermetten t de donner une dé�nition précise de la � dimension de Hausdor� � :

Dé�nition. Si (E; d) est un esp ac e métrique et A une p artie de E, ont dit que A est de

dimension de Hausdor� é gale à p0 si on a

H p(A) = + 1 p our p < p0 et H p(A) = 0 p our p > p0 .

Il est facile de v oir que dans Rn
, la dimension d'une partie quelconque est toujours de

dimension � n (c'est-à-dire que H p(A) = 0 p our p > n ) : on p ourra p our cela commencer

par mon trer que la H p -mesure d'un n -cub e est n ulle p our p > n , puis utiliser la sous-

additivité dénom brable à l'aide d'un recouvremen t de A par des cub es. P ar ailleurs, en

général, on ne p eut rien dire sur H p0 (A) , cette v aleur p eut très bien être n ulle, �nie ou

in�nie.



Systèmes dynamiques discrets

L'une des façons les plus usuelles d'obtenir des ob jets fractal est de considérer un � système

dynamique � . D'un p oin t de vue mathématique, il s'agit simplemen t de considérer une

certaine transformation con tin ue f : X ! X d'un espace X , puis de regarder l'év olution

des p oin ts par itération de f . Autremen t dit, étan t donné un p oin t initial x0 , on regarde

la suite dé�nie par la relation de récurrence xn +1 = f (xn ) , c'est-à-dire encore ce qu'on

app elle l'orbite de x0 sous l'action des comp osées successiv es

f [n ] = f � f � � � � � f : X ! X; x n = f [n ](x0):

En mathématiques, on c herc he toujours à étudier d'ab ord les situations non triviales les

plus simples p ossibles. L'une de celles-ci consiste à regarder dans le plan complexe C la

transformation quadratique

Pc : C ! C; Pc(z) = z2 + c où c est un paramètre.

On considère donc l'orbite zn = P [n ]
c (z0) d'un p oin t z0 2 C donné. On notera que

P [2]
c (z) = ( z2 + c)2 + c est un p olynôme de degré 4 ; de manière générale, P [n ]

c est un

p olynôme de degré 2n
. On in tro duit par dé�nition :

Ensem ble de Julia de Pc . On app el le ensemble de Julia r empli K c l'ensemble des p oints

initiaux z0 tels que la suite (zn ) r este b orné e, et ensemble de Julia le b or d Jc = @Kc de

l'ensemble de Julia r empli K c .

Si c = 0 , on a simplemen t P [n ]
0 (z) = z2n

et on v oit aussitôt que K 0 consiste en le disque

unité fermé jzj � 1 (donc J0 est le cercle unité). P our tout autre v aleur c 6= 0 on

obtien t un ensem ble fractal. V oici par exemple une image de Jc et K c p our la v aleur

c = 0 ; 328075517 + 0; 022051744i du paramètre :

K c

On notera que si on remplace z0 par z0
0 = z1 = Pc(z0) , on obtien t la même suite a v ec

simplemen t un décalage d'indice, donc z0 2 K c si et seulemen t si z0
0 = Pc(z0) 2 K c . P ar

conséquen t, ceci mon tre que Pc(K c) = K c et P � 1
c (K c) = K c , autremen t dit Jc et K c son t

auto-similaires sous l'action de la transformation Pc .



La propriété d'autosimilarité est une caractéristique assez générale des ob jets fractals -

notammen t tous ceux obten us par le pro cédé qui vien t d'être décrit. Il existe cep en-

dan t des ob jets fractals plus compliqués, comme l'ensem ble de Mandelbrot (du nom du

mathématicien franco-américain Benoît Mandelbrot, né à V arso vie en 1924).

Ensem ble de Mandelbrot C'est l'ensemble M des valeurs c omplexes c du p ar amètr e

tel les que l'ensemble de Julia K c asso cié à Pc soit c onnexe.

M

K c

K c0

�
c = 0

L'ensem ble de Mandelbrot M consiste en le domaine in térieur blanc de la partie droite

de l'image (a v ec ses in�nies rami�cations : : :). Sur cette partie droite �guren t aussi la

p osition de deux v aleurs complexes c et c0
(p oin ts rouge et violet), et, à gauc he, les

ensem bles de Julia asso ciés K c et K c0
. On v oit que K c est connexe, donc c est dans

l'ensem ble de Mandelbrot, tandis que K c0
n'est pas connexe, donc c0

n'est pas dans M .

Si on note M z0 l'ensem ble des v aleurs de c telles que la suite zn de p oin t initial z0 = 0
soit b ornée, on p eut démon trer que l'on a en fait M = M 0 . L'ensem ble de Mandelbrot M
est seulemen t partiellemen t auto-similaire ; il comp orte des parties qui son t des répliques

appro ximativ es de l'ensem ble complet, mais aussi d'autres qui son t dissem blables :



La structure de M est b eaucoup plus compliquée que celle des ensem bles de Julia Jc ,

comme il est déjà apparen t sur les images ci-dessus. On sait par exemple que M est

connexe, mais on ne sait pas à ce jour si M est lo calemen t connexe ; rapp elons qu'un espace

est dit lo calemen t connexe si tout p oin t admet des v oisinages connexes arbitrairemen t

p etits. L'espace app elé � p eigne dénom brable � est un exemple t ypique d'espace connexe

non lo calemen t connexe :

Le mathématicien jap onais Shishikura a pu démon trer en 1992 que la fron tière de l'en-

sem ble de Mandelbrot est de dimension de Hausdor� 2 (donc maximale dans le plan),

mais on ne sait pas si sa mesure 2-dimensionnelle est n ulle ou non (les exp erts p ensen t

que cette mesure est bien n ulle, a vis aux amateurs !).

P our obtenir l'image de M = M 0 à l'aide d'un programme d'ordinateur, on pro cède

comme suit. On con vien t d'une v aleur assez grande, disons 109
, qui teste le caractère non

b orné de la suite, et un nom bre d'itérations assez grand, disons N = 150 . Étan t donné

une v aleur complexe c �xée représen tée par un pixel de l'écran d'ordinateur, on calcule

la suite zn telle que z0 = 0 et zn +1 = Pc(z0) , p our n � N = 150 . Si toutes ces v aleurs

resten t inférieures à 109
, il est probable que la suite (zn ) est b ornée, donc on décide que

c 2 M (ou du moins dans son appro ximation calculée par l'ordinateur), et on a�ecte la

couleur blanc he au pixel. Sinon il existe une v aleur n0 < N = 150 telle que jzn j � 109

p our n 6= n0 , et jzn j > 109
p our n = n0 + 1 . On arrête alors le calcul en estiman t

que la suite (zn ) v a tendre v ers l'in�ni, et on a�ecte au pixel une couleur (brunâtre ou

violette dans les deux images de la page précéden te) qui dép end de la v aleur de n0 : sur

la sc héma ci-dessus, la couleur est d'autan t plus foncée que n0 est plus grand. Ceci donne

les zones colorées qui � en touren t � l'ensem ble de Mandelbrot. En réalité, il ne s'agit pas

d'un simple arti�ce de représen tation graphique, ces zones colorées on t une signi�cation

mathématique et ph ysique. On p eut en e�et regarder les fonctions

Gn (z; c) = 2 � n log+ jP [n ]
c (z)j

où log+ t = max(0 ; logt) est la partie p ositiv e du logarithme. Du fait que P [n ]
c est de

degré 2n
, on p eut démon trer assez facilemen t que Gn (z; c) con v erge v ers une fonction

G(z; c) � 0 qui est n ulle sur le graphe � = f (z; c) 2 C2 ; z 2 K cg (là où la suite P [n ]
c (z)

est b ornée), et strictemen t p ositiv e en dehors de � . La v aleur de G(z; c) mesure la vitesse

à laquelle la suite tend v ers l'in�ni. Comme les fonctions holomorphes son t harmoniques,

on v éri�e facilemen t que � zG(z; c) = 0 p our z =2 Jc . La fonction z 7! G(z; c) s'in terprète

comme le p oten tiel électrostatique créé par un conducteur métallique cylindrique qui

aurait la forme de K c , et don t le b ord Jc = @Kc serait c hargé électriquemen t. Les zones

colorées év o quées plus haut son t délimitées par les lignes équip oten tielles : : :



L'ensem ble � est quand à lui un ensem ble fractal de complexité monstrueuse dans C2

(donc dans un espace de dimension réelle 4), don t les tranc hes c = Cte son t les ensem bles

de Julia remplis K c , tandis que les tranc hes z = Cte son t les ensem bles de Mandelbrot M z .

z 2 C

c

M z

K c

�

Le programme gnofract4d p ermet d'explorer ce fractal quadridimensionnel. P our les

exp erts, signalons que le (1; 1) -couran t p ositif T = i@@G(z; c) dans C2
a précisémen t

comme supp ort l'in térieur de � , ses tranc hes son t donc les ensem bles M z et Jc . La

théorie des couran ts p ositifs est un outil essen tiel de l'analyse complexe con temp oraine,

particulièremen t p our l'étude des systèmes dynamiques holomorphes : : :

Logiciels

V oici 3 logiciels libres assez agréables à utiliser :

� F ractin t : http://www.fractint.org (Lin ux/MacOS X/Windo ws)

� Xaos : http://wmi.math.u-szeged .hu /xao s/d oku. php (Lin ux/MacOS X/Windo ws)

� Gnofract4d : http://gnofract4d.sourc efor ge. net/ (Lin ux/MacOS X)

Sous Windo ws, un logiciel réputé (mais non libre) est :

� Ultrafractal : http://www.ultrafractal. com



L'en tropie top ologique

On considère de nouv eau une transformation f : X ! X , et on c herc he à mesurer

� com bien f mélange � l'espace X . V oici une illustration de la transformation dite du

b oulanger (ou de la � pâte feuilletée �), du carré unité dans lui-même, itérée 17 fois :

La transformation du carré X = [0 ; 1]2 �gurée ci-dessus est donnée par

f (x; y) =
�
2x; (1 + y)=2

�
si x � 1=2; f (x; y) =

�
2x � 1; (1 � y)=2

�
si x � 1=2:

La p ério dicité d'ordre 17 observ ée ici est un artefact dû à la discrétisation de l'image en

carrés de 256� 256 pixels.



En réalité la transformation du b oulanger est ap ério dique et conduirait à un mélange

parfait de l'image si celle-ci était non discrétisée.

D'un p oin t de vue mathématique, le mélange plus ou moins grand pro v o qué par la trans-

formation f est décrit par un nom bre app elé � en tropie top ologique � . V oici une dé�nition

précise, due à Bo w en et Dinaburg.

Dé�nition. Soit (X; d ) un esp ac e métrique c omp act et f : X ! X une applic ation

( supp osé e en génér al c ontinue ) . On dé�nit une nouvel le distanc e dn en p osant

dn (x; y) = max f d(f [i ](x); f [i ](y)) : 0 � i < n g:

On app el le N (n; " ) le nombr e maximum de p oints de X qui sont à des distanc es mu-

tuel les � " p our dn . A lors l'entr opie top olo gique de f est dé�nie c omme étant le nombr e

htop (f ) = lim
" ! 0

�
lim sup

n !1

1
n

logN (n; " )
�

:

Dans le cas où la transformation f est p ério dique de p ério de n0 , le nom bre N (n; " ) ne

croît plus quand n � n0 et on v oit donc que htop (f ) = 0 . In tuitiv emen t, f n'en traîne

alors ni mélange ni p erte d'information quand le nom bre n d'itérations tend v ers + 1 .

À l'atten tion des exp erts, nous v oudrions signaler que l'en tropie top ologique est liée à des

in v arian ts top ologiques imp ortan ts de la transformation f . V oici les deux résultats les

plus signi�catifs dans cette direction.

Inégalité de Y omdin. Si f est une tr ansformation C1
d'une variété c omp acte X alors

htop (f ) � log � (f � )

où � (f � ) est le r ayon sp e ctr al de la tr ansformation liné air e induite en homolo gie

f � : H � (X; R) ! H � (X; R)

c'est-à-dir e sa plus gr ande valeur pr opr e, c omme endomorphisme de l'esp ac e ve ctoriel de

dimension �nie H � (X; R) .

Égalité de Gromo v-Y omdin. Si f est une tr ansformation algébrique d'une variété

pr oje ctive c omplexe X , on a l'é galité :

htop (f ) = log � (f � ):

Logiciel utilisé :

La transformation du b oulanger a été calculée et illustrée au mo y en du programme Ja v a

transfo.jar disp onible sur la page � Les transformations bijectiv es d'images � par Jean-

P aul Delaha y e et Philipp e Mathieu, à l'URL

http://www2.lifl.fr/ ~ mathieu/transform/



Flots de c hamps de v ecteurs

L'étude de l'év olution de systèmes ph ysiques au cours du temps se ramène très fréquem-

men t à l'étude d'équations di�éren tielles p ortan t sur des paramètres dép endan t du

temps t . P our un système ph ysique complexe, il y a en général un grand nom bre de

paramètres (p osition des particules, temp érature, pression, : : :).

T rès souv en t, l'équation di�éren tielle à étudier fait in terv enir des dériv ées d'ordre sup é-

rieur à un. C'est presque toujours le cas en mécanique, puisque la relation fondamen tale de

la dynamique met en jeu l'accélération 
 = d2x=dt2
. Dans cette situation, il est toujours

p ossible de se ramener à un système d'équations di�éren tielles d'ordre 1 en augmen tan t

le nom bre de paramètres : dans le cas de l'accélération par exemple, il su�t d'in tro duire

la vitesse v = dx=dt comme paramètre supplémen taire, ce qui transforme une équation en

t , x , dx=dt, dx2=dt2 en un système d'équations p ortan t seulemen t sur t , x , v , dx=dt = v
et dv=dt.

De manière générale, d'un p oin t de vue mathématique, on est ramené à l'étude d'un

espace de phase 
 qui est (lo calemen t au moins) un domaine d'un espace Rn
a v ec n assez

grand, et une équation d'év olution de la forme

��!
dM
dt

=
�!
V (M ); M = ( x1; : : : ; xn ) 2 


dans cet espace de phases, où M 7!
�!
V (M ) , 
 ! Rn

est ce qu'on app elle un c hamp de

v ecteurs sur l'espace 
 . Autremen t dit, on doit étudier un système di�éren tiel de la forme

(S)

8
>>><

>>>:

dx1

dt
= V1(x1; : : : ; xn )

: : :
dxn

dt
= Vn (x1; : : : ; xn ):

Le cas où le c hamp

�!
V (M ) dép end lui aussi du temps se ramène aussi à ce formalisme en

in tro duisan t la v ariable supplémen taire xn +1 = t (a v ec l'équation éviden te dxn +1 =dt = 1 ).

D'un p oin t de vue mathématique, toutes les équations di�éren tielles dép endan t de la

seule v ariable temp orelle se ramènen t donc à des systèmes du t yp e (S) précéden t, aux

notations près. Le p oin t M = ( x1; : : : ; xn ) doit être vu ici comme une description de

l'état du système. Étan t donné un état M 0 , il est particulièremen t imp ortan t de com-

prendre ce qui se passe au v oisinage : le théorème dit de Cauchy-Lipschitz a�rme que

si les fonctions Vj (M ) son t di�éren tiables et de dériv ées b ornées, il existe toujours une

solution unique M (t) telle que M (0) = M 0 sur un certain in terv alle de temps ] � a; a[
con tenan t 0 : on p eut donc prédire exactemen t l'év olution sur un p etit in terv alle de temps

v ers le futur, et calculer aussi les états an térieurs à partir de l'état conn u en t = 0 . De

manière surprenan te, si les fonctions Vj ne son t que con tin ues, l'état du système p eut

être imprédictible, comme on le v oit déjà a v ec l'équation dx=dt = 2
p

jxj qui admet deux

solutions x(t) = 0 et x(t) = t2
partan t du même état initial x(0) = 0 !

L'étude qualitativ e des solutions lo cales du système (S) dép end b eaucoup de la v aleur du

v ecteur

�!
V (M 0) dans l'état initial.



Premier cas :

�!
V (M 0) 6= �! 0 . Dans ce cas, l'angle en tre

�!
V (M ) et

�!
V (M 0) tend v ers 0

quand M tend v ers 0. P ar conséquen t, les tangen tes aux lignes in tégrables son t sensible-

men t parallèles les unes aux autres dans un p etit v oisinage de M 0 . Un tel p oin t M 0 est

dit régulier :

M

M 0 �!
V (M )

�!
V (M 0)

On p eut démon trer dans cette situation qu'il existe lo calemen t un c hangemen t de co or-

données (x i ) 7! (X i ) dans l'espace des phases 
 , qui ramène le système (S) à celui dé�ni

par un c hamp constan t : les tra jectoires son t donc simplemen t des droites parallèles par-

courues à vitesse uniforme (mais seulemen t dans les nouv elles co ordonnées, pas dans les

anciennes). L'étude lo cale est donc en fait extrêmemen t simple dans ce cas.

Deuxième cas :

�!
V (M 0) = �! 0 . On v oit alors facilemen t sur des exemples qu'il y a

plusieurs con�gurations géométriques p ossibles p our le c hamp des tangen tes, ceci déjà en

dimension 2 :

�!
V

�
x
y

�
=

�
x
y

�
�!
V

�
x
y

�
=

�
x

� y

�
�!
V

�
x
y

�
=

�
� y
x

�

Si

�!
V (M 0) = �! 0 , on dit que M 0 est un p oint singulier du c hamp de v ecteurs. Un tel

p oin t donne évidemmen t une solution constan te M (t) = M 0 de (S) , ce qui corresp ond

ph ysiquemen t à un � état d'équilibre � . Cep endan t, il y a toujours de p etites imprécisions

dans la description d'un système ph ysique, on est donc amené à se demander ce qui se

passe p our des états év oluan t à partir d'un état initial très pro c he de M 0 .

On v a étudier ici assez précisémen t ce qui se passe en dimension 2.



Après translation év en tuelle des co ordonnées, on p eut supp oser M 0 = (0 ; 0) . On a alors

par h yp othèse V1(0; 0) = V2(0; 0) = 0 , de sorte que le système di�éren tiel p eut se récrire

8
>><

>>:

dx
dt

= V1(x; y) = ax + by+ o(jxj + jyj)

dy
dt

= V2(x; y) = cx + dy + o(jxj + jyj):

(en notan t les co ordonnées (x; y) plutôt que (x1; x2) ). Si on in tro duit la matrice

A =
�

a b

c d

�
=

�
@V1=@x(0; 0) @V1=@y(0; 0)

@V2=@x(0; 0) @V2=@y(0; 0)

�
:

le système di�éren tiel (S) p eut être appro ximé près de (0; 0) par le système liné air e

(S1)
dM
dt

= AM

on dit que (S1) est une appr oximation liné air e de (S) . En général, si le p oin t singulier

est non dé génér é , c'est-à-dire si det A 6= 0 , les solutions de (S1) constituen t une b onne

appro ximation des solutions de (S) au v oisinage de (0; 0) � du moins si la matrice A n'est

pas trop particulière.

Le gros a v an tage est qu'on connaît explicitemen t les solutions d'un tel système linéaire �

quelle que soit la dimension d'ailleurs � elles son ts données par M (t) = etA M 0 où etA
est

l'exp onen tielle matricielle.

Lorsque la matrice A est diagonalisable a v ec toutes ses v aleurs propres réelles ou com-

plexes, disons

A =

0

B
B
@

� 1 0 : : : 0
0 � 2 : : : 0

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 � n

1

C
C
A

dans les nouv elles co ordonnées X i , les solutions son t données simplemen t par

X i (t) = e� i t X i; 0:

Le comp ortemen t dép end alors de manière cruciale du signe de la partie réelle de ces

v aleurs propres : si Re� i < 0, la co ordonnée X i v a con v erger v ers � l'état d'équilibre �

X i = 0 , tandis que si Re� i > 0, toute p etit écart initial X i; 0 par rapp ort à la p ostion

d'équilibre X i = 0 �nira par en traîner une très grande déviation (le cas Re� i = 0 est

indéterminé, comme on le v erra plus loin).

La stabilité est donc essen tiellemen t liée au signe des v aleurs propres du système linéarisé

près d'un p oin t critique. On p eut démon trer le théorème imp ortan t suiv an t :

Théorème. Pour qu'un système di�ér entiel (S) :
��!
dM=dt =

�!
V (M ) p ossè de un état d'é qui-

libr e stable M 0 ( en un p oint singulier M 0 tel que

�!
V (M 0) = �! 0 ) , il su�t que la matric e

A =
�
@Vi =@xj (M 0)

�
asso cié e au système liné arisé ait toutes ses valeurs pr opr es c omplexes

� i de p artie r é el le Re� i strictement né gative.



Cas d'un c hamp linéaire de v ecteurs en dimension 2

P our �xer les idées nous allons donner la représen tation graphique des solutions de tous

les systèmes linéaires non dégénérés de dimension 2, donc des systèmes du t yp e

(S)
dM
dt

= AM;

8
><

>:

dx
dt

= ax + by

dy
dt

= cx + dy
où A =

�
a b
c d

�
; det(A) = ad � bc6= 0 :

La discussion dép end de manière essen tielle de ce que son t les v aleurs propres � 1 , � 2 .

(a) Les v aleurs propres � 1; � 2 de A son t réelles.

� Supp osons de plus � 1 6= � 2 . Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Après

c hangemen t de base on p eut supp oser

A =
�

� 1 0

0 � 2

�

et le système se réduit à

8
>><

>>:

dx
dt

= � 1x

dy
dt

= � 2y

de solution

�
x(t) = x0e� 1 t

y(t) = y0e� 2 t ;

de sorte que les courb es in tégrales son t les courb es

y = Cjxj � 2 =� 1 ; C 2 R

et la droite d'équation x = 0 . Distinguons deux sous-cas :

� � 1; � 2 de même signe et, disons, j� 1j < j� 2j . On a alors � 2=� 1 > 1. On dit qu'on a

a�aire à un n÷ud impr opr e :

x

y

x

y

0 < � 1 < � 2

n÷ud impropre instable

� 2 < � 1 < 0

n÷ud impropre stable



� � 1; � 2 de signes opp osés, par exemple � 1 < 0 < � 2 . Il s'agit d'un c ol (toujours instable) :

x

y

� Les v aleurs propres son t confondues : � 1 = � 2 = � . Deux cas son t p ossibles :

� A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les courb es in tégrales son t données

par �
x(t) = x0e�t

y(t) = y0e�t ;
ce son t les droites y = �x et x = 0 . On dit qu'on a a�aire à un n÷ud pr opr e :

x

y

x

y

� > 0

N÷ud propre instable

� < 0

N÷ud propre stable

� A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le

système s'écriv en t

A =
�

� 0
1 �

�
;

8
>><

>>:

dx
dt

= �x

dy
dt

= x + �y:

Le courb es in tégrales son t données par

(
x(t) = x0e�t

y(t) = ( y0 + x0t)e�t :



Comme toute courb e in tégrale a v ec x0 6= 0 passe par un p oin t tel que jx(t)j = 1 , on

obtien t toutes les courb es in tégrales autres que x = 0 en prenan t x0 = � 1, d'où

8
><

>:

t =
1
�

ln jxj

y = y0jxj +
x
�

ln jxj

On dit qu'il s'agit d'un n÷ud exc eptionnel . P our construire les courb es, on tracera par

exemple d'ab ord la courb e y = x
� ln jxj passan t par (x0; y0) = ( � 1; 0) . T outes les autres

s'en déduisen t par homothéties.

x

y

x

y

� > 0

N÷ud exceptionnel instable

� < 0

N÷ud exceptionnel stable

(b) Les v aleurs propres de A son t non réelles.

On a des v aleurs propres complexes conjuguées � + i� , � � i� a v ec disons � > 0, et il

existe une base dans laquelle la matrice A et le système s'écriv en t

A =
�

� � �

� �

�
;

8
>><

>>:

dx
dt

= �x � �y

dy
dt

= �x + �y:

La manière la plus rapide de résoudre un tel système est de p oser z = x + iy . On trouv e

alors

dz
dt

= ( � + i� )x + ( � � + �i )y = ( � + i� )(x + iy ) = ( � + i� )z;

de sorte que la solution générale est

z(t) = z0e( � + i� ) t = z0e�t ei�t :

En co ordonnées p olaires z = rei�
, l'équation devien t

�
r = r 0e�t

� = � 0 + �t
; soit r = r 0e

�
� ( � � � 0 )

:



Il s'agit d'une spirale logarithmique si � 6= 0 et d'un cercle si � = 0 (noter que ce cercle

donne en général graphiquemen t une ellipse car la base utilisée ci-dessus n'est pas néces-

sairemen t orthonormée). On dit alors que le p oin t singulier est un foyer , resp ectiv emen t

un c entr e :

� > 0

F o y er instable

� < 0

F o y er stable

� = 0

Cen tre

Si � 6= 0 , le rapp ort d'homothétie de deux spires consécutiv es de la spirale est e2��=�
.

Comme on le v oit, la description de la situation en dimension 2 est toujours très simple.

C'est là un fait général, qui résulte du théorème dit de P oincaré-Bendixson :

Théor � eme de P oincaré-Bendixson. Soit M 7!
�!
V (M ) un champ de ve cteurs de classe

C1
dans un ouvert 
 du plan. On supp ose qu'il existe une p artie fermé e b orné e K � 


ne c ontenant aucun zér o du champ de ve cteurs

�!
V et stable p ar l'é quation d'évolution en

temps t � 0 [hyp othèse qui implique en p articulier que les c ourb es inté gr ales sont dé�ni

p our tout p oint initial (x0; y0) 2 K et tout t � 0 ]. A lors K est c onstitué d'une r éunion

d'orbites p ério diques du �ot.
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Le système di�éren tiel de Lorenz (1963)

Con trairemen t à ce qui se passe en dimension 2, les systèmes di�éren tiels d'év olution

p euv en t dès la dimension 3 donner lieu à des situations géométriques très compliquées et

à des comp ortemen ts essen tiellemen t � c haotiques � .

Nous allons illustrer ceci par un système di�éren tiel célèbre, app elé système de L or enz .

Il s'agit dans l'espace 
 = R3
du système di�éren tiel non linéaire

(S)

8
>>>>>><

>>>>>>:

dx
dt

= 10( y � x)

dy
dt

= 28x � y � xz

dz
dt

= xy �
8
3

z:

V oici quelques représen tations graphiques des tra jectoires (nous a v ons extrait les im-

ages de l'exp osé d'Étienne Gh ys au Congrès In ternational des mathématiciens de Madrid

(2006)) : on obtien t ce qu'on app elle l'attracteur de Lorenz, qui a une structure fractale.

La complexité de ces tra jectoires est très grande. En particulier, les tra jectoires p ério-

diques formen t des n÷uds, et il apparaît des n÷uds de di�éren ts t yp es.



V oici quelques illustrations de n÷uds apparaissan t au sein des tra jectoires :

Un problème particulièremen t in téressan t étudié par Gh ys est de classi�er tous les t yp es

de n÷uds p ouv an t apparaître dans l'attracteur de Lorenz, et ensuite, de déterminer la

façon don t ils p euv en t s'enlacer :

Il est surprenan t de constater que du c haos émerge tout de même certaines formes d'ordre

extrêmemen t complexes, corresp ondan t à des situations mathématiques très ric hes : : :
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