Bull. Sc. math., 2° série,
103, 1979, p. 179-191.
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RESUME. — Dans cet article, nous démontrons un théoréme d’extension trés précis
pour les fonctions holomorphes sur la surface S de C? d’équation e* + ¥ = 1. Nous
en déduisons que les fonctions 4 croissance polynomiale sur S sont des restrictions de
polyndmes sur C? et que les fonctions méromorphes & fibres finies sont constantes.
En particulier, les fonctions holomorphes bornées sur § sont constantes.

ABSTRACT. — Holomorphic functions with polynomial growth on the curve defined
bye* +e" = 1.

In this paper, we prove a very precise extension theorem for holomorphic functions
on the curve S defined by e* + ¥ = 1 in C2. Then we show that holomorphic functions
with polynomial growth on § are restrictions of polynomials on C2, and that mero-
morphic functions with finite fibres are constant. Especially, we prove that holomorphic
bounded functions on S are constant.

Introduction

Dans un article récent [2], L. A. RUBEL, W. A. SQUIRES et B. A. TAYLOR
ont démontré que si f, f5, ..., fy, 7 = 3, sont des fonctions méromorphes
non constantes dans le plan, I’hypersurface S de C" d’équation

fiz)+ ...+ £,(z)=0

est irréductible.

Un probléme naturel, soulevé par les auteurs de [2], est de savoir si S
est de Liouville, c’est-a-dire si toute fonction holomorphe bornée sur S
est constante.

(*) Texte présenté par P. MALLIAVIN, regu le 4 octobre 1978,
Jean-Pierre DEMAILLY, Ecole normale supérieure, 45 rue d’Ulm, 75230 Paris Cedex 05.
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180 J.-P. DEMAILLY

La réponse est positive, comme on le voit facilement, lorsque 'une des f;
est rationnelle.

Dans ce travail, nous monirons que la réponse est encore positive pour
la surface réguliére S d’équation e*+¢” = 1 (qui est connexe en tant que
surface de Riemann de la fonction y = Log (1 —¢€%)), et plus précisément
qu’une fonction & croissance polynomiale sur S est la restriction d’un
polyndme de deux variables de degré correspondant.

La démonstration consiste, dans un premier temps, a étendre les fonctions
de S en des fonctions entiéres, dont on contréle la croissance grice aux
techniques d’HORMANDER [1]. Dans un deuxiéme temps, on utilise le fait
que S est « voisine » de la surface e*+¢” = 0, qui est réunion de droites
complexes; le théoréme de Liouville permet d’exploiter les propriétés de
croissance précédemment établies, et de montrer qu’une fonction fsur S a
croissance polynomiale est la restriction a S d’un polyndme sur C?,

Ce résultat entraine aisément qu’il n’existe pas sur S de fonction méro-
morphe 2 fibres finies. On en déduit en particulier que S n’est pas isomorphe
3 un ouvert dune courbe algébrique, et plus généralement, que S ne peut
s’obtenir & partir de la sphére de Riemann P! (C) par constructions succes-
sives de revétements ramifiés a fibres finies (¢f. paragraphe 2).

Je remercie vivement M. Henri SKopA de m’avoir soumis ce sujet de
recherches, et d’avoir beaucoup contribué par ses remarques a améliorer
la clarté de ’exposé. Aprés avoir terminé ce travail, nous avons appris
récemment que I. WAkABAYASHI (Tokyo Noko University) a également
démontré que la surface S est de Liouville, par une méthode complétement
différente.

1. Extension des fonctions holomorphes sur S avec contréle de la croissance

THEOREME 1. — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans C? telle que
) lo(z)—0()| <4 si |z—z'|<1, z2'eC
Pour toute fonction holomorphe f sur S vérifiant avec une constante C > 0
If(z)ISCe"’(z), Z€eS,
il existe une fonction entiére F, égale a f sur S, telle que
|F{z)| <10*Ce*(1+]|z])°(1+] e +e’|) e,
z = (x, y)eC? |z|> =|x|*+|y|%

ou
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Démonstration. — Le principe en est classique, mais la nécessité (pour
le paragraphe 2) d’obtenir trés précisément le facteur 1+| e*+e¥ l dans la
majoration du théoréme 1 rend la démonstration particuliérement technique.
Pour la commodité du lecteur, la démonstration a été découpée en quatre
étapes.

Etape 1 : extension locale de f.
On désigne par U;, U, les ouverts de C* :

U1={(x,.v);Rex<1etle"+e”-—~1i<%},
Uz={(x,y);Rex>0 et|e"+e”—1|<%]e"|}
-x  y-x 1
={(x,y);Rex>Oet|e — —1|<i},

£ se prolonge en une fonction f; holomorphe sur U;, j = 1,2, de la maniére
suivante (on appelle Log la détermination du logarithme complexe sur
C—]—o0, 0] telle que Logl = 0) :

f1(x, y) = f(x—Log(e*+¢"), y—Log(e"+¢’))  pour (x,y)eUy,
2 f2(x, y) = f(x+Log(e™* =", y)  pour (x,y)eU,.
Il est immédiat que fy et f, coincident avec f sur S.

Etape 2 : construction d’une partition de Iunité.

Soit y une fonction de classe C® définie sur R telle que 0 < x < I,

() =1 pour £<41L’
d
x() =0 pour t>£, et -ﬂﬁéﬁ
3 dt |

On pose ()= 1 (Rex).z(|&+e—1))

Y2 (2) = (1 —x(Rex).x(]e =" —1]).

Les supports de V,, ¥, sont respectivement contenus dans U, et U,, et
on a ._
0<V;{(2)+V,(2) K x(Rex)+1—yRex) < 1.

De plus r; +V, = 1 sur le voisinage ouvert

V= {(x, yye C?; \e’“—}—e"—l] < i} de S.

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES



182 J.-P. DEMAILLY

Soit en effet (x, y)e V;
st Rex < 1/4, on a

si Rex >0, on a q

s

4
V; =x(Rex), Y, =1-—y(Rex).

On remarque également que \,, \, sont de classe C*®, et que les différen-
tielles d{r;, d\r, sont bornées.

Pour montrer ce dernier point, on utilise les majorations

le_x—ey—x—ll <1|e_x| <
dPoil 4

|e*| <e, [e”|<§+e sur Uy,
- _ 5
le™| <1, |&7F| <> sur U,
2
On a
d; =1 (Rex)d(Rex).x(|e+e'—1])
+x(Rex)x’(|ex+e”——1|)d|e"+e"—-l|,
avec Lo
d|ex+e”—1| =Re(—]~i—_(exdx+e”dy)), '
ef+ef—1
donc

| AV | < |0 Rex)|+]x (|€+&—1]) | (| e ]*+ | [P,

en normes euclidiennes usuelles pour les formes.

|V, | < 13(1+ \/e2+ (; —I—e)2) < 70,

et on montrerait de méme [d\lfz | < 70,

On a ainsi

A fortiori on a
(3) |oy; | <70,  |av,] < 70.

Etape 3 : recherche de F et majorations.

Cherchons la fonction entiére F sous la forme

F=fiVi+fV,—(e"+—Du,

avec ue C* (C?).
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F coincide par construction avec f sur S, et la condition d’holomorphie
OF = 0 équivaut a ou = h, ol & est la forme de bidegré (0, 1) :

p_ J1OVit 200

4)
e“+e—1

h est de classe C® en dehors de S, et sur le voisinage ¥V de S, on a
o, +oy, = 0, d’ou

(5) h=_J1 J2 f f2 6\]] f fl a¢2’
e"+e’—1 e*+e’—

avec f,—f, = O sur S A U, n U,, par suite & est de classe C*® sur C? tout
entier.

D’aprés (1) et (2), on a
| fi(@»]|<Ce'e®® sur U,
compte tenu de ce que
\/§|Log(e"+e”)| <./2Log2 <1 sur Uy,
et |Log(e™*—¢"™™)| <Log2 <1 sur U,.

Il en résultera une majoration du type | A | < C;e® @, ol C; est une
constante a déterminer.

En dehorsde Vona | e*+e’—1 [ > 1/4, et d’aprés (3), (4) il vient sur | ¥:
(6) |h| <4.70(] f1|+]| f2]) < 560Ce e,

Pour ze V, on peut supposer zesupp V; nsupp,,donc 1/4 < Rex < 1/3,
sinon 4 (z) = 0 d’aprés (5).
x étant fixé tel que 1/4 < Re x < 1/3, la fonction

fz—fl
ef+ed—1
est holomorphe en y pour
« 1
lef+e’—1| <.
2
Pour !
<|ef+e—1] <§,
on a
(7N fam i Szce" AR

e+ef—1  p
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L’ensemble

3

{yeC;|e+&—1|<p}, pour p<|l—e¢”

est une réunion de translatées modulo 2 i © Z de la partie compacte

K.={yeC;|e"+—1|<p, |[Imy—Arg(l—€)| < n},
dont le diamétre est majoré par
2Log .
1—-p/|1-e"|
: x ex+€y"'1
puisque y = Log(1—e’)+Log( 1+———0- ) ).
—e
Comme
|ex—11>e1/4—1>1+_1_=_9_,
4 32 32

le choix p = 1/10 entraine

diam K, < 2Log;§ <1;

le principe du maximum donne alors pour tout y tel que | e +e’—1 | s p:

f2(2)—f1(2)
e+e’—1

(8)

f2(2) = f1(2)

e+ —1

S SUP/=(x, ), | 3" =y | <1,|ex+e¥'=1] =p

A ’
g?e Sup{z'—zl <1e‘P(Z)

<20Ce* e,
On a donc (¢f. (3), (5), (6), (7) et (3)) :
) | h| <1400 Ce**e® .

Etape 4 : résolution du 0.
LEMME 1 (HORMANDER [1], p. 94, théoréme 4.4.2, et régularité du & en
bidegré (0, 0)). — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans un domaine

pseudo-convexe Q, et he Cg, (Q) une forme de bidegré (0, 1) telle que

oh=0 et j |h|>e™®dh < co.
Q
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