
Topo B 2013-2014 Feuille d'exer
i
es 9

Exer
i
e 1. Soit f : [0, 1] → R une fon
tion 
ontinue. On suppose que

∫ 1

0
f(x)xn dx = 0 pour tout

n ∈ N. Montrer à l'aide du théorème de Weierstrass que f = 0.

Exer
i
e 2. Soit H un espa
e de Hilbert et {en}n∈N un système orthonormé dénombrable. Montrer que

{en}n∈N n'est pas une base de H [Indi
ation : 
onsidérer (par exemple) la série

∑∞
0 2−nen℄.

Exer
i
e 3. Soit E = C([0, 1]) l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [0, 1] à valeurs réelles muni

de la norme de la 
onvergen
e uniforme ||f ||∞ = supx∈[0,1] |f(x)|.

a) (E, ||.||∞) est-il un espa
e ve
toriel normé 
omplet ?

Soient K : [0, 1] × [0, 1] → R une fon
tion 
ontinue et L : E → E l'appli
ation linéaire dé�nie par

L(f)(x) =

∫ x

0
K(x, t)f(t)dt.

b) Montrer qu'il existe k > 0 tel que ||L(f)||∞ ≤ k||f ||∞ pour tout f ∈ E.


) Montrer qu'il existe un entier p > 0 tel que l'appli
ation Lp
(L 
omposée p fois) soit 
ontra
tante.

d) En déduire que si h ∈ E est donnée, il existe f ∈ E unique solution à l'équation fon
tionnelle

f(x) =

∫ x

0
K(x, t)f(t)dt+ h(x).

e) On 
onsidère le 
as K(x, t) = xt et on suppose que h est de 
lasse C2
, déduire de d) l'existen
e d'une

solution f à l'équation di�érentielle f ′′(x)− x2f ′(x)− 3xf(x) = h′′(x).

Exer
i
e 4. Soit P = R
2
le plan muni de la norme ||.||∞ et E = P 3 = R

6
muni de la norme ||.||∞.

On 
onsidère f : E → E dé�nie par f(x, y, z) =
1

2

(

y + z, x+ z, x+ y
)

et g = f − id.

1) Montrer que g ◦ f = −
1

2
g.

Soit pour u0=(x0, y0, z0)∈E donné, la suite (un)=(xn, yn, zn) de E dé�nie par u0 et un+1=f(un),∀n.

2) En 
onsidérant la série de terme général vn=un+1−un, montrer que la suite (un) 
onverge vers w ∈ E.

3) Montrer que w=(x, y, z) ave
 x=y=z=
1

3

(

x0, y0, z0
)

.

4) On note Tn le domaine triangulaire fermé de sommets xn, yn, zn ∈ P . Retrouver le résultat pré
édent

en 
onsidérant la suite des parties Tn ⊂ P .

Exer
i
e 5. Soit E l'espa
e ve
toriel des suites réelles u = (un) bornées, et F le sous espa
e ve
toriel

des suites u telles que

∑

|un| 
onverge. Pour u ∈ E, on pose ||u||∞ = supn|un|, et pour u ∈ F , on pose

||u||1 =
∑

|un|. On �xe a ∈ E, et on 
onsidère l'appli
ation f : E → E qui envoie u sur au = (anun)n.

1) Montrer que f est une appli
ation linéaire 
ontinue et 
al
uler sa norme.

2) Montrer que l'espa
e E n'est pas un Hilbert.

3) Montrer que f(F ) ⊂ F , et 
al
uler la norme de la restri
tion f|F par rapport à la norme || ||1 sur F .

Exer
i
e 6. Soit E = C([0, 1]) l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [0, 1] à valeurs réelles muni

de la norme ||f ||1 =
∫ 1
0 |f(t)| dt. L'endomorphisme L : E → E dé�ni par L(f)(t) = t2f(t).

Montrer que |||L||| = 1/2 [pour une fon
tion f ∈ E, on introduira F (t) =
∫ t

0 |f(u)| du)℄.

Exer
i
e 7. On note E l'espa
e ve
toriel réel des fon
tions 
ontinues de [0, 1] dans R. On le munit de

la norme de la 
onvergen
e uniforme ‖ · ‖∞.

1) Montrer que l'appli
ation ϕ : f ∈ E 7→
∫ 1
0 f(t) dt ∈ R est 
ontinue.

2) Montrer que l'ensemble X = {f ∈ E | 1 <
∫ 1
0 f(t) dt < 3} est ouvert.

3) Donner son adhéren
e X et sa frontière.

4) Montrer que X n'est pas 
ompa
te [Indi
ation : on pourra montrer que la partie X n'est pas bornée

en exhibant une suite non bornée de fon
tions de X℄.

5) Est-
e que la partie J = X ∩ {f ∈ E | ‖f‖∞ ≤ 42} est 
ompa
te ?



Exer
i
e 8. On 
onsidère E = C([0, 1],R) l'espa
e des fon
tions 
ontinue sur [0, 1] à valeurs réelles et

sur E les normes ‖.‖∞ et ‖.‖1 dé�nies par ‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)| et ‖f‖1 =
∫ 1
0 |f(x)|dx.

1) Montrer que l'appli
ation identique id : (E, ‖.‖∞) → (E, ‖.‖1) est 
ontinue bije
tive mais que sa

ré
iproque n'est pas 
ontinue.

2) Montrer qu'il existe une unique fon
tion f ∈ E telle que sin(f(x))−2f(x)+2 = 0 pour tout x ∈ [0, 1].

Exer
i
e 9. Soit E = l∞ = {(un)n∈N, un ∈ R, supn∈N |un| < ∞} l'espa
e des suites bornées de réels

muni de la norme sup ||(un)||∞ = supn∈N |un|.

Montrer que dans (E, ||.||∞) la boule fermée B(0, 1) n'est pas 
ompa
te en 
onsidérant la suite (xn) ∈ E
où pour n �xé (xn) est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le nième qui vaut 1.

Exer
i
e 10. Soit E = C0([0, 1],R) muni de la norme ‖.‖∞. On dé�nit pour toute fon
tion f ∈ E,

T (f)(t) =

∫ t

0

(
∫ x

0
uf(u)du

)

dx .

Montrer que T est 
ontra
tante de E dans E.

En déduire que l'équation di�érentielle f ′′(t)− tf(t) = 0 admet une unique solution f telle que

f ′(0) = f(0) = 0 et qu'il s'agit de la fon
tion nulle.

Exer
i
e 11. Soit E un espa
e ve
toriel normé 
omplet. Soit f : E −→ E. On suppose qu'il existe p ∈ N

tel que fp
(p-ième itérée de f ) soit 
ontra
tante. Montrer que f admet un unique point �xe.

Exer
i
e 12. Soit φ ∈ C0[0, 1] non identique à 1 et α ∈ R. On veut montrer qu'il existe une unique

solution f ∈ C1([0, 1]) de l'équation fon
tionnelle f(0) = α, f ′(x) = f(φ(x)) .

Soit E = C0[0, 1] muni de ‖.‖∞ et T : E −→ E dé�ni par T (f) = g où g(x) = α +

∫ x

0
f(φ(t)) dt .

Montrer que T 2
est 
ontra
tante. Utiliser l'exer
i
e pré
édent et 
on
lure.

Exer
i
e 13. Soit E l'ensemble des suites u = (un)n∈N de nombres réels de 
arré sommable muni du

produit s
alaire < u|v >=
∑

n∈N unvn. On note C le sous-ensemble des suites positives ou nulles.

1) Démontrer que E est 
omplet.

2) Démontrer que C est un 
onvexe fermé de E.

3) Soit u ∈ E, déterminer la proje
tion Pu de u sur C.

4) Véri�er que pour tout v ∈ C, < u− Pu|v − Pu >≤ 0.


