Topo B 2013-2014 Feuille d’exercices 9

Exercice 1. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On suppose que / f(x)x" dx = 0 pour tout
0

n € N. Montrer a ’aide du théoréme de Weierstrass que f = 0.

Exercice 2. Soit H un espace de Hilbert et {e;, },en un systéme orthonormé dénombrable. Montrer que
{€en}nen nest pas une base de H [Indication : considérer (par exemple) la série Y ;° 27",

Exercice 3. Soit E = C(]0, 1]) I’espace des fonctions continues sur 'intervalle [0, 1] & valeurs réelles muni
de la norme de la convergence uniforme || f|[oc = supycp 1 |f(2)].

a) (E,||-]|oc) est-il un espace vectoriel normé complet ?

Soient K : [0,1] x [0,1] — R une fonction continue et L : E — E Dapplication linéaire définie par
xT

L@ = [ Ko

b) Montrer qu'il existe k > 0 tel que ||L(f)||co < k||f||co POur tout f € E.

¢) Montrer qu’il existe un entier p > 0 tel que Papplication LP (L composée p fois) soit contractante.

d) En déduire que si h € E est donnée, il existe f € E unique solution & I’équation fonctionnelle
f(x) / K(x,t)f(t)dt + h(z).
0

e) On considére le cas K (x,t) = xt et on suppose que h est de classe C2, déduire de d) Pexistence d'une
solution f a I’équation différentielle f”(x) — 2 f'(x) — 3z f(x) = h"(z).

Exercice 4. Soit P = R? le plan muni de la norme ||.||oc et E = P3 = R muni de la norme ||.|]so-

1
On considére f : E — E définie par f(z,y,2) = §(y+z,x+z,w+y) et g = f —id.
1

1) Montrer que go f = —59-

Soit pour ug = (xo, Yo, z0) € £ donné, la suite (uy,)=(xn,Yn, 2,) de E définie par ug et u,+1=f(uy), Vn.

2) En considérant la série de terme général v,, =, 41—u,, montrer que la suite (u,,) converge vers w € E.

1
3) Montrer que w=(z,y, z) avec x:y:z:g(xo,yo, Zo).

4) On note T;, le domaine triangulaire fermé de sommets z,,, y,, z, € P. Retrouver le résultat précédent
en considérant la suite des parties T, C P.

Exercice 5. Soit E l'espace vectoriel des suites réelles u = (u,,) bornées, et F' le sous espace vectoriel
des suites u telles que ) |u,| converge. Pour u € E, on pose ||u||« = sup,|u,|, et pour u € F, on pose
[lull1 = > |un|. On fixe a € E, et on considére 'application f : E — E qui envoie u sur au = (apy ).

1) Montrer que f est une application linéaire continue et calculer sa norme.
2) Montrer que ’espace E n’est pas un Hilbert.

3) Montrer que f(F) C F, et calculer la norme de la restriction fjp par rapport a la norme || [|; sur F.

Exercice 6. Soit £ = C(]0, 1]) I’espace des fonctions continues sur 'intervalle [0, 1] & valeurs réelles muni
de la norme ||f]}; = fol |f(t)|dt. L’'endomorphisme L : E — E défini par L(f)( ) = t2f(t).

Montrer que |||L||| = 1/2 [pour une fonction f € E, on introduira F(¢ fo |f(w)| du)].

Exercice 7. On note F 'espace vectoriel réel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On le munit de
la norme de la convergence uniforme || - ||so-

1) Montrer que l'application ¢: f € E — fo t)dt € R est continue.
2) Montrer que 'ensemble X = {f € E|1< fo t)dt < 3} est ouvert.
3) Donner son adhérence X et sa frontiére.

4) Montrer que X n’est pas compacte [Indication : on pourra montrer que la partie X n’est pas bornée
en exhibant une suite non bornée de fonctions de X]|.

5) Est-ce que la partie J = X N{f € E| || f|loo < 42} est compacte?



Exercice 8. On considére E = C([0,1],R) Pespace des fonctions continue sur EO, 1] a valeurs réelles et
sur E les normes ||| et [|.[1 définies par || f[lco = supgepoqy [f(2)] et [ flli = [y [f(2)|dz.

1) Montrer que lapplication identique id : (E,|.||cc) — (E,||.]|1) est continue bijective mais que sa
réciproque n’est pas continue.

2) Montrer qu’il existe une unique fonction f € E telle que sin(f(z)) —2f(x)+2 = 0 pour tout = € [0, 1].

Exercice 9. Soit £ = I = {(up)nen, un € R,sup,cy |un| < oo} lespace des suites bornées de réels
muni de la norme sup ||(up)||oo = SUP, ey [Un.

Montrer que dans (F, ||.||s) la boule fermée B(0,1) n’est pas compacte en considérant la suite (x,) € E
ou pour n fixé (z,,) est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le niéme qui vaut 1.

Exercice 10. Soit £ = C°([0, 1], R) muni de la norme ||.|s. On définit pour toute fonction f € F,

T(F) () = /Ot (/0 uf(u)du> do

Montrer que T est contractante de E dans F.
En déduire que I’équation différentielle f”(t) — tf(¢t) = 0 admet une unique solution f telle que
1(0) = f(0) = 0 et qu'il s’agit de la fonction nulle.

Exercice 11. Soit ' un espace vectoriel normé complet. Soit f : E — E. On suppose qu’il existe p € N
tel que fP (p-iéme itérée de f) soit contractante. Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 12. Soit ¢ € C°[0,1] non identique & 1 et & € R. On veut montrer qu'’il existe une unique
solution f € C*(]0,1]) de I’équation fonctionnelle f(0) = a, f'(x) = f(¢(x)) .

x

Soit E = C°[0,1] muni de ||| et T : E — E défini par T(f) = g oug(z) = a +/ f(o(t)) dt .
0

Montrer que T2 est contractante. Utiliser I’exercice précédent et conclure.

Exercice 13. Soit E ’ensemble des suites u = (uy)nen de nombres réels de carré sommable muni du
produit scalaire < u|lv >= 3" - unvn. On note C' le sous-ensemble des suites positives ou nulles.

1) Démontrer que E est complet.

2) Démontrer que C est un convexe fermé de E.

3) Soit u € E, déterminer la projection Pu de u sur C.
4) Vérifier que pour tout v € C, < u — Pujv — Pu >< 0.



