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Exer
i
e 1. Ces espa
es sont-ils 
ompa
ts ?

1) Le disque D = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 < 1}, partie de R

2
muni de la norme eu
lidienne ‖ · ‖2.

2) La sphère Sn = {x ∈ R
n+1 | ‖x‖2 = 1}, partie de R

n+1
muni de la norme ‖ · ‖∞.

3) L'ensemble {(x, y) ∈ R
2 | x ≥ 0, 1

x+1
≥ y ≥ 0}, partie de R

2
muni de la norme ‖ · ‖∞.

Exer
i
e 2. Soit R[X ] l'ensemble des polyn�mes réels que l'on munit de la norme ‖P‖ =

max{|ai|, i = 0, ..., deg(P )} où P =
∑deg(P )

i=0 aiX
i
. Montrer que la boule unité fermée de R[X ] est

fermée bornée mais pas 
ompa
te.

Exer
i
e 3. Soit (un) une suite de réels.

1) On suppose que un 
onverge vers l. Montrer que l'ensemble K = {un, n ∈ N}∪{l} est 
ompa
t.

2) On suppose seulement que un est bornée et on note V son ensemble de valeurs d'adhéren
e.

Est-
e que l'ensemble K = {un, n ∈ N} ∪ V est 
ompa
t ?

Exer
i
e 4. Soit (E, ‖‖) un espa
e ve
toriel normé et X et Y deux 
ompa
ts de E. Montrer que

X × Y est 
ompa
te dans E ×E muni de la norme produit ‖(x, y)‖E×E = max(‖x‖E , ‖y‖E).

Exer
i
e 5. Soit (E, ‖ · ‖) un espa
e ve
toriel normé, et X une partie non vide de E.

1) Montrer que, lorsque X est 
ompa
t, son diamètre diam(X) = sup{‖x− y‖ | x ∈ X, y ∈ X}
est bien dé�ni et atteint en un 
ouple (x0, y0) ∈ X2

.

2) Si X est une partie fermée et Y une partie 
ompa
te non vide, montrer que si X ∩ Y = ∅, la
distan
e d(X, Y ) = inf{‖x− y‖ | x ∈ X, y ∈ Y } est stri
tement positive.

Est-
e vrai si Y est seulement fermé ?

Exer
i
e 6. Montrer que [0, 1]2 n'est pas homéomorphe à R
2
.

Exer
i
e 7. Si f : A → F est 
ontinue inje
tive et A 
ompa
t alors f−1 : f(A) → A est 
ontinue.

Exer
i
e 8. Dans R
n
, muni d'une norme quel
onque, montrer que l'union des éléments d'une

suite 
onvergente et de sa limite forme une partie 
ompa
te.

Exer
i
e 9. Soit (E, ‖·‖) un espa
e ve
toriel normé, K une partie 
ompa
te de E, et f : K → K

telle que ‖f(x)− f(y)‖ < ‖x − y‖ pour tous x, y ∈ K, x 6= y. Montrer que f a un unique point

�xe (indi
ation : 
onsidérer x 7→ ‖x− f(x)‖).

Exer
i
e 10. Soient (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) des espa
es ve
toriels normés, A une partie de X , B

une partie de Y et f l'appli
ation de première proje
tion de A × B dans A. Montrer que, si C

est un fermé de A× B et si B est 
ompa
t, alors f(C) est fermé.

Exer
i
e 11. Soient (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) des espa
es ve
toriels normés, A une partie de X ,

B une partie de Y et f une appli
ation de A dans B. Montrer que, si le graphe de f est fermé

(dans X × Y ) et si B est 
ompa
t, alors f est 
ontinue.

Exer
i
e 12. Soit (E, ‖·‖) un espa
e ve
toriel normé,K une partie 
ompa
te de E, et f : K → K

une appli
ation dilatante, i.e. : ∀x, y ∈ K, ‖f(x)− f(y)‖ ≥ ‖x− y‖.

1) On veut montrer que f est une isométrie : ∀x, y ∈ K, ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.

a) Montrer qu'il existe une extra
tion ϕ telle que (fϕ(n)(x))n et (fϕ(n)(y))n 
onvergent.

b) Montrer que (fϕ(n+1)−ϕ(n)(x))n 
onverge et identi�er sa limite.


) En déduire que la suite

(

‖fϕ(n+1)−ϕ(n)(x)− fϕ(n+1)−ϕ(n)(y)‖
)

n

onverge et identi�er sa limite.

d) En déduire que f est une isométrie.

2) Montrer que f est surje
tive (indi
ation : 
onsidérer ‖fϕ(n+1)(x)− fϕ(n)(x)‖).


