
L3B � Topologie Examen du lundi 16 juin 2014 13h30-17h30

Do
uments, 
al
ulatri
es, téléphones interdits.

Argumenter vos réponses et énon
er ave
 pré
ision les théorèmes utilisés.

Le barème n'est qu'indi
atif de l'importan
e relative des exer
i
es.

0. Questions de 
ours et appli
ations [6 points℄.

Soit (E, ‖ • ‖) un espa
e ve
toriel normé et d la distan
e asso
iée.

1) Rappeler la dé�nition de la notion de valeur d'adhéren
e d'une suite (un)n∈N de points de E.

En donner une autre 
ara
térisation et démontrer l'équivalen
e de 
elle-
i ave
 la dé�nition.

2) Soient A et B deux parties 
ompa
tes non vides disjointes de E. Montrer en le justi�ant pré
isément

qu'il existe des points x0 ∈ A et y0 ∈ B tels que d(x, y) réalise la distan
e d(A,B), à savoir l'inf des

distan
es possibles d(x, y) entre des points x ∈ A et y ∈ B. Que peut-on en 
on
lure quant à d(A,B) ?

3) Si A et B sont des parties fermées disjointes, la propriété 2) est-elle né
essairement réalisée ?

4) On suppose i
i que E est de dimension �nie. Rappeler 
e que sont les parties 
ompa
tes de E. Soit

maintenant A, B des parties fermées non vides disjointes de E. Si A est 
ompa
te, montrer que la distan
e

d(A,B) est en
ore réalisée par un 
ouple de points (x0, y0) ∈ A×B.

Indi
ation. Choisir deux points x1 ∈ A, y1 ∈ B et véri�er que l'inf des distan
es d(A,B) est 
ertainement

réalisé par un 
ouple (x, y) ∈ A×B′
, où B′

est l'ensemble des y ∈ B tels que d(x1, y) ≤ d(x1, y1)+diamA,
où diamA = supx,y∈A d(x, y).

5) Énon
er un théorème donnant des 
onditions su�santes usuelles pour que la somme d'une série

∑

un(x) de fon
tions 
ontinues un d'un intervalle [a, b] de R dans R soit 
ontinue, en termes de propriétés

de la série de fon
tions un.

Exer
i
e 1 [6 points + bonus℄. On 
onsidère l'espa
e ve
toriel E = C([a, b],R) des fon
tions 
ontinues
sur [a, b], muni de la forme bilinéaire

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

1) Véri�er qu'il s'agit d'un produit s
alaire et que ‖f‖2 =
√

〈f, f〉 est une norme.

2) À l'aide de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, démontrer que

ϕ(f) =

∫ b

a

f(x) dx

est une forme linéaire 
ontinue, et déterminer la norme |‖ϕ|‖.

3) On suppose désormais [a, b] = [0, 1] et on 
onsidère la suite fn(x) = e−nx
. Cal
uler ‖fn‖2 et en

déduire qu'il s'agit d'une suite 
onvergente. Sa limite dans E 
oïn
ide-t-elle ave
 la limite pon
tuelle

f(x) = lim
n→+∞

fn(x) ?

4) On 
onsidère la fon
tion g : [0, 1[ → R telle que g(x) = (1 − x)−α
, α > 0 (qui n'est pas dans E).

Rappeler quel est le développement en série entière

∑

+∞
n=0

anx
n
donné par la formule de Taylor. Dans la

suite de la question, on admettra que l'on a un équivalent

(∗) an ∼ cαn
α−1

quand n → +∞,

ave
 une 
onstante cα > 0. Si gn est le polyn�me de degré n donné par la somme partielle

∑n
j=0

ajx
j
de

la série, montrer que gn 
onverge uniformément vers g sur tout intervalle [0, 1− δ], δ ∈ ]0, 1[.



5) Cal
uler à l'aide de (∗) un équivalent de ‖gn− gn−1‖2 lorsque n → +∞, et en déduire que (gn)n∈N est

une suite de Cau
hy si α < 1/2. On suppose maintenant que (gn)n∈N 
onverge dans E vers un élément

h ∈ E. Montrer que l'on devrait alors avoir h = g sur l'intervalle [0, 1[. L'espa
e E est-il 
omplet ?

6) (Question bonus, 2 points) On pose un = log(an/n
α−1) pour n ≥ 1. Déterminer un développement

limité de un − un−1 à l'ordre 2 en fon
tion des puissan
es de 1/n et en déduire (∗).

Exer
i
e 2 [4 points℄. On 
onsidère les espa
es suivants :

E1 = R (ave
 la distan
e usuelle d1(x, y) = |x − y|, E2 = ]0, 1[ et E3 = [0, 1[ (ave
 la distan
e induite

par d1), E4 = R
2
ave
 la distan
e eu
lidienne.

1) Déterminer parmi les espa
es pré
édents quelles paires Ei, Ej , forment des espa
es homéomorphes,

en pré
isant un homéomorphisme expli
ite dans 
haque 
as.

2) Pour les paires non homéomorphes, donner un raisonnement pré
is justi�ant la non existen
e d'un

homéomorphisme.

Exer
i
e 3 [3 points℄. Dans l'espa
e eu
lidien R
2
, on 
onsidère l'origine o = (0, 0), le point ω = (3, 0),

et la partie

A = B(o, 1) ∪B(ω, 2)

où B(p, r) désigne la boule ouverte de 
entre p et de rayon r (i
i, un disque !).

1) Représenter A graphiquement. Déterminer l'adhéren
e A et l'intérieur A◦
: on donnera une justi�
ation


omplète.

2) Les parties A, A et A◦
sont-elles 
onnexes ? Sont-elles 
ompa
tes ?

Exer
i
e 4 [3 points℄.

Soit (pi)1≤i≤N une famille �nie de points de R
n
et b =

∑

1≤i≤N λipi leur bary
entre pour des poids λi ≥ 0
tels que

∑

1≤i≤N λi = 1. On désigne par K ⊂ R
n
l'ensemble de 
es bary
entres.

1) Montrer que K est une partie 
onvexe bornée de R
n
.

2) Montrer que l'ensemble ∆ ⊂ R
N
+ des 
oe�
ients λ = (λi) ∈ R

N
+ tels que

∑

λi = 1 est 
ompa
t.

En déduire que K est une partie 
ompa
te de R
n
.


