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Partie 1
1) Pour tout n ≥ 1, 1

n est un point isolé de { 1
n , n ≥ 1}.

En effet, si ε = 1
n − 1

n+1 = 1
n(n+1) <

1
n−1 − 1

n alors ] 1n − ε, 1n + ε[∩{ 1
n , n ≥ 1} = { 1

n}.
2) Q n’a pas de points isolés car entre deux rationnels, on peut toujours en trouver un
autre.
3) Première méthode : Pour tout x ∈ E, il existe εx > 0 tel que ]x− εx, x+ εx[∩E = {x}.
On en déduit que si x 6= y sont deux éléments de E, ]x− εx

2 , x+
εx
2 [∩]y −

εy
2 , y +

εy
2 [= ∅.

En effet supposons par exemple que εx ≤ εy. Si z ∈]x− εx
2 , x+

εx
2 [∩]y −

εy
2 , y +

εy
2 [, on a

alors
|x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| < εx

2
+
εy
2

≤ εy

On en déduit donc que x ∈]y − εy, y + εy[ ce qui est contradictoire avec la définition de
εy.
Soit alors ϕ une bijection de N dans Q.
On définit l’application ψ de E dans N par

ψ(x) = inf{n ∈ N/ϕ(n) ∈]x− εx
2
, x+

εx
2
[}

Cet inf est un plus petit élément qui existe car l’ensemble {n ∈ N/ϕ(n) ∈]x− εx
2 , x+

εx
2 [}

est non vide, Q étant dense dans R.
Grâce au fait que ]x− εx

2 , x+
εx
2 [∩]y −

εy
2 , y +

εy
2 [= ∅, ψ est injective On en déduit donc

la dénombrabilité de E.
Deuxième méthode :
Grâce à la densité de Q dans R, il existe (qx, tx) ∈ Q×Q tels que ]qx, tx[∩E = {x}.
Alors l’application de E dans Q × Q, x 7→ (qx, tx) est injective, d’où la dénombrabilité
de E.
Partie 2
Notons f ε(a) = sup{f(y), y ∈]a− ε, a+ ε[∩I} qui est un élément de R ∪ {+∞}.
Si ε < ε′, ]a− ε, a+ ε[∩I ⊂]a− ε′, a+ ε′[∩I donc f ε(a) ≤ f ε′(a).
Ainsi ε → f ε(a) est croissante donc admet une limite quand ε tend vers 0 par valeurs
supérieures. (on démontrera ce résultat à la question 2)) On a f(a) = inf

ε>0
f ε(a).

En particulier, pour tout ε > 0, f(a) ≤ f ε(a) et pour tout λ > f(a), il existe ε > 0 tel
que pour tout x ∈]a− ε, a+ ε[∩I, f(x) < λ.(*)
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On traite de même f(a) qui est un élément de R ∪ {−∞}.
Pour tout ε > 0, a ∈]a − ε, a + ε[∩I, donc inf{f(y), y ∈]a − ε, a + ε[∩I} ≤ f(a) ≤
sup{f(y), y ∈]a− ε, a+ ε[∩I}.
Par passage à la limite, on a donc f(a) ≤ f(a) ≤ f(a).
Si J est un intervalle ouvert contenant a et inclus dans I, il existe ε > 0 tel que ]a −
ε, a+ ε[⊂ J
D’où infJ f ≤ f

ε
(a) ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ f ε(a) ≤ supJ f .

ω(f, a) est un élément de R ∪ {+∞}.
ω(f, a) = 0 si et seulement si f(a) = f(a) et ce nombre est alors fini et égal à f(a) .
Supposons f continue en a. Soit ε > 0.
Il existe alors η > 0 tel que pour tout y ∈]a− η, a+ η[∩I, f(a)− ε < f(y) < f(a) + ε.
En appliquant ce qui précède à J =]a− η, a+ η[∩I, on a :

f(a)− ε ≤ inf
J
f ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ sup

J
f ≤ f(a) + ε

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit :

f(a) ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ f(a) ≤ f(a)

d’où f(a) = f(a) = f(a) et ω(f, a) = 0.
Supposons maintenant ω(f, a) = 0.
On a donc grâce à f(a) ≤ f(a) ≤ f(a), f(a) = f(a) = f(a)
Alors en utilisant (*), pour tout ε > 0, il existe η1 > 0 tel que sup

]a−η1,a+η1[∩I
f ≤ f(a) + ε

et il existe η2 > 0 tel que inf
]a−η2,a+η2[∩I

f ≥ f(a)− ε.

En prenant η = min(η1, η2), on a :

∀y ∈]a− η, a+ η[∩I, f(a)− ε ≤ f(y) ≤ f(a) + ε

On en déduit la continuité de f en a.
2) Considérons la fonctionf de R dans R telle que f(0) = 0 et si x 6= 0, f(x) = sin( 1x).
Alors f n’admet pas de limite à droite en 0.
En effet si xn = 1

π
2
+2nπ , xn tend vers 0 par valeurs supérieures et f(xn) = 1.

Si yn = 1
π+2nπ , yn tend vers 0 par valeurs supérieures et f(yn) = 0.

On veut maintenant montrer que si f est une fonction croissante, elle admet en tout
point des limites à droite et à gauche .
Soit a ∈ I et b ∈ I, b > a tel que [a, b] ⊂ I. L’ensemble {f(x)/x ∈]a, b[} est non vide et
minoré par f(a). Il admet donc une borne inférieure qu’on notera l.
Alors pour tout ε > 0, l + ε n’est pas un minorant de {f(x)/x ∈]a, b[}, donc il existe
y ∈]a, b[ tel que l ≤ f(y) < l + ε.
Mais f étant croissante, pour tout x ∈]a, y], l ≤ f(x) ≤ f(y) < l + ε.
On a donc montré qu’il existait l ∈ R tel que pour tout ε > 0, il existe y > a et pour
tout x ∈]a, y], |f(x)− l| ≤ ε.
On traite de façon analogue la limite à gauche.
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3) Soit ε > 0.
Il existe η > 0 tel que pour tout x ∈]a, a+η[, |f(x)−f(a+)| < ε et pour tout x ∈]a−η, a[,
|f(x)− f(a−)| < ε.
On a donc pour tout x ∈]a− η, a+ η[, f(x) ≤ max(f(a+), f(a−), f(a)) + ε.
En utilisant la question 1), on en déduit que f(a) ≤ max(f(a+), f(a−), f(a))+ ε et ceci
pour tout ε > 0 donc f(a) ≤ max(f(a+), f(a−), f(a)).
Soit ε > 0. On sait par (*) qu’il existe η > 0 tel que pour tout x ∈]a − η, a + η[∩I,
f(x) < f(a) + ε. En passant à la limite quand x tend vers a par valeurs supérieures, on
en déduit que f(a+) ≤ f(a) + ε et de même que f(a−) ≤ f(a) + ε.
Comme f(a) ≤ f(a) + ε, on en déduit que max(f(a+), f(a−), f(a)) ≤ f(a) + ε et ceci
pour tout ε > 0. Donc max(f(a+), f(a−), f(a)) ≤ f(a).
D’où f(a) = max(f(a+), f(a−), f(a)).
On montre de même que f(a) = min(f(a+), f(a−), f(a)).
Soit ε > 0.
Il existe η > 0 tel que pour tout x ∈]a, a+η[, |f(x)−f(a+)| < ε et pour tout x ∈]a−η, a[,
|f(x)− f(a−)| < ε.
En appliquant le résultat de 1) à J =]a, a + η[ qui est un intervalle ouvert contenant
x ∈]a, a+ η[, on a :

f(a+)− ε ≤ f(x) ≤ f(x) ≤ f(a+) + ε

et donc ω(f, x) ≤ 2ε.
De même, pour tout x ∈]a− η, a[, ω(f, x) ≤ 2ε.
On a donc montré que :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈]a− η, a+ η[\{a}, ω(f, x) ≤ 2ε

donc lim
x→a,x 6=a

ω(f, x) = 0.

4) a) Pour tout n, Dn ⊂ D.
Si x ∈ D, f n’est pas continue en x et 0 < ω(f, x) < +∞. On en déduit qu’il existe
n ≥ 1 tel que 1

n < ω(f, x) et donc x ∈ Dn.
b) Soit x ∈ D.
D’après la question précédente, lim

y→x,y 6=x
ω(f, y) = 0.

Donc il existe η > 0 tel que pour tout y ∈]x− η, x+ η[\{x}, ω(f, y) < 1
n .

On en déduit donc que y /∈ Dn et que ]x− η, x+ η[∩Dn = {x}.
c) On déduit de la première partie que l’ensemble des points de discontinuité de première
espèce de f est dénombrable.
5) a) On peut voir f comme une série de fonctions et utiliser les résultats connus.

f =
∑
n≥1

fn où ∀x ∈ [0, 1] fn(x) = αn1]xn,+∞[

Comme pour tout x ∈ [0, 1], |fn(x)| ≤ αn et αn < +∞, on en déduit la convergence
normale donc uniforme.
Les fonctions fn sont toutes continues à gauche, il en est donc de même pour f .
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fn est continue sur [0, 1] sauf en xn où elle admet une limite à droite égale à αn.
On en déduit que f est continue sur [0, 1] \ A, est continue à gauche sur ]0, 1] et admet
en tout point de A une limite à droite.
De plus pour tout n ≥ 1, f(xn+) = f(xn) + αn.
Soit x < y deux éléments de [0, 1]. Comme A est dense dans [0, 1], il existe n ≥ 1 tel que
x < xn < y.

Comme f(y) − f(x) =
∑

k/x≤xk<y

αk, on a f(y) − f(x) ≥ αn > 0. f est donc strictement

croissante.
b) f étant strictement croissante est injective. On en déduit donc que f est une bijection
de [0, 1] dans f([0, 1]).
Si y < z sont deux éléments de B, alors il existe x et a tels que y = f(a) et z = f(x).
Or f étant strictement croissante a < b c’est à dire f−1(y) < f−1(z).
c) Notons pour y ∈ [0, 1], g(y) = sup{x ∈ [0, 1]/f(x) ≤ y}.
g est bien définie car l’ensemble {x ∈ [0, 1]/f(x) ≤ y} est non vide (contient 0) et majoré
par 1.
De plus pour tout z < g(y), f(z) ≤ y. f étant continue à gauche, on en déduit que
f(g(y)) ≤ y et donc l’équivalence :

x ≤ g(y) ⇐⇒ f(x) ≤ y

Il est clair que g est croissante.
Si y ∈ B Alors il existe x ∈ [0, 1] tel que y = f(x) et on a donc g(y) ≥ x et grâce à
la croissance de f , f(g(y)) ≥ f(x) = y. Or f(g(y)) ≤ y donc f(g(y)) = f(x) et donc
g(y) = x = f−1(y). g prolonge donc f−1 sur [0, 1].
Reste à montrer l’unicité. Soit h une fonction croissante prolongeant f−1 sur [0, 1].
Soit y ∈ [0, 1]. On a f(g(y)) ≤ y. On a donc g(y) = h(f(g(y))) ≤ h(y) par croissance de
h.
Soit x > g(y). On a donc f(x) > y et donc h(f(x)) = x ≥ h(y). Ceci étant vrai pour
tout x > g(y), on en déduit que g(y) ≥ h(y).
d) g étant croissante, elle admet en tout point des limites à droite et à gauche. Supposons
qu’il existe un point y point de discontinuité de première espèce pour g. Soit alors x tel
que g(y−) < x < g(y+).
g(y−) < x donc il existe z0 < y tel que pour tout z ∈]z0, y[, g(z) < x et donc z < f(x)
Par passage à la limite, on en déduit que y ≤ f(x).
x < g(y+) donc il existe z0 > y tel que pour tout z ∈]y, z0[, x < g(z) et donc f(x) ≤ z.
Par passage à la limite, on en déduit que f(x) ≤ y.
Donc pour tout x ∈]g(y−), g(y+)[, f(x) = y Ceci contredit la stricte croissance de f .
g est donc continue.
e) Pour tout n ≥ 1, les intervalles [f(xn), f(xn+)] sont 2 à 2 disjoints. De plus la
restriction de g à [f(xn), f(xn+)] est constante et vaut xn. On montre facilement que si
x < y et g(x) = g(y) alors il existe n ≥ 1 tel que x ety appartiennent à [f(xn), f(xn+)].

Or f(xn+) = f(xn) + αn et
∑
n≥1

αn = 1. On en déduit que la somme des longueurs des

intervalles de [0, 1] sur lesquels g est constante est égale à 1.
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