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Avertissement : La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la note finale.

Exercice 1.

A. Soit E := R[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels et E,, C E la partie de
FE constituée des polynoémes de degré < n. Pour P = Zf\i oPiX" € E, on définit

N
IPlloc := sup {|P(@)[} et [Pli:=) |pil-
z€[0,1] i—0
On admet que (E, ||.||s) et (E, ||.||1) sont des R-espaces vectoriels normés.
1) Montrer que, pour tout P € E, on a ||P|lec < ||P|1.
2) Pour n € N*, soit Py(X) := 2" [[32, (X — j/(2n)).
a) Montrer que 2P, (x) + (1 — z)P,(1 — ) = 0 pour tout x € R.
b) Soit x € [0,1/2]. Montrer que
n

1

j=1

J
-2 1<1
v 2n’

puis que |P,(z)] < 1.
c) Déduire des deux questions précédentes que || Py, |loo < 1.

3) Prouver que ||P,||1 > 2". En déduire que les deux normes |.||s et ||.||1 ne sont
pas équivalentes sur F.

4) L’espace (F,||.||s) est-il un espace de Banach ? Méme question avec (E, ||.||1).
B. Soit L : E — E définie par L(P)(X) = P(X +1).

1) Montrer que, pour tout P € E, on a ||L(P)||; < 2P| P|;.

2) En déduire que la restriction L,, de L a E,, est continue pour tout n € N.

3) Soit |||Lplll1 = sup{||L(P)|1; P € E, et ||P||1 < 1}. Justifier 'existence de
cette borne supérieure et montrer que c’est un maximum.

4) Montrer que |||Ly,|||1 = 2™.

Exercice 2. Soit (E,||.||) un espace de Banach (sur R), F' C E un sous-espace vectoriel
de F et X une partie non vide de E. On dit que X est précompact si, pour tout € > 0,
il existe n € N* et z1,...,2, € X tels que X C Ui, B(z;,¢) (ici B(z;,¢€) est la boule
ouverte de centre x; et de rayon ¢).

1) Question de cours : Montrer que si F' est de dimension finie alors F' est un fermé
de F.

2) a) Question de cours : Montrer que si X est compact alors X est complet.



3)

b) Montrer que si X est compact alors X est précompact.

¢) Montrer que si X est précompact alors X est bornée. Montrer que la réciproque
est fausse.

Pour e € E, on définit d(e, X) := inf{|le — z|; x € X}. Justifier 'existence de
d(e, X).
Soit e € E. Montrer que si F' est de dimension finie alors d(e, F') est un minimum.

Montrer que I'application E — R™, e — d(e, X) est 1-lipschitzienne. En déduire
qu’elle est uniformément continue sur E (on le redémontrera).

Soit 7 > 0. Montrer que si F est de dimension finie et si X est borné alors Yp(r) :=
{r € F; d(z,X) <r} est un compact de F.

On admet que X est compact si et seulement si X est complet et précompact. Montrer
alors que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est compact,

(ii) X est fermé, borné et, pour tout £ > 0, il existe un sous-espace E. de E de
dimension finie tel que, pour tout z € X, on a d(x, E.) < e.

Indication : Pour (ii)==-(i), on pourra considérer Yg_ (r) avec 7 et ' bien choisis.
Que dit I’énoncé précédent lorsque E est de dimension finie (justifier) ?

(Hors baréme) Soit ¢! 'ensemble des suites réelles © = (7, )nen telles que la série
2| == Y,en|2n| converge. On admet que (¢*,].]|) est un R-espace de Banach.
Montrer que X C ¢! est compact si et seulement si X est fermé, borné et, pour tout
e >0, il existe N € N tel que, pour tout z = (Zn)ney € X, ona > <y lzn| <e.



