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Toute réponse doit-être justifiée

Question de cours Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé.

1. Soit A,B,C trois éléments de F .
Donner la définition de l’indépendance de A,B, C dans (Ω,F , P ).

2. Soit A ∈ F tel que P (A) > 0 et soit PA : F → [0, 1];B 7→ PA(B) = P (B|A).
Après avoir rappelé la définition de PA(B), montrer que PA est une probabilité sur
(Ω,F).

3. Application directe du cours
On suppose que A, B,C sont trois éléments de F indépendants dans (Ω,F , P ) et que
P (A) > 0.
Montrer que B et C sont indépendants dans (Ω,F , PA).
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice Soit n et N deux entiers tels que 2 ≤ 2n ≤ N .

Une urne contient N boules numérotées de 1 à N . On suppose que les n premières sont rouges
et les autres sont noires.

On tire dans cette urne n boules simultanément.

1. Donner un espace probabilisé modélisant cette expérience.

Soit 0 ≤ k ≤ n et pk(n,N) la probabilité que parmi les n boules tirées, k exactement
soient rouges.

2. Donner l’événement correspondant et déterminer pk(n,N).

3. Montrer que (1− n
N−(n−1))

n ≤ p0(n,N) ≤ (1− n
N )n.

4. Calculer pk+1(n,N)
pk(n,N) pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1.

5. On suppose à partir de maintenant que N = n2 et n ≥ 2 et on note pk(n) = pk(n, n2).
Montrer que pour 0 ≤ k fixé, pk(n) admet une limite quand n tend vers +∞ qu’on notera
pk et qu’on déterminera. (On pourra utiliser les deux questions précédentes)
Montrer que la famille (pk)k≥0 définit une probabilité sur N.


