
U.J.F. (Grenoble I) UE Mat243 Probabilité : Examen du 22/06/06, 14h-16h

Durée 2h. Notes de cours polycopiées autorisées. Calculettes interdites.

Exercice A

On considère X une variable aléatoire réelle strictement positive de densité
fX(x) = axe−x11]0,+∞[(x) où a est un nombre réel.

1. Déterminer le nombre a.
2. Calculer E(X) et Var (X).
3. Donner une expression de la fonction de répartition FX(x) de X.
4. Soit l’événement A = [1 ≤ X ≤ 2], calculer P (A).
5. On pose Y = ln(X). Donner une expression de la fonction de répartition FY (y) puis la densité

fY (y) de la variable aléatoire Y .

Exercice B

Un sac contient 3 jetons : un rouge, un bleu et un vert. On tire au hasard avec remise un jeton du
sac autant de fois qu’on le veut. Soit N le numéro du tirage où, pour la première fois, tous les jetons ont
été tirés au moins une fois. Autrement dit, N est le nombre minimal de tirages nécessaires à l’apparition
des trois couleurs. Il s’agit de trouver la loi de la variable aléatoire N . Pour ce faire, on note Xn le nombre
de couleurs de jetons déjà obtenues pendant les n premiers tirages (si un jeton a été tiré plusieurs fois,
sa couleur n’est comptée qu’une seule fois). Ainsi Xn peut être considérée comme une variable aléatoire
définie sur {R, B, V }n (muni de la probabilité uniforme) et à valeurs dans {1, 2, 3}.

1. Déterminer l’événement [Xn = 1] ⊂ {R, B, V }n puis sa probabilité P ([Xn = 1]).

2. Montrer que P ([Xn = 2]) =
2n − 2
3n−1

.

3. De 1. et 2., déduire la loi de Xn et son espérance E(Xn).
4. Exprimer l’événement [N = n] à l’aide des événements [Xn = 3] et [Xn−1 = 2].
5. Que vaut P ([Xn = 3]|[Xn−1=2])? Déduire de cette valeur et de 2. et 4. la loi de N .
6. Calculer la fonction génératrice GN (t) de N . En déduire l’espérance E(N).

Exercice C

Soit N une variable aléatoire entière de fonction génératrice GN (t) définie sur IR.
1. Que vaut GN (1)?
On suppose que la dérivée G′N (t) = et + (1− e)/2.
2. Grâce à 1., déterminer GN (t).
3. En déduire la loi de N , c’est-à-dire les probabilités pk = P [N = k].
4. Dire pourquoi E(N) existe et calculer E(N).
5. Calculer E(3N ).

Exercice D

Soit C le domaine carré C = [0, 1]2 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. On considère le couple de
variables aléatoires réelles (X, Y ) de densité fX,Y (x, y) = (x + y)11C(x, y).

1. Calculer E(X), E(Y ) et E(XY ).
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
3. Calculer les densités marginales fX(x) et fY (y).
4. Soit l’événement A = [Y ≤ X2]. Calculer la probabilité P (A).


