Examen de Mat243 du lundi 23 juin 2008

Sans document, calculette autorisée, durée : 2h
Le baréme est indicatif

00 "
Notations et rappel : Vz € R, e’ = Z —
‘ n!
n=
On définit pourn € N*, 1 < k < net (z1,...,2,) € R", So(z1,...,2) = 1, Sp(z1,. .., xn) =
Z Tiy ... 2, onaalors (1+x1)(14+x2) ... (14+x,) = Z Sk(z1,. .., 2n)

(i1, -5 ix) € NF/
1<i <ig<...<ip<n

Exercice 1 (3 points)

1) Que donne la formule précédente pour n =37

2) Que vaut pour 1 < k < n, Sk(x1,...,zy) si 21 = ... = x, = 7 Quelle formule
retrouve t’on dans ce cas?

3) Montrer que pour tout ¢t € R, pour tout n € N*| pour tout (z1,...,x,) € R",

ﬁl-ﬁ-tl‘l ZtkSk xl,..., )
=1

Exercice 2 (2 points)

Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Soit Y une variable aléatoire définie sur (2, F, P)

ayant pour loi, la loi de Poisson de parametre 1, c’est a dire que Y est a valeurs dans N
-1

et pour tout n € N, P(Y =n) = .
Déterminer la fonction génératrice de Y, c’est & dire la fonction gy définie sur [0, 1[ par

gy (s) Z s"P(Y

Déterminer l’esperance et la variance de Y.

Exercice 3 (4 points)

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé.

Rappel : Si A € F, la variable aléatoire 14 est la variable aléatoire valant 1 sur A et 0
sur le complémentaire de A dans €.

Soit n € N* et Ay,..., A, n événements de F.
1)Soit A=A1N...NA,.
Exprimer 14 en fonction de 14,,...,14,.

Onpose X =14, +...+1y4,.

2) Quelles valeurs peut prendre X ?

Soit gx la fonction génératrice de X. Montrer que gx est un polynome.
3) Soit hx la fonction définie sur R par hx(t) = E[(1 +t)¥].

Quel lien y a t-il entre hx et gx 7



n

Montrer que pour tout t € R, (1 +1)% = H(l +1t14,).
i=1

4) Montrer en utilisant I’exercice 1 que pour tout ¢t € R,

hX(t):Ztkukoﬁ wo=1letsil<k<n ug= Z P(A;,N---NA;,)

k=0 (i15- s ix) € NF/
1<i; <ig<...<ip<n

Exercice 4 (6 points)

On dispose de n cartes numérotées de 1 a n. On aligne ces cartes et on numérote les
positions a partir de la gauche, ainsi la position 1 est celle de la carte la plus a gauche
et la position n est celle de la carte la plus a droite.

1) Combien y a t-il de fagons d’aligner ces n cartes?

Soit Q ’ensemble de tous les alignements possibles, F = P(Q2) et P la probabilité uni-
forme sur Q. Soit pour 1 <i <mn, A; l'événement “la carte portant le numéro i est a la
jeme position
2) Calculer pour 1 <i < j <n, P(A;) et P(A;NAj). Les événements A; et Ay sont-ils
indépendants 7

3) On pose pour 1 < i < n, X; = 14,. Déterminer E[X;], var(X;) et cov(X;, X;) si
1<i<y<n.

4) Soit X = X1 + ...+ X,,. Que représente X 7 Calculer E[X] et var(X).

5) Déterminer pour 1 <k <mnetl1l<i <ip<...<ip<mn, P(A4;N...NA;).

6) En utilisant I'exercice 4, montrer que la fonction génératrice notée g, de X est donnée

n 5 — k
par : gn(s) —Z(k,l)

k=0
Montrer que la suite de fonctions (gn)n>1 admet une limite quand n tend vers +oc.

Reconnaitre la limite.

”»

Exercice 5 (5 points)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, F, P), a
valeurs dans [—1,1] et de loi uniforme sur [—1,1]. Leur densité est donc donnée par
fx(z) = fy(x) = 3siz € [-1,1] et fx(z) = fy(z) = 0 sinon. On suppose que
les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.On considere les variables aléatoires
S=X+YetD=X-Y.

1) Calculer E[X], E[S], E[D] et E[SD].

2) Montrer que P(S > 1;D > 1) = 0 mais que P(S > 1)P(D > 1) # 0.

Indication : On pourra vérifier et utiliser les inclusions {X > ;Y > 1} C {S > 1} et
(Xx>Lvy<-ilc{D>1}.

3) En déduire que cov(S, D) = 0 mais que les variables aléatoires S et D ne sont pas
indépendantes.



