Corrigé succint de 'examen de Mat243 du lundi 19 mai 2008

Exercice 1 1) (146) = 1820
2) D’apres le principe d’occupation (voir chap 1 du cours), (1 ) = 3876
3) On reconnait un coeficient multinomial : ( 414 &) = 900900

4) Sous les hypotheses, il suffit de placer les pions noirs et ensuite les pions blancs, d’ou
(') x (%) = 15023376.

Exercice 2 1) X, est a valeurs dans {0,1,2}. Dans 'urne 1, il y a X,, boules noires
et 2 — X,, boules blanches.

Dans l'urne 2, il y a 2 — X, boules noires et X, boules blanches.
2)P(X1:0):P(X1—2) 4etP(X1—1)

3) Si (Zaj) € {0’2}7 P( n+1 —]|Xn - Z) = 0.

Si (i,7) = (0,1) ou (i,7) = (2,1), P(Xpt1 = j| X, =1) = 1.

Sti=1, P(Xn+1 :]|Xn = Z) = P(Xl :])

4)D’apres la formule des probabilités totales,

P(Xn = 0)= P( = 0/ X1 = 0)P(Xn_1 = 0) + P(X,, = 0| X1 = DP(Xp_y = 1)

D’ott P(X,, =0) = 1a,_1 et de méme pour P(X,, = 2).
P(Xy = 1) =1 = (P(X, = 0) + P(X, =2)) = b, 1.

5) an—gzé—%an | =—2(an-1—2).
La su1te (an — 2)n>0 est donc géométrique de raison —3, d’olt a, — % = (—3)"(ap — 3).
an = _(_%)n

P(X,=1)— %

P(X, =0)— 6

P(X,=2) -1

6) On dessine l'arbre donnant les valeurs de X,.
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On en déduit que
P(Tzl):%
PT=2)=3x1=1

L’arbre est tel que apres la premiere aréte reliant 1 a 1, on retrouve I'arbre et de méme
apres les deux arétes de gauche reliant 1 a 2 puis 2 a 1 on retrouve aussi 'arbre.
On en déduit donc en utilisant 1 = 11x, oy + 1ix,-1} + 1{x =2},

1 1 1
gs) = Lo+ Sag(s) + 2s%g(s)
D’ott g(s) = 5.5z, fonction définie sur |1 — V5,14 V3]
En utilisant la relation, E[T] = ¢’(1), on obtient E[T] = 5.

Exercice 3 1) f est une densité de probabilité sur R? si f est & valeurs positives, est
intégrable sur R? et d’intégrale égale & 1.
Il est clair que c’est une fonction positive, ce qui va permettre d’utiliser le théoreme de

Fubini :
[ oo (2, y)dady = [ [po xe” O™ 1ps (2) 1R+ (y)dady
= JJgz ze” Hv)2 g dy = +°° e * +°° xe dy) dx
=JJe y = y
Or [ ze dy = [—e ] T =1, don

+o0o
//fmyda:dy—/ e fdx =1

2) La variable aléatoire X admet une densité fx définie par x — [ f(z,y)dy ce qui
caractérise sa loi. Soit x > 0,

—+00
fx) = [ ae gy e
0

2



Siz <0, fx(z) =0, d'ou X suit une loi exponentielle de parameétre 1.

Son espérance et sa variance valent donc 1.

De méme, Y admet une densité fy donnée par : y — fR flz,y)dx. Siy <0, fy(y) =0
et si y > 0, en utilisant une intégration par parties,

fr(v) / e ttingy - L [T g :
= xe r=— e =
v 0 L+yJo (1+y)?

3) La fonction positive 1g, ﬁ n’est pas intégrable sur R, car elle est équivalente en
+o00 a % qui n’est pas intégrable.

Donc Y n’admet pas d’espérance et donc pas de variance.

4) Par définition, la fonction de répartition de Y est la fonction Fy de R dans R définie
par y — P(Y <y) = [Y_ fy(t)dt

Donc siy <0, Fy(y) =0etsiy >0,

vt 1 1
F = _— = ——yzl——
v () /0 (1+1)2 i 1ty

5) La variable aléatoire HLY est & valeurs dans [0,1], car Y est a valeurs dans R.
Déterminons sa fonction de répartition : Soit u € [0, 1],
1 1 1 1

P(H—YSU):P(YZE—l)zl—FY(a—l):m_

u

On en déduit que —Y suit la loi uniforme sur [0, 1].
6) Utilisons la formule fondamentale pour une fonction ¢ de R? dans R .

Elp(X, Z)] = Elp(X, XY)] = //R2 p(, 2y) f (@, y)dedy = //R2 p(x, zy)ve” TV dudy

Faisons le changement de variables { u= my . L’application de R*} x R% dans R x R%
définie par (z,y) — (u,v) est bijective, de classe C; et la fonction réciproque définie par
d’oil :

U

o(X, Z)] // (u,v)u dudv—// (u,v)e e dudv
R% R%

(X, Z) a donc pour densité (u,v) — e "1 (u)e”"1g= (v).
On en déduit donc que X et Z sont indépendantes, de méme loi la loi exponentielle de
parametre 1.

(u,v) + (u, 1) est aussi de classe C;. Le jacobien vaut

SO




