Groupe de Travail

Flot de Ricci, papiers de Perelman

Théoréme de non effondrement local 1
26 février 2004

1 Non effondrement local I

1.1 Définition - Exemples

Définition 1. Soit g(t) une solution du flot de Ricci sur [0,T). On dit que g(t) a un effondrement local
en T s’il existe une suite tp — T, une suite de boules By = B(pg, 1K) pour la métrique g(tx), avec

2
:—: borné, telles que
a) |[Rm(.,tg)| < é sur By,.

b) vol(Byg) =0

n
Tk

Pour une variété riemannienne fixée (M, g), sur une boule B(p,r) la condition a) est vérifiée si le
rayon r est assez petit . Par contre wl(lj% — vol(Bgrn (1)) quand r tend vers 0. Si la variété
est compacte, ce rapport est minoré > 0 sur M pour r majoré. Sur une variété de courbure —1,
complete & cusp, ce rapport tend vers 0 pour tout rayon fixe si le point p part a I'infini dans le
cusp. On peut réaliser b) sur une variété compacte en faisant tendre r vers +o00. Cela ne satisfait
pas la condition r borné et a) n’est pas vérifiée si la variété n’est pas plate. Remarquons qu’on ne
suppose pas 7' maximal. Sur une variété compacte, un effondrement local en temps fini T' < oo
implique une singularité. Sinon, g(T') est lisse et on ne peut pas avoir b) sur une variété compacte,
avec des rayons r bornés. Cependant, le théoreme de Perelman empeche 1’ effondrement local en
temps fini. Sur une variété complete, on peut avoir un effondrement local en en temps fini sans
singularité. Par exemple, pour le flot de la variété hyperbolique & cusp, il existe pour toute g(t)
une suite de boules satisfaisant aux conditions. Un effondrement local en T = oo n’implique pas
de singularité.

Exemple 0: le tore euclidien a un effondrement local en +o0

Sur S! x S1, g(t) = g(0) = dh? + d? est un soliton constant. La condition a) est vérifiée pour tout
r > 0. On prend une suite r; tendant vers +oo et t = r,%.



Exemple 1: le flot de la sphére n’a pas d’effondrement local

Evidemment, la sphére a un collapsing global. Le point est que la condition de courbure contraint le
rayon de la boule sur laquelle on teste la définition & devenir petit quand le temps évolue. Supposons
que g(0) est la métrique de la sphére unité de dimension n. Alors le flot de Ricci est donné par

g(t) = (1 —=2(n —1)t)g(0)

pour ¢t € [0, 1_2(171)[2 [0,T']. La courbure est constante au temps ¢ et vaut
1
)=
) = T 5m =)

Le rayon r(t) maximal satisfaisant a) vérifie

r(t) < VT— 20— 1 = A2 Dt _ diamlg(t)

s
Considérons r = s.dy, ou s € [0, %] et dy désigne le diametre d’une métrique sphérique g. On a

voly(By(sdg)) _ wls) > w 1
(Sdg)n - ()Z (7T)>O

ol w(s) est décroissante et ne depend pas de g.

Preuve: soit A > 0. Notons B = By(sdy) = B 4(sV/Adg) = By 4(sdy4)- On a

volyg(Brg(sdyng))  wolrg(B)
(Sd)\g)n (Sd)\g)n

)\n/Z UOZ!](B)

(Sﬁdg)"
_ woly(Bg(sdy))
N (sdg)" .

Exemple 2: le flot de S™ x R n’a pas d’effondrement local

On considére sur S™ x R le flot de métrique g(¢) + dz? o1 g(t) est définie comme au dessus. La
condition a) implique encore que 'on considére des rayons r < s.dy, s € [0,1/7]. On a la méme
invariance le long du flot:

volygidr?(Bagrar2(sdrg)) _ volng(Bag(sdyg))2dag
(sdxg)™t! (svV/Ad,)n+1
\n/2 voly(B)2svV/\d,

(‘5‘\/ng)n+1

00ly 1 4y2 (Bt ds? (5dg 1 ds?))
(sdg)"+!




Exemple 3: le cigar soliton a un effondrement local en +oco

dz?+dy?
T+a24y?”

est Ch%(s) Le cigar est asympote & un cylindre de circonférence 2w quand s — oo. Le flot est

donné par g(t) = }g(0) avec ¢i(z,y) = e ?*(z,y). On considere des boules B(2s,s) pour g(0).
2

Clairement, la condition a) est réalisée pour h2(5) < S%, i.e. pour tout s assez grand. Comme

vol(B(2s,s)) < 4rs, la condition b) est réalisée avec s — co. On prend une suite ¢y = s2 tendant
vers oo et on transporte ces boules par I'isométrie ¢, dans (32, g(t)). O

On rappelle que 22 = R? est muni de g(0) = A distance s de l'origine, la courbure

1.2 Théoréme de non effondrement local

Théoréme 1.1 (P, 4.1). Soit M fermée et g(t) une solution du flot de Ricci sur [0,T), T < oo.
Alors g(t) n’a pas de local collapsing.

Preuve: Par I'absurde. On suppose qu’il existe une suite de temps t; — T et de boules By =
B(pg, i) ayant un effondrement local. On considére la fonctionnelle

e_f

——= dV,
(4nr)m/2 =79

Wi for) = [ [r(VSP+85) + 1 =n]

1
- 7(47”_)71/2 /M 47|Vu|2 + (784 — ln(u2) — n)u2 dv,

ot 7 > 0 et u? = e~/. On normalise les fonctions f en considérant
e_f
Cgﬂ' - {fa /M (471'7')”/2 dVT‘J - 1}

Propriétés utiles

On a vu précédement que

e W est minorée sur Cy ; et atteind son minimum. Il existe f7 € Cy . tel que
W(g, fT7 T) = énf W(g’ * T) = A(‘g, T)
g,7

La propriété que nous utiliserons est que A(g,.) est minoré sur tout compact [11,72] C]0, 00|
( le minimiseur f7 varie régulierement avec 7).

e W et X sont croissants le long du flot de Ricci. Etant donné un triplet (g(¢), f(¢),7(t))
satisfaisant

%g(t) = —2Rz'cg(t)

T (1) =Dy f(O) + VO = Sy + 32 (%)
Zr(t)=-1



la fonction W(g(t), f(t), 7(t)) est croissante. La fonction A(g(t), 7(t)) est croissante sans la condition

(*)-

pour prouver le théoréme

On a une suite t; — T et une suite B(p, rg). On définit 7, = r2. On trouve une suite f; € Cy(
telle que

tk)ar]%

W(g(tk)7fk77ﬂl%) — —00

On a alors en utilisant la croissance sur [0, ],

Mg(0), 7% +tx) < Mg(te), i) < W(g(th), fi, i) — 00

Comme 7‘,% + ty, reste dans un compact de ]0, co[, on a une contradiction avec la premiére propriété.

Construction (Kleiner et Lott)

On construit uy € Cy,) 2 satisfaisant W(g(tk), uk,r2) — —oo avec I’abus de notation évident. On
pose

ug(z) =e o

ou & : [0,00[— [0,1] est & support dans [0,1], et sera spécifiée plus bas. Le support de uy est
contenu dans Bj.

Fait ¢ — —oc.

On écrit

T S
~ S @rr2)n/2 9(tx)

e / 2,4(, i)
= — 0] dv, 1
(4mr2)n/2 [, ( Tk ) Vo(re) (1)
e “kvol(By)
= (4w
Comme %}g’“) —0,e % = oc0. O
Lemme 1.2. W(g(tx), ug, ) — —o0.
Preuve: On écrit
1
W(g(tr),u,m3) = (mr2yf? /M 4rp|Vul® + (13 Sg — In(uf) — n)ui dVy,)
e % 2,4 2 2 2
= @2y |/, 40 (a) + (rigSq + ¢k — In(27) — n)@° dV(y,)
k

On va calculer l'intégrale radialement. On pose

Ar(s :/ dA
() Sy O

4



et )
Tk

= S, dA
Ap(s) /S(pk,srk) g(tk) Vg (tr)

-1

Ry (s)

D’aprés (), on voit que

ﬁ _ ( /0 L B2(s) Ay (s)rs ds)

[ [48(s) + (Re(s) + cx — In(®2) — n)®%(s)] Ay (s)ry, ds

W(g(ti), ug,2) = )
(9(tk), uk, %) 1T 02(6) A ()7 ds (2)
L’hypothese de courbure sur By, implique
n(n —1)
St) < r2
k
d’ou
Ri(s) <n(n-—1)
sur Br. On obtient
1 2 2\ &2
40" (s) — In(®*)D*(s)| Ar(s)ry ds
W(g(tk);uk"f‘]%) < fO [ ( ) ( ) ( )] k( ) k +n(n_1)+6k_n (3)

[y ®2(s) Ag(s)ry, ds

Comme ¢, — —oo, il suffit de majorer le premier terme. On choisit ®(s) une fonction monotone
décroissante telle que ®(s) = 1 sur [0,1/2], ®(s) = 0 si s > 1, et |®'(s)[?> < 10 sur [1/2,1]. On
a 4®"(s) — In(®%)®@%(s) = 0 en dehors de [1/2,1] et 48(s) — In(®?)P?(s) < 400 + 1 sur [1/2,1].
Donc

f11/2 [49"%(s) — In(D?)®?(s)] Ag(s)rx ds 1, vol(B(pg,rr) — vol(B(pk,7k/2))
f01/2 D2(s) Ag(s)ry, ds < (400+ E) vol(B(pk,Tk/2)
< (400 + 1) ( f(fk (risinh(r/rg))" " 'dr _ 1)
B e fork/Q (rgsinh(r /)"~ tdr

1 sopn—1
< (400 + 1) {%‘””h (s)ds
e \J,'* sinhn1(s) ds

ou l'avant derniére inégalité résulte du théoréme de comparaison de Bishop-Gromov avec un espace

modele de courbure ;—21
k
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