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Exer
i
e 1

1. Cal
uler le reste dans la division eu
lidienne par 7 des nombres 561, 143 et 561× 143.

2. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de (8× 20 + 12)× (5 + 13× 52)2 par 7.

3. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de (30× 14− 27× 18)− 5× (15× 4− 13× 19)3 par

13.

4. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de (28 + 1)× (27 − 1) par 26.

5. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de 10100 par 13.

6. Déterminer le 
hi�re des unités de 312.

7. On veut déterminer le 
hi�re des unités de 77
7

.

(a) Montrer que 74 ≡ 1 [10].

(b) Déterminer le reste de la division eu
lidienne de 77 par 4.

(
) Con
lure.

Exer
i
e 2 : 
ritères de divisibilité.

Soit x un entier positif. On 
onsidère l'é
riture dé
imale arar−1...a0 de x, telle que

x = ar.10
r + ar−1.10

r−1 + ...+ a0

1. Montrer que x est divisible par 2 si et seulement si a0 est divisible par 2.

2. Montrer que x est divisible par 3 si et seulement si ar + ...+ a0 est divisible par 3.

3. Montrer que x est divisible par 4 si et seulement si l'entier d'é
riture dé
imale a1a0 est divisible

par 4.

4. Montrer que x est divisible par 5 si et seulement si a0 est divisible par 5.

5. Montrer que x est divisible par 9 si et seulement si ar + ...+ a0 est divisible par 9.

6. Montrer que x est divisible par 11 si et seulement si a0 − a1 + ...+ (−1)rar est divisible par 11.

Exer
i
e 3

1. É
rire les tables de multipli
ation de Z/7Z, Z/9Z et Z/10Z.

2. Donner la liste des éléments inversibles de 
es anneaux et expliquer les propriétés suivantes :

(a) les lignes et 
olonnes 
orrespondant aux éléments inversibles 
ontiennent tous les éléments de

l'anneau, représenté une et une seule fois.

(b) Les lignes et 
olonnes 
orrespondant aux éléments non inversibles 
ontiennent une suite pério-

dique.

(
) La dernière ligne et la dernière 
olonne, 
orrespondant à n− 1 dans Z/nZ, 
ontient tous les

éléments de Z/nZ rangé dans l'ordre inverse de l'ordre usuel.

3. É
rire la table du groupe (Z/10Z)∗.

Exer
i
e 4 Résoudre les équations suivantes en x :

1. 4× x = 3 dans Z/6Z.

2. 4× x = 2 dans Z/6Z.

3. 4× x = 3 dans Z/7Z.

4. 3× x = 0 dans Z/9Z.

5. 4× x = 6× x dans Z/10Z.

6. Déterminer tous les entiers x ∈ Z tels que le reste de la division eu
lidienne de 4x par 7 vaut 3.

Exer
i
e 5 Dans le pays A, on ne dispose que de piè
es de valeurs 13 et de piè
es de valeur 5.

1. Quelles sont les solutions de 13x+ 5y = 47 où x et y appartiennent à Z ?

2. J'a
hète un produit qui a pour valeur 47. Puis-je le payer sans que l'on me rende la monnaie ?



3. Même question ave
 49.

4. J'a
hète un produit qui a pour valeur 16. Puis-je le payer si on me rend la monnaie ?

5. Montrer que pour n ∈ N, il existe un unique 
ouple (x, y) d'entiers tels que 0 ≤ x ≤ 4 et n =
13x+ 5y.

6. Montrer que tout a
hat de produit de valeur plus grande que 48 peut être payé sans rendu de

monnaie.

7. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.

E
rire un programme en langage naturel donnant le nombre de piè
es de valeur a et de piè
es de

valeur b permettant si 
'est possible de payer un produit de valeur n sans rendu de monnaie. On

supposera que l'on dispose d'une fon
tion donnant l'identité de Bézout de a et b.

Exer
i
e 6 Déterminer tous les entiers x tels que x2 = 3 (mod 6).

Exer
i
e 7

1. Montrer que si x est un entier impair, alors x2 = 1 (mod 8).

2. Montrer que si x est un entier pair, alors x2 = 0 (mod 8) ou x2 = 4 (mod 8).

3. En déduire les solutions en x et y entiers de l'équation x2 + y2 = 2 (mod 8).

4. Résoudre les équations suivantes en x, y entiers :

(a) x2 + y2 = 3 (mod 9),

(b) x2 + y2 = 5 (mod 9).

Exer
i
e 8 À l'aide de l'algorithme d'exponentiation rapide, déterminer :

1. 2
65

dans Z/53Z.

2. 3
231

dans Z/53Z.

3. 7
231

dans Z/238Z.

Implémenter l'algorithme d'exponentiation rapide (par exemple la version ré
ursive) et véri�ez les résultats

obtenus .

Exer
i
e 9 Les éléments suivants sont-ils des inversibles ? des diviseurs de zéro ?

1. 4 dans Z/22Z.

2. 7 dans Z/16Z.

3. 3 dans Z/10Z.

4. 21 dans Z/30Z.

5. 26 dans Z/45Z.

Exer
i
e 10 Montrer que 2, 3, 4 et 5 sont inversibles dans Z/13Z et déterminer les sous-groupes de

(Z/13Z)∗ engendrés par 2, 3, 4 et 5.

Exer
i
e 11 Montrer que 4 dans Z/41Z est inversible et donner son inverse. Déterminer l'ordre de 4 dans
(Z/41Z)∗. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de 42017 par 41.

Exer
i
e 12

1. Montrer que Z/89Z est un 
orps.

2. Que peut-on dire, par le théorème de Lagrange, sur l'ordre possible des éléments de (Z/89Z)∗ ?

3. Déterminer les ordres des éléments 2, 4, 8 et 12 dans (Z/89Z)∗.

Exer
i
e 13 Déterminer 3
1025

dans Z/509Z par deux méthodes di�érentes : le théorème de Lagrange et

l'algorithme d'exponentiation rapide.

Exer
i
e 14 On se pla
e dans l'anneau Z/201Z.

1. Cal
uler 2
261

sans fa
toriser 201.

2. Cal
uler ϕ(201).

3. Montrer que 2 est inversible dans Z/201Z, déterminer l'ordre de 2 dans le groupe (Z/201Z)∗ et


al
uler 2
261

en utilisant son ordre.



4. Véri�ez que 5 est inversible modulo ϕ(201) et déterminez son inverse s. Cal
uler 32s (mod 2)01
dire
tement et en utilisant le fait que 32 = 25.

Exer
i
e 15 On se pla
e dans l'anneau Z/391Z.

1. Cal
uler 2
390

sans fa
toriser 391. Qu'en déduit-on ?

2. Déterminer ϕ(391).

3. Montrer que 2 est inversible dans Z/391Z et déterminer l'ordre de 2 dans le groupe (Z/391Z)∗.

Exer
i
e 16 On se pla
e dans Z/49Z.

1. Quel est le 
ardinal de (Z/49Z)∗ ?

2. Que peut-on en déduire sur l'ordre des éléments de (Z/49Z)∗ ?

3. Déterminer l'ordre de 2 puis l'ordre de 3 dans (Z/49Z)∗.

4. En déduire qu'il existe n ∈ N tel que 3
n
= 2.

Exer
i
e 17 Déteminer un générateur du groupe multipli
atif (Z/103Z)∗

Exer
i
e 18 Soit p un nombre premier. É
rire un algorithme permettant de trouver un générateur de

(Z/pZ)∗.

Exer
i
e 19 On prend au hasard un entier a ∈ {1, ..., 17063}. Quelle est la probabilité que a soit un

diviseur de 17063 ? un entier non premier à 17063 ?

Exer
i
e 20 On se pla
e dans Z/143Z.

1. Déterminer ϕ(143).

2. Pour quels entiers x a-t-on x142 ≡ 1 [143] ? Indi
ation : à l'aide du théorème d'Euler-Fermat, se

ramener à une équation plus simple en x, et la résoudre en fa
torisant 143 et en appliquant les

restes 
hinois.

3. On appelle menteur de Fermat d'un entier n non premier les entiers x ∈ {0, . . . , n − 1} tels que

xn−1 ≡ 1 [n].
Combien 143 a-t-il de menteurs de Fermat ? de témoins de Fermat ? Quels sont les autres éléments

dans {0, . . . , 142} ?

4. Fa
ultatif : même question en utilisant le test de Miller-Rabin

5. On tire 5 fois de suite au hasard un nombre x ∈ {0, . . . , 142} et on teste si x142 ≡ 1 [143] (test de
primalité de Fermat). Quelle est la probabilité qu'au moins un nombre parmi eux montre que 143

n'est pas premier ?

Exer
i
e 21 É
rire un algorithme e�e
tuant le test de primalité de Fermat pour un entier n donné et N
entiers a tirés au hasard. On renverra 0 dès qu'un test renvoie non premier, sinon on renverra 1.

Exer
i
e 22

1. Montrer que pour tout entier impair x, on a x4 ≡ 1 [16]. Indi
ation : distinguer les 
as x ≡ 1 [4] et
x ≡ −1 [4].

2. En déduire que le groupe (Z/16Z)∗ n'est pas 
y
lique.

Exer
i
e 23

1. Montrer que pour tout entier x premier ave
 10, on a x4000 ≡ 1 [10000].

2. Pour quels entiers x a-t-on x9999 ≡ 1 [10000] ?

3. Montrer que pour tout entier x premier ave
 10, on a x500 ≡ 1 [10000]. Indi
ation : utiliser le

théorème des restes 
hinois.

Exer
i
e 24 : nombre de Carmi
haël. On se pla
e dans l'anneau Z/561Z.

1. Cal
uler 2
560

, 5
560

.

2. Montrer que 561 n'est pas premier et déterminer ϕ(561).

3. En utilisant l'isomorphisme du théorème des restes 
hinois, montrer que pour tout a ∈ (Z/561Z)∗,
on a a80 = 1.

4. En déduire que pour tout a ∈ (Z/561Z)∗, on a a560 = 1.
Ce
i montre qu'il n'y a pas de témoin de Fermat pour l'entier 561, qui n'est pourtant pas premier.

On dit que 561 est un nombre de Carmi
haël.



5. Déterminer l'ordre de 2 et l'ordre de 5 dans Z/561Z.

Exer
i
e 25 É
rire un algorithme déterminant la liste des nombres de Carmi
hael (i.e. les entiers n > 1
tels que n n'est pas premier mais an−1 = 1 (mod n) si a et n sont premiers entre eux) plus petits qu'un

entier N �xé.

Exer
i
e 26 En utilisant le test de Miller-Rabin, véri�ez que 561 n'est pas premier. Déterminez tous les

entiers a ∈ [1, 560] qui passent le test de Miller-Rabin pour 561, véri�ez qu'il y a (nettement) moins d'un

quart de valeurs de a qui renvoient Vrai pour 
e test.

Exer
i
e 27 Montrer que les relations suivantes dans Z sont des relations d'équivalen
e. Existe-il une loi

+ sur l'ensemble quotient Z/ ∼ telle pour tous entiers a, b, on a Cl(a) + Cl(b) = Cl(a+ b) ?

1. a ∼ b si et seulement si a et b ont même 
hi�re des unités dans leurs é
ritures dé
imales.

2. a ∼ b si et seulement si a et b ont même 
hi�re des dizaines dans leurs é
ritures dé
imales.

Exer
i
e 28 On 
onsidère l'appli
ation suivante :

Φ :

{

Z/20Z → Z/4Z× Z/5Z
x → (x, x)

où x désigne la 
lasse de l'entier x dans l'anneau 
onsidéré.

1. Expliquez rapidement pourquoi Φ est bien dé�nie

2. Donner les images par Φ de tous les éléments de Z/20Z et véri�er que Φ est bien une bije
tion.

3. Résoudre de deux manières :

(a)

{

x ≡ 2 [4]
x ≡ 4 [5]

(b)

{

x ≡ 1 [4]
x ≡ 2 [5]

4. On munit l'ensemble Z/4Z× Z/5Z des lois + et × dé�nies par

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), (x, y)× (x′, y′) = (x× x′, y × y′).

(a) Montrer que + et × sur Z/4Z× Z/5Z possède des éléments neutres.

(b) On admet (véri�
ation fa
ile) que Z/4Z × Z/5Z est un anneau pour les lois + et ×. Montrer

qu'un élément (x, y) de Z/4Z×Z/5Z est inversible si et seulement si x est inversible dans Z/4Z
et y est inversible dans Z/5Z

(
) Déterminer les éléments inversibles de Z/20Z et 
eux de Z/4Z × Z/5Z, et montrer qu'ils sont

en relation par Φ.

(d) Trouver l'inverse de 13 dans Z/20Z en utilisant l'image par Φ de 13 dans Z/4Z×Z/5Z. Justi�er

le résultat trouvé en 
al
ulant Φ(13.13
−1

).

Exer
i
e 29 : 
hi�rement a�ne

Soit n un entier, n ≥ 2. Pour tous a, b ∈ Z/nZ, on dé�nit l'appli
ation Φa,b sur Z/nZ par :

Φa,b(x) = ax+ b

1. Trouver une 
ondition né
essaire et su�sante pour que Φa,b soit bije
tive.

2. On prend n = 27 et on 
ode l'alphabet de la manière suivante :

xy (espa
e) ↔ 0, A ↔ 1, B ↔ 2, ..., Z ↔ 26.

Lorsque la fon
tion Φa,b est inversible, elle peut être utilisée 
omme appli
ation de 
hi�rement.

C'est le 
hi�rement a�ne sur Z/27Z, de 
lef (a, b) privée (
ryptographie symétrique).

(a) En utilisant la 
lef (4, 21), 
oder la phrase : LA CLEF EST DANS LE COFFRE

(b) À l'aide d'une analyse de fréquen
e, dé
hi�rer le 
ryptogramme suivant utilisant un 
hi�rement

a�ne sur Z/27Z :

RKCTP ILUAPCHPTCHOGGPPTCGCPTACWKTCEKLKGAUPCWKLC PC MUXXLPZPGA

(
) Combien y a-t-il de 
lefs possibles pour le 
hi�rement a�ne sur Z/27Z ?



Exer
i
e 30 : Logarithme dis
ret On se pla
e dans Z/11Z.

1. Montrer que (Z/11Z)∗ est un groupe 
y
lique engendré par 2.

2. Dans 
e groupe, 
al
uler le logarithme en base 2 de 3.

Exer
i
e 31 : Attaque sur le logarithme dis
ret.

On 
onsidère le nombre premier 101 et on 
her
he, s'il existe, un entier x ∈ N tel que 3x = 2 [101].

1. Déterminer φ(101) et le fa
toriser en nombres premiers.

2. À l'aide de l'algorithme d'exponentiation modulaire, 
al
uler 34, 24, 325 et 225 modulo 101.

3. Montrer à l'aide du théorème d'Euler-Fermat que (34)25 = 1 [101].

4. Déterminer des entiers a, b tels que (34)a = 24 et (325)b = 225 modulo 101 (pour déterminer a, on
pourra 
her
her les puissan
es su

essives de 34 modulo 101).

5. Montrer qu'il existe un entier x tel que x = a [25] et x = b [4]. Cal
uler un tel entier x ≥ 0.

6. Véri�er que pour 
et x, on a 3x = 2 [101] (on pourra soit e�e
tuer le 
al
ul à l'aide de l'algorithme

d'exponentiation modulaire, soit utiliser le 
al
ul de x et les propriétés de a et b).

Exer
i
e 32 Bob propose le système de 
hi�rement RSA. Il 
hoisit p = 17 et q = 13 don
 n = 221.

1. Déterminer ϕ(n).

2. Véri�er qu'il peut utiliser e = 7 
omme exposant de 
hi�rement.

3. Cal
uler l'exposant de dé
hi�rement d.

4. Quelle est la 
lef publique ? quelle est la 
lef privée ?

5. Chi�rer M = 3.

6. Que doit 
al
uler Bob pour dé
hi�rer C = 198 et quel est le résultat ?

Exer
i
e/TP RSA

Cf. www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/mat249/rsa231.pdf

Cryptographie RSA, problème donné en juin 21

Première partie, un exemple :

On rappelle que pour 
rypter un message a à un destinataire dont la 
lef publique est (c, n), il faut lui
envoyer b = ac (mod n). Pour pouvoir faire les 
al
uls, on suppose dans 
ette question que c = 17, n = 55.

1. Crypter le message a = 3 en donnant le détail des 
al
uls par la méthode de la puissan
e rapide.

2. Déterminer φ(n), le nombre d'éléments inversibles dans Z/nZ pour n = 55.

3. Déterminer d l'inverse de 17 modulo φ(55) en donnant les étapes intermédiaires.

4. Déterminer bd (mod n).

5. Pourquoi ne doit-on pas prendre n = 55 si on souhaite que le message 
odé reste 
on�dentiel ?

Deuxième partie, utiliser 3 
omme 
lef publique.

I
i n n'est plus égal à 55, 
'est le produit de deux nombres premiers quel
onques. On se propose de prendre

c = 3.

1. À quelle 
ondition sur φ(n) peut-on prendre c = 3 ?

2. Comparer le nombre d'opérations né
essaires au 
ryptage d'un message lorsque c = 3 ave
 c = 17.

3. É
rire un algorithme en langage naturel ou en C ou en Python permettant de 
onnaitre le nombre

d'opérations né
essaires au 
ryptage en fon
tion de c.

4. Un espion envoie le même message a à trois destinataires di�érents, ayant 
ha
un leur 
lef publique

c = 3, n1 = 187, c = 3, n2 = 46 et c = 3, n3 = 253 (on a pris des petites valeurs de n pour que les


al
uls soient faisables à la 
al
ulatri
e). Les servi
es de 
ontre-espionnage arrivent à inter
epter

les trois messages 
odés :

b1 = 98 (mod 187), b2 = 15 (mod 46), b3 = 126 (mod 145)

Il s'agit de déterminer a sans 
her
her à fa
toriser les entiers ni.

(a) Montrer qu'il existe un unique entier b ∈ [0, n1n2n3[ tel que

b = b1 (mod n1), b = b2 (mod n2), b = b3 (mod n3)

(b) Expliquer 
omment 
al
uler b, et donner le détail des 
al
uls si vous avez le temps,

(
) On trouve b = 9261, en déduire a sa
hant que a ∈ [0, n1[.


