Marian Aprodu

Sur quelgques probmes
de geonetrie complexe






Lui Cosmin






Avant-propos

Aimeriez-vous vivre dans un monde parfait ou toute variést complexe, toute
fonction est holomorphe ? La ou on n’a jamais entendu pdddonctions differen-
tiables, ou continues ? Ne serait-ce pas le réve de chaemtre’nous ? Imaginez-
vous maintenant ce qu'il doit y avoir a I'antipode. Que desctions continues,
voir localement intégrables, que de I'analyse pure et.dDublieés les structures
complexes, un vrai cauchemar, quoi !

Heureusement, notre monde a nous, qu’on aime tant, sesteon-chemin entre
les deux. Méfiez-vous, tout géometre intéressé panéarte globale des variétés
rencontrera un jour ou un autre une variété complexe cotapd, avec un fibré
vectoriel complexelifferentiable€ dessus.

Moi, je suis un optimiste de nature. Dans une telle situatayant aussi les
bons réflexes du géometre algébriste, jaurais temignt I'envie de simplifier les
choses au maximum. Il ne suffit que de mettre une structuréodi tiblomorphe
sur& et c'est fini ! D’accord, mais en pratique, cela, sera-t-#gible en général ?
La réeponse nous ramene les pieds sur terre : NON !

Voici un contre-exemple simple. On sait qu’il existe dedatesik 3 au groupe
de Picard nul. Par ailleurs, les fibrés en droites diffeadates la-dessus sont
paramétrés par un groupe abélien libre de rahgBien évidemment22 est plus
grand que zéro, doraucunfibré differentiable de rang un, a I'exception notable du
fibré trivial, n"admettra de structures holomorphes.

Cela nous amene a la question suivante :

Question 1Quels sont les fibrés vectoriels complexes differenéistdu-dessus
d’une variétéX complexe, compacte, lisse et connexe, qui admettent dedigies
holomorphes ?

On a vu dans I'exemple précedent que la premiere classée@ue un rdle
dans cette histoire. En effet, un fil¥gour lequek; (£) n'appartient pas au groupe
de Néron-SeverlV S(X), c'est-a-dire, a 'image de Ri&) dansH?(X, Z), n'aura
jamais de structure holomorphe.

Si la variété de base était une courbe, il n’y aurait pisamplications, puisque
tout fibré serait muni d’une structure holomorphe.

Donc, le premier cas vraiment non-trivial est celui d'ungaee. Ici, on connait
déja la classification des fibrés differentiables. Qimad’'eux est complétement
déterminé, a isomorphisme pres, par son rarm ses classes de Chernet c;.
La question posée tout a I'heure se réduit alors a sap@ts triplets(r, c;, c) €
N x NS(X) x Z sont réalisables par un fibré holomorphe.
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Ce probleme ainsi formulé, qui a déja préoccupé beapae monde dans les
années 80, fait I'objet de la premiere partie de ce textgydéhese qui, lui, réunit la
plupart de mes travaux postérieurs a ma these de dactorat

La deuxieme partie s'occupe de syzygies, plus précisendensyzygies des
courbes. Lorsqu’on parle de cette théorie, dont les cegse perdent dans I'eépoque
de Hilbert, il y a tout un monde a découvrir : de la foncti@Hilbert aux résolution
minimales, de la cohomologie de Koszul aux propriétéples intimes des variétés
etc.

Je vais essayer d’expliquer succinctement deux des camgsctjui ont ren-
contré le plus d'intérét de la communauté mathématiqinsi que la petite con-
tribution que j'y ai apportée. Il va y avoir aussi quelqueplecations amusantes,
avec lesquelles on va voir comment ces techniques alg&wigar essence (et qui,
je 'avoue, m’ont fait tellement peur pendant que je les appis) s’appliquent aux
cas concrets de calcul des gonalités des courbes. Enfiaigeliivaguer un peu sur
la possibilité qu'’il y ait des liens faibles entre ces deorjectures.

*

* *

\oici une petite liste des travaux personnels sur lesquegigsie ce texte.

| Pour la premiere partie :

1. Holomorphic vector bundles over primary Kodaira surgacklath. Z.242
(2002) 63-73 (en collaboration avec V. Brinzanescu et dnd).

2. On the holomorphic rank-2 vector bundles with trivialaisminant over non-
Kahler elliptic bundles, J. Math. Kyoto Univ., a paraiien collaboration avec
V. Brinzanescu).

3. Une note sur les fibrés holomorphes non-filtrables, CRA&raitre (en collab-
oration avec M. Toma).

Il Pour la deuxieme patrtie :

[EEN

. On the vanishing of higher syzygies of curves, Mati2Z1(2002) 1-15.
. On the vanishing of higher syzygies of curves. Il, Math.aZparaitre.
3. Manuscrit en préparation avec J. Nagel.
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1 Sur I'existence de fibes vectoriels holomorphes
au-dessus des surfaces noraklériennes

1.1 Introduction

Soit X une surface complexe, compacte, lisse et connexe. Un gmmabklas-
sique de géométrie complexe est de décider si, étamélom fibré complexe
differentiable surX, il y aura des structures holomorphes dessus ou non. Sous
une forme simplifiee, le probleme demande de précisetsgsent les triplets
(r,c1,c2) € Zso x NS(X) x Z pour lesquels il existe un fibré vectoriel holomorphe
E derangr surX, de classes de Chetn(F) = ¢; etcy(F) = cs.
Le cas ouX est une surface algébrique est assez bien compris : grfeh],
on le sait que tout triplet comme ci-dessus est réalisadni@p fibré holomorphe.
Contrairement a cette situation, Xi est une surface non-algébrique, la semi-
négativité de la forme d’intersection si¥tS(.X') entraine une condition nécessaire
(cf. [BL, Théoreme 3.1]voir aussi [BF, Proposition 1.1] en rang deux) qui fait
intervenir lediscriminantd’un triplet, a savoir :

1 —1
A(r,eq,09) = . (cg - TQT C%) > 0.

Cette condition-ci n’est pas forcément une condition saffte. Des contre-exemples
apparaissent déja dans [BL] pour les surfakelsde dimension algébrique nulle ;
nous en avons trouvé d’autres, en dimension algébrigake& un (cf. Section 3).

Ensuite, il est nécessaire de faire une distinction enfferents types de fibrés
holomorphes. Premierement, il y a les fibrés diitsables qui admettent des fil-
trations a quotients succesifs de rang un, sans torsiom,camme dans le cas
algébrique. Le discriminant d’un tel fibié satisfait une inégalité forte de positivité
(voir [BL, Théoreme 2.3], et aussi [BF, Theorem 3.1)):

A(r, ey, c2) = m(r, 1),

~

ou

T 2 T
m(r,cy) == —%maw {Z (% — ,ul-) s 1y ey b € NS(X),Z,uZ- = cl} > 0.
i=1 =1

D’apres le theoreme 2.3 de [BL], a I'exception d’un castparticulier, la condi-
tion A(r, c1, co) > m(r, ¢;) assure déja l'existence de fibrés filtrables. On se remen
donc a I'etude des fibrason-filtrables

Je me suis intéressé a ce probleme dans le cas d'uneasweligptique non-
kahlérienne. J'expliquerai les résultats principaug gjai obtenus (en collaboration
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avec V. Brinzanescu, avec M. Toma, ou avec les deux) ebleséguences qui en
résultent. Les méthodes que j'utilise sont entierenaégébriques, et font appel a la
géomeétrie des revétements des courbes.

1.2 Rappels sur les surfaces elliptiques nondhlériennes

La classification des surfaces complexes compactes d'agoélaira a mis en
evidence I'importance des surfaces a contenu faible arbes. Elles se regroupent
en deux classes principales, selon I'existence ou la nstesxce d’'une métrique
kahlérienne. Puisque I'existence des fibrés holomaglie une surface qui est soit
kahlérienne, soit de la clas$é/ 7, au moins en rang deux, est presque résolue,
nous nous intéresserons surtout aux surfaces elliptigoaskahlériennes. Sig-
nalons gu’elles ne contiennent pas de courbes, autresgjoertgosantes des fibres
des fibrations correspondantes.

Un théoreme de Brinzanescowo(r [Brl, I, Lemma 1], [Br3]) montre que toute
surfaceX minimale elliptique, non-kahlérienne possede une structureubesi-
fibrg, c’est a dire, toutes les fibres lisses de la fibration édjit sont isomorphes
deux-a-deux, et les seuls fibres singulieres sont desptagtdes courbes ellip-
tiques. En plus, s’il N’y a aucune fibre multiple, la fibratisa trivialise localement
sur la base, et devient dibré elliptique principal La géométrie de cette situation
permet de décrire en détail le groupe de Néron-SeveX def. [Brl, I, Theorem
3.1, Il, Theorem 5, Ill, Theorem 1], [Br3], [BU]) :

Théoreme 1.Soit X une surface minimale, elliptique, no&dtdérienne, etX S,
B la fibration elliptique assoée. Alors, les classeg&duites des fibres engendrent
le sous-groupe de torsion dés(X) et

NS(X)/TorsNS(X) = Hom(Jg, FV),

ou F' dénote la fibre grérique, IV = Picy(F'), et Jp est la varété jacobienne de
B.

Pour toute class@ (L), avecL € Pic(X), la restriction de_ aux fibres lisseg,
de f définit une fleche naturelle— Lz, € Pig(F). Elle se prolonge a une fleche

c1(L) : B — FY. Lisomorphisme du théoréme est alors induit par le mispie
NS(X) — Hol(B, F) qui associe a la classe de CherqL), la fleche ci-dessus.

Remarquons que le probleme d’existence des fibrés hofamesersurX admet
une solution triviale siB = P!. En effet, le groupe de Néron-Severi ne contient
gue des éléments de torsion, ce qui entraiiie c;) = 0 pour toutr > 2 ete; €
NS(X). On en deduit I'existence des fibrés holomorphes, et métrefes.

Le résultat énoncé ci-dessus nous permet de traduitecédcul de classes de
Chern surX en un calcul de morphismes de variétés abéliennes. @iestque la
géomeétrie algébrique surgit dans ce cadre fortemenahg&brique.
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1.3 Fibrés sur les surfaces de Kodaira primaires

Par définition, unesurface de Kodaira primairé& est une surface non-kahlérienne
munie d’une structure de fibré elliptique principal ausiesd’une courbe elliptique
B. En jouant sur la géométrie spéciale d’'une telle surfacels avons montré un
résultat complet d’existence des fibrés holomorphes,[ABT] :

Théoreme 2.SoientX une surface de Kodaira primaire,c Z-,, ¢; € NS(X) et
cy € Z tels queA(r, ¢y, co) > 0. Alors, il existe un fibe holomorphe? de rangr
sur X, avecc; (E) = ¢y etey(E) = co.

Le casrA(r, ci,c0) € Z avait été déja décidé, [To2, Proposition 1], grao a
images directes des fibrés en droites par des revétememsamifésde X et par
un argument de déformation. En général\(r, ¢1, c;) n'est pas forcement un en-
tier, maisr?A(r, ¢1, o) le sera inévitablement. Nous avons résolu les cas restant
A(r,c1,¢2) € 57\ +Z. Pour y arriver, nous faisons appel a des revétements de la
courbe elliptiqueB par des courbes de genre deux.

De facon générale, §i - B est un revétement de degr@’une courbe ellip-
tique par une courbe de genre deux, qui ne se factorise pas@#&ogénie d&, la
courbeK := Ker(Jo — B), est, elle aussi, une courbe elliptique. Le plongement de

C dansJ¢ induit un revétement compl'ementa'(ﬂe# K, et encore une isogénie
W x N Bx K — Jgo, de degré?. Le noyauH de p* x \* est le graphe d'un

isomorphisme entre les élémentsid®rsion, B[r] N K|r], anti-isométrique par

rapport a 'accouplement de Weil.

Prenons maintenant un fibré en droitesur le produit fibréX x 5 C. La premiere
classe de Chern et le discriminant de I'image dirdgte- v, L, o0 X x5 C
X est la projection, jouissent tous les deux d’interprétagiintéressantes dans ce
contexte. Au niveau de morphismes entre des varietégeahes, induits par les
classes de Chern en passant par le théoreme lz:lcéﬁﬁi_ cl( ) o u* (voir [ABT,
Lemma 1.4]). De méme pour le discriminantA(€) = deg(cl(/f) o \*) ([ABT,
Lemma 2.1]).

Le processus décrit ci-dessus peut étre renversé. Natsng de deux courbes

elliptiquesB et K, et d’un isomorphisme défini sur les pointsidorsion,B[r] >,

K|[r], anti-isométrique par rapport a I'accouplement de Weil variété abélienne
Jy = (B x K)/GrapH) est alors équipée d’'une polarisation princip&lg. Si
l'isomorphismey est irréductible oir [Ka2, Definition 1.2]), le systeme linéaire
|©,| contient une courbe lisse de genre deux a variété jacnbissomorphe &,.
Sinon, nous trouvons un isomorphisme de variétés ab@iepolarisées dg, dans
un produit de courbes elliptiques : cela fait partie d’anafiguration carreay[Kaz2,
Definition 2.1].

La preuve du théoreme s’appuie alors sur l'interprétationnée a la premiere
classe de Chern, et au discriminant d’'une image directesretede morphismes de
courbes elliptiques, qu’on a invoquée tout a I’heureeliminant le cas connuA €
Z nous nous retrouvons tout de suite, quitte a faire baigsearlg du fibré, dans
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une situation comme ci-dessus. La coufbeestera toujours la courbe de base,
sera un revetement étale (cyclique méme) de la dualesdibre, convenablement
choisi, et I'isomorphisme anti-symétriguesera induit par la premiere classe de
Chern et par le revétement défini de

Si I'isomorphismey estirr éductible nous en déduirons un revétemént— B
de degré- par une courbe de genre deux et, encore, un fibré en drbites le
produit fiboréY = X x5 C. La premiere classe de Chern modulo torsion de I'image
directe deL, et son discriminant seront égaux a ceux de départ.

Le critere de réductibilité (cf. [Ka2, Theorem 2.6]) eslconfigurations carreaux
de Kani [Ka2, Theorem 2.3] nous aident a traiter le cas duductible Dans ce
cas, nous obtenomguxrevétement étales differentés — B, £y, — B, avec deux
fibrés en droited,; et L, sur les produits fibréX x 3 E; et X x g F; respectivement.
Le fibré holomorphe recherché est obtenu en prenant la godmecte des images
directes dd; et L.

1.4 Fibrés de rang deux sur les surfaces elliptiques
non-kahlériennes

Comme on I'avu dans la section précédente, consid&émiages directes de fibrés
en droites par des revétements de la surface de base peléerup la méthode de
Serre pour produire des fibrés non-filtrables. Le résgliasuit montre qu’il s’agit
d’'un phénomene général (cf. [ATVpir [F2] pour la définition d’'une modification
elémentaire) :

Théoreme 3.SoientX une surface complexe, compacte, minimale, rigniétienne,

gui admet une fibration elliptiqu& . B surune courbe lisse, €t un fibré vec-
toriel holomorphe non-filtrable de rang deux sir. Alors, il existe un redtement
C - B a deux feuillets, par une courbe lisse, et undilen droites. sur la nor-
maliseeY du produit fibe X x 5 C tels que I'image directe, L est une modification
élementaire deZ, oY - X est la projection.

Le revétement' est completement déterminé par le comportement der la
fibre générique d¢. Le fibré L, quitte a le tordre par une image inverse d'un fibré
en droites sur la courbe de basest, lui aussi, précisé par les restrictiongtdaux
fibres génériques/fir la demonstration du théoreme de [AT]).

Signalons que I'hypothése de minimalité n’est pas irapeement nécessaire.
En effet, d'apres le résultat de [Vu], tout fibré vectbrimlomorphe de rang
deux sur I'éclatée d’'une surface non-algébriguesst une suite de modifications
elémentaires d’'une image inverse d’'un fibré syréventuellement tordue par un
fibré en droites.

Le théoreme 3 répond au besoin de développer une teghigitaire de con-
struction de fibrés non-filtrables. Rappelons que I'olzdiom principale pour le
probleme d’existence des fibrés holomorphes consiste ldananque de méthodes
de construction\oir [Br3, pag. 105]). En rang deux, dés lors qu’on a franchi cet
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obstacle, la difficulté du probleme va pencher vers laegedie d’interprétations
géomeétriques des classes de Chern des images directissptome on I'a fait pour
les surfaces de Kodaira. On va voir dans un cas particulimnoent notre résultat
aboutit a une solution du probleme d’existence ; cela@iservir d’exemple pour
d’autres cas a venir.

On s’occupe maintenant du ca¥2, ¢;, c;) = 0. Dorénavant, on ne considéere

gue des fibrations elliptiques I, B sans fibre multiple. Sachant qugest un
entier pair, [ABT, Lemma 1.3], on exclut le cas trivigle 2N S (X)) qui entrainerait
m(2, c;) = 0. Dans cette situation, I'énoncé du théoréme 3 estianadlle : on peut
faire abstraction des modifications éléementaires pagqut fibré de rang deux de
classes de Chemn, ¢, sera une image directe d’un fibré en droites, [AT, Remarque
4]. Antérieurement, on avait déja montré que I'exiseenles fibrés holomorphes

a discriminant nul suX qui sont des images directes de fibrés en droites par des
revétements doubles est déterminée par le comportethediat premiere classe de
Chern sur les points detorsion,voir [AB, Theorem 4.1]. Ceci et I'observation ci-
dessus donnent par conséquent un critere d’existencdgmiibrés non-filtrables:

Théoreme 4.SoientX une surface nondhlérienne munie d’une structure de fibr
elliptique principal de fibreF, etc; € NS(X) tel quem(2,¢;) > 0. Alors, les
conditions suivantes soatjuivalentes :

(i) il existe un fibé holomorphe de rang deux sif, a premere classe de Chern

égalea c; et discriminant nul,

(ii) la restriction Jz[2] Al pv 2] de¢; au sous-groupe @léments dé-torsion est

non-surjective.

La démonstration ressemble beaucoup a celle du thé&grhe discriminant
d’'une image directe représente icdeg®© normali€d’'un morphisme d’une variété
abélienne principalement polarisée dans la duale d’lme fivoir [AB, Section 3],
ou cette notion a été d’ailleurs introduite pour la préraifois.

Remarquons que 98 était elliptique, c’est a direX était une surface de Ko-
daira primaire¢; 2] ne pourrait jamais étre surjective (JABT, Lemma 1.3, Rdmar
3.1]). En revanche, si le genre dkest plus grand, on peut aisement imaginer des
situations ou la surjectivité dg|[2] soit vérifiée :

Exemple 1SoientB une courbe de genre deux, qui admet un morphisme de degré
deux surF"V, et X un fibré elliptique principal non-kahlérien si, de fibre F.

Soit ¢; induit par ce revétement. Alorg; [2] est surjective etn(c;) = 1/2. Par
conséquent, il n'existe pas de fibré holomorphe de rang dauX de premiere
classe de Chern modulo torsion egalg et de discriminant nul.

Beaucoup d’autres cas, complémentaires a celui descesriliptiques non-
kahlériennes traité ici, ont été considérés darstde/aux plus ou moins récents.
Par exemple, sK est soit une surfac& 3 soit une surface de dimension de Ko-
daira—oo, Teleman et Toma ont trouv&dir [TT]) des conditions nécessaires et
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suffisantes pour I'existence de fibrés non-filtrables dg @daux surX (voir aussi
[LeP], [Te], [BL]). Il est vraisemblable que des méthodasikires a celles qui y
sont utilisées pourront aussi bien trancher le cas deacsfkahlériennes de di-
mension de Kodaira égale a wo{r [TT]).

Le cas des tores a été également beaucoup énmigEL], [BF], [Tol], [To3])
et le rang deux est completement résolu. En somme, ongee&gas trop quand
on dit gu’en rang deux, apres tant d’efforts, on n’est pas toin d’'une solution
compléte au probleme d’existence des fibrés holomorphes

1.5 Commentaires sur la @ométrie des espaces de modules

SoientX -5 B une surface de Kodaira primairg, € Pic(X) etcy, € Z tels que
m(2,c1(L)) > 0et0 < A(2,¢1(L),c2) < m(2,¢1(L)). Alors, tout fibré holo-
morphe de rang deux, de détermindnéet deuxieme classe de Chetnest sim-
ple. De plus, 'espace de modulg (L, c;) de fibrés & déterminarit et deuxieme
classe de Chern, est une variété lisse, holomorphiquement symplectigeda
dimension attendu®A(2, ¢;(L), co) (voir [To2], [To4] ; il faut faire aussi référence
au théoreme 2, afin de s’assurer diig(L, c;) # 0). On connait donc beaucoup
d’informations utiles sur la géométrie d& (L, c»).

Néanmoins, il nous reste toujours des choses a régleexeaple, cet espace
est-il connex& Enfin,est-il compac®

On est tenté de dir®©UI, au moins en dimensions petites (zéro ou deux).
Un théoreme de structure pour les fibrés de rang deux ssudedes surfaces
algébriqueselliptiques a été utilisé par Friedman, [F1], [F2], p&tudier la struc-
ture intime de I'espace de modules. Notre théoreme 3 giestson analogue non-
algébrique : on peut ainsi espérer qu'il puisse menesa&gonses concretes a ces
guestions.

En discriminant zéro, la compacité est immédiate. D@gbté, le probleme de
connexité peut étre reformulé comme suit. Dans notigasdn, on sait que tout
fibré £ est une image directe d’un fibré en droites. De plus, letezuént doublé”
de X induit par £, qui est une autre surface de Kodaira primaire, ne dépeadgu
la premiere classe de Chern Beréduite modulo torsion. La connexité de I'espace
de modulesSx (L, c}(L)/4) se réduit alors a savoir si, étant donnée une isogénie
C — B, I'espace des fibrés en droites surx z C', dont les images directes sir
sont a déterminant isomorphd.aest connexe.

Supposons maintenant qu'en dimension deux, qui correspargiscriminant
1/4, 'espace de modules est compact. Sinon, sans perdre |&ioorae lissité, on
le remplace par I'espace de modules de faisceaux simplelg, sgra automatique-
ment ([To5]). Toute composante connexe de I'espace de resddt une surface
compacte holomorphiqguement symplectique, donc soit un tore, so& surface
K3, soit une nouvelle surface de Kodaira. Comme, par une piplis générale,
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beaucoup de propriétés d’'une variété de base sonntiaes aux espaces de mod-
ules de fibrés holomorphes, on s’attendrait a ce que tagesomposantes soient
dans ce cas des surfaces de Kodaira. Le cas échéant, il quastion naturelle
gu’'on se posey aurait-il une dualieé de type Mukai entre la surface dégmhrt et
I'une de ces composant@s

J'ai exposeé ici un petit nombre de problémes qui concdrlaggeométrie des es-
paces de modules de fibrés au-dessus des surfaces de Kbdaitaes problemes,
de méme nature, peuvent étre formulés dans le cadre phirg d’'une surface
elliptigue non-kahlérienne quelconque.
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2 Sur I'annulation de la cohomologie de Koszul des
courbes projectives

2.1 Introduction

SoientV un espace vectoriel complexe de dimension fisie= SV l'algebre
symétrique dé/, et X C PV* une variété non dégénérée, HtX) son anneau
de coordonnées homogéenes. On associe a ces donnfeestian de Hilbertqui
est définie pahx(d) = dimcS(X), pour tout entier positifl. Ce qui fait d’elle
un objet d’étude tres intéressant est son comportenudyr@mial pour des valeurs
assez grands dgé Cette propriété découle de I'existence d’'wasolution minimale
de S(X) surS, qui consiste en un complexe exact :

0—-FE—.—-F—FE—-S5S—5X)—0

OuUE, = & S(—i)%". On arrive ainsi a la définition despaces de syzygide X,
i>p

qui sont les composantes graduées des modyyldses nombres entiers, portent

aussi un nom : ils s’appellent le®@mbres de Betti gracksde X .

Cela dit, pourd suffisamment grand, on calcule la fonction de Hilbertdgar

la formule :
hx(d) =Y (=1)PanCN g,

et on voit que I'expression du cdté droit est polyndmeiel.

La théorie des syzygies a pour but principal d’expliquarntéraction entre les
propriétés intrinseques de€ et ses espaces de syzygies. Notamment, on cherche a
décrire 'effet de I'annulation des syzygies, voir I'inflnce des certaines distribu-
tions des nombres entiers parmi les nombres de Betti gsadué la géométrie de
X.

Restée presque immobile au fil des années, la théoris aipmouvel élan avec
les travaux de Green [Grl], [Gr2] et Green-Lazarsfeld [GIG].2]. Par contraste
avec le point de vue classique, ils s’intéressent auximgtintegrales des anneaux
de coordonnées homogenes, et aux modules qui en démphetdtt qu’aux anneaux
eux-mémes. Ceci leur permet de montrer, en faisant abameéatappel a la coho-
mologie de Koszul, tout un ensemble de résultats nouveaumpletement hors de
portée jusque la. En voici un exemple.

Théoreme 5 (Green-Lazarsfeld, voir [GL1]). On suppose que la vate X est
lisse, irreductible et likairement normale, et on choisit uneampositiorD x (1) =
L1 ® Ly. On poseh’L; = r; + 1. Alors,a,, vy 1.y 1ry # 0.

L'annulation des nombres de Betti gradués représente doe obstruction a
I'existence des certaines systemes linéaires compéetbrdensions données. Il est
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assez naturel de penser que I'existence de syzygies ntasmdvrait entrainer a
son tour I'existence des systemes linéaires : ce pointugesiest avéré étre une
source fructueuse de conjectures.

Comme on le disait tout a I'heure, la cohomologie de Koseul d'ingrédient
principal chez Green et Green-Lazarsfeld pour calculeespsices de syzygies des
variétés projectives. De facon généraleXsest une variété complexe, projective,
irreductible et réduitel un fibré en droites au-dessus eV = H°(L), etF un
faisceau cohérent suyY, la cohomologie de Koszwdlu triple (X, F, L), notée par
K, ,(X,F, L), pour toutp, et toutg, est la cohomologie du complexe :

p+1 p

AVeH ((¢—1)LeF) — ANVRH (¢LRF) —>p/\1V®H°((CJ+1)L®f).

En adoptant les conventions de Green, [Gr1JFsE Oy, on va 'omettre et on
va écrireK, ,(X, L) pour la cohomologie de Koszul.

Pour un fibréL tres ample, les espaces de syzygies de I'imag¥& dansP1*,
sont calculés a I'aide d’'un complexe similaire, [Grl, ®hem 1.b.4] :

pt1

/\ VesS(X)g1— /}'\V@)S(X)q Hp/i\lv®S(X>q+1-

Cette fois-ci, la cohomologie de ce complexe est notéefax S(X),V) et,
avec les mémes notations utilisées au début, @n,a, = dimc K, ,(S(X), V).

Il existe une relation directe entre les deux types d’espdeecohomologie de
Koszul, qui se réalise a travers des fleches naturelles :

Ky o(S(X),V) — Kp (X, L).

Pourq = 1, les fleches ci-dessus sont méme des isomorphismes, ceigoe
une description des nombres de Betti graduésXdelans PV* comme étant
app+1 = dime K, 1(X, L), pour toutp. En général, au-dela de= 2, elles ne le
seront plus, sauf sk est normalement engendré. Signalons que, posr 2, ces
fleches restent toutefois injectives et donc, 'annufaties espaces,, ,(.X, L) im-
plique 'annulation des nombres de Betti gradugs, -.

Analyser en détail des espaces de tyf)g, (X, F, L), comme il I'était fait par
Green, [Gr1], [Gr2], nous offre beaucoup plus de liberté travailler directement
sur les nombres de Betti gradués. Ici, nous disposons tkessdongues de coho-
mologie, [Grl], des résultats de type Lefschetz, [GriN]JAainsi que d’un certain
nombre de résultats d’annulation, [Gr1], [Gr2], [EL].

Les cas des courbes jouit d'une attention spéciale, pais@st dans ce cadre-la
gu’'on a pu énoncer les conjectures les plus précises detaié (ici, sauf men-
tion du contraire, on dira toujours "courbe” pour courbe ptere, compacte, lisse,
irréductible). Parmi elles, on en compte deux tout en arnfdées par Green, et
Green-Lazarsfeld. En quelques mots, elles prédisent gsiéndariants fondamen-
taux des courbes peuvent s’exprimer dans le langage degisgziPour les énoncés
précis, on aura besoin de la définition suivamter [GL2] :

Définition 1. SoientC' une courbe lisse e € Pic(C). On dit queL satisfaita la
condition(M}) si et seulement st, ; (C, L) = 0, pour toutp > h%(L) — k — 1.
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Si L est non-spécial, I'annulation des espaégs,(C, L) pour toutp et tout
q > p + 3 estimmédiate. Cela découle d’'un résultat encore paregil montré
par Green ([Grl, Theorem 4.a.1] ; c’est un raisonnemeraidd’duquel on calcule
aussi la regularité des plongées de la codrbe

Compte tenu du résultat de non-annulation de Green et $fetdy on voit que,
dans le cas od' est munie d’'un pinceau de degkéaucun fibré de degré assez
grand ne peut satisfaire & la conditig¥, ). Cette remarque s’applique aussi bien a
un pinceau qui calcule la gonalité de c’est a dire de degré minimal. La conjecture
gui nous est proposée par Green et Lazarsfeld, qu’on appehsuite laonjecture
de la gonalig, prédit que la réciproque est aussi vraie :

Conjecture 1SigonC) > k, alors tout fibré en droites sat, de degré assez grand
satisfait a la conditioriMy,).

La conjecture a été déja verifiee pokr= 1,2 ([Grl, Theorem 3.c.1]) et
k = 3 ([Ehb]). Alors, les courbes hyperelliptiques, ainsi que fegonales sont
caractérisées par leurs syzgygies. On va voir que la canf est vraie pour une
courbe générique dont le genre est suffissament gran@dppont a la gonalité.

Une autre conjecture, peut-étre encore plus importarstelasconjecture de
Green Elle s’occupe du cas d’'une courbe non-hyperelliptiquangée par son fibré
canonigue. On part toujours du résultat de non-annulateo@reen et Lazarsfeld,
afin de remarquer que si Clfff') < k, alors le fibré canoniqu&~ ne peut pas
satisfaire a la conditiofM},), voir [GL1] ; voir [Mal] pour la définition de I'indice
de Clifford Cliff(C'). L'énoncé de la conjecture est une réciproque de ce fait :

Conjecture 2Si Cliff (C') > k, alors K satisfait a la conditiofi}y,).

La plupart des travaux parus dernierement sur les syzggigsour sujet la con-
jecture de Greenjoir, par exemple, [Grl], [GL1], [HR], [Sc1], [Sc2], [Sc3], [V1]
[V2], [T] etc. Leffort que I'on fait pour la trancher n’estgs du tout surprenant,
compte tenu de sa marge d’applicabilité tres étenduasDane des sections qui
suivent, on va voir comme elle est utilisée dans un probléoncret de calcul de
gonalité.

Il'y a une relation tres subtile entre I'indice de Clifford@&gonalité d’'une courbe
C'. Les deux invariants sont liés entre eux par deux in&gglibir [CM, Theorem
2.3]:

gon(C) — 3 < Cliff (C') < gon(C) — 2.

L'égalité gor{C') — 3 = CIiff (C') n’est vérifiee que dans des cas trés spéciaux,
comme celui des courbes planes (pour une disscusionléétailr le sujetyoir
[ELMS]). Génériquement, on a donc Cliff') = gon(C') — 2. Cela nous fait penser
que, génériguement, il pourrait y avoir aussi une reftegintre les deux conjectures.
On va enquéter sur cette possibilité dans la toute derrsiection, sans prétention
d’aller trouver une réponse tout a fait satisfaisante.
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2.2 Rappels sur les projections des syzygies

Parue pour la premiere fois dans [Ehb], dont 'auteurt&tas certainement influ-
encé par Schreyer, la notion de projection de syzygiesresutil qui nous aide a
préserver une relation entre espaces de syzygies, vacesue cohomologie de
Koszul, lors des projections linéaires des variétéscddre de travail est le suivant.
On part d’'une variét& lisse, irréductible/. un fibré en droites suk’, globalement
engendré, et € X un point. On note pak -2 X I'eclatement deX enz, E le
lieu exceptionnely = H°(L), W, = H°(¢*L — E) C V, etenfinL, = V/W,.

Les morphismes de contraction définis sur les puissandésexxes dé/ in-
duisent un morphisme entre les deux complexes de Koszul :

p+2 p+1 p

ANV— ANVeV— A\VeH2L)
et, respectivement,

p+1 p p—1

ANVRV-AVeVeV - /_\V®H°(2L)®V,
pour toutp. Ensuite, on en déduit un morphisingectif, pour toutp :
Kpi11(X, L) — K (X, L) ®V,
dont la composée avec le morphisme naturel
Ko (X, L)@V — K,1(X,L)® L,

est notée par
Kp11(X, L) ™ K, (X, L) ® L,.

Par ailleurs, l'inclusion d&/,, dansV’ nous en donne une autre,ﬁ'gl(Y, o*L—
FE)dansk, (X, L). On démontre assez aisement, [Ehb], [Ap1], que I'image.de
est en fait contenue dais, ; (X,0*L — F) ® L,. Lafleche

Kpi11(X, L) ™ K, (X,0"L — E)® L,

obtenue ainsi est appelée meorphisme de projectionl’une de ses propriétés
immeédiates est la suivante :

Proposition 1. Supposons,; 1 1(X, L) # 0. Alors, quel que soit éément non-nul
a€ K,i11(X,L),onam,(a) # 0 pourz € X géréral.

En particulier, sik,.,1(X, L) # 0, alorst,l()N(, oL —FE) #0pourz € X
général. Puisque I'annulation de la cohomologie de Kbdes fibréss*L — E est
une condition ouverte sur (voir la preuve de [Ap2, Theorem 2]), on en déduit :

Corollaire 1. Si K,,11(X, L) # 0, alors K, (X, 0*L — E) # 0 pour toutz € X.

Pour les courbes, ce résultat s’énonce d’'une maniegesitople :
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Corollaire 2. SoientC' une courbe/l, € Pic(C') un fibré en droites, et € X un
point, tels qud., + x est globalement enger&rSoit encore > 1 un entier tel que
Kp71(C’, LQ) = 0. AlorSKp+171(C, Lo+ ZL‘) = 0.

Comme il a été remarqué par C. Voisin, le morphisme deepti@mn s’exprime
facilement dans le langage de [V2]. Avec cette traductiomam, les preuves des
résultats ci-dessus sont immédiates.

Enfin, signalons que le morphisme de projection peut étssidoien défini dans
un contexte algébrique plus abstraibir [Apl]. Il suffit de partir d'un module
gradué sur I'algebre symétrique d’'un espace vectofieldiavoir un complexe de
Koszul bien-défini. Les résultats énoncés dans cettitosetrouvent des correspon-
dants fidéles dans ce cadre élargi.

2.3 Nouvel indice pour la conjecture de la gonalé de
Green-Lazarsfeld

Une conséquence des faits de la section précédentesesvéamt,voir [Apl] :

Théoreme 6.SoientC' une courbek > 1 un entier etL, un fibré en droites suf’,
non-sgecial et globalement engerlqui satisfait la condition(A/; ). Alors, pour
tout diviseur effectiD sur C, le fibré L, + C satisfaita la condition( /).

En particulier, on voit que le plus petit nombkgour lequel un fibré en droites
L surC ne satisfait pas a la conditidqd/, ), ne dépend plus dg, dés que le degré
de L devient assez grand. Par conséquent, cet entier est umaimvde la courbe.
L'essentiel dans I'énoncé de la conjecture est alors detreoqu’il ne s’agit pas
d’un invariant nouveau, mais qu'il est toujours égal adagité deC'.

Le théoreme 6 nous offre @également un moyen concret der tesconjecture
pour une courbe donnée :

Corollaire 3. SoientC' une courbe munie d'un pinceay, et L, € Pic(C) un
fibré non-s@cial, globalement engenérqui satisfait la condition(A/;_;). Alors,
gon(C') = k et la conjecture de la gonaétest erifiee pourC'.

Une fois vérifiee pour une certaine courbe, la conject@ra sraie pour une
courbe générique ayant le méme genre, et la méme genaétte remarque résulte
de la semi-continuité des nombres de Betti gradués, &tgllctibilité de 'espace
de modulesM, ;, des courbes des genre et gonalité fix&sr [F]. D’ici I'intérét
pour tester la conjecture sur des cas particuliers, comement choisis. On le fait
tout d’abord pour les courbes plangsir [Apl] :

Proposition 2. SoitC' C P? une courbe plane de degk + 1. Alors, le fibe O (k)
satisfaita la condition( ., ).

On recouvre ainsi le résultat classique qui nous assuretaute projection
linéaire d’'un point sur une courbe plane est un pinceaunrahsur cette courbe
(voir, par exemple, [ACGH, |, Appendix A, 1.18]).
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La proposition 2 se généralise au cas des courbes qui sgeibdans une sur-
face de Hirzebruch. On introduit d’abord quelques notatigue I'on utilisera en-
suite. SiX, est la surface de Hirzebruch d’invariant numérigugz 0, on dénote
parH € H*(X.,Z) la classe de Chern du fib@y, (1), et parF' € H*(X.,Z) la
classe d'une fibre de la regle. On démontre ([Apl]) :

Théoreme 7.SoitC = kH + mF une courbe sur la surface de Hirzebrugh,
telle quek > 2 etm > max{ke, k + e}. Alors, le fibe O¢((k — 1)H + (m — 1) F)
satisfaita la condition( A/, ;). En particulier, le pinceay; induit par la restriction
surC de la regle deX, est minimal, et la conjecture de la gonéliest erifiee pour
C.

Signalons que si la condition > max{ke, k + e} n'était pas satisfaite, c’est a
diree = 1 etm = k, alors le pinceay; ne serait jamais minimal. Donc, en vue du
théoréme précédent, la condition> max{ ke, k+e} équivaut a dire que larégle de
la surfaceY, induit, sur chacune des courbes du systeme liné&ire(k H +mF)|,
un pinceau minimahoir aussi [Ma3]).

Inspirés par Schreyer, [Sc2], regardons maintenant iedes plongées dans des
éclatements dP! x P!. Soientdond: > 3, m > k et0 < v < k — 2 trois nombres
entiers,r1, ..., z, des points géenériques sBrt x P! etC’ € |Opi,p1(k, m)| une
courbe irréductible, singuliere, n'ayant pour singitér que des noeudsea, ..., z.,.
Une telle courbe existapir [Sc2]. Dénotons pall —— P! x P! I'éclatement en
{z1,...,2,}, £ le diviseur exceptionnel, = ¢*Opi1yp1(k—1,m—1)—EetC C X
la transformée stricte d€’. Avec toutes ces notations, on a:

Proposition 3. Le fibré L, satisfaita la condition(/;,_).

Outre I'égalité goC) = k, on en déduit un résultat sur la conjecture de la
gonalité pour les courbes génériques :

Théoreme 8.Pour tout entierk > 3, la conjecture de la gonaktest erifiee pour
une courbec-gonale grérique de genrg > (k — 1)(k — 2).

C’est le meilleur résultat que I'on puisse obtenir aveamié&thodes exposées ici.
Afin de le raffiner, il faudrait en trouver d’autres, encoraespéfficaces.

2.4 Calculer la gonalie d’'une courbe de Segre grérique a
travers I'annulation des syzygies

Unecourbe de Segrest par définition une courbe plane irréductible, pastiorent
lisse, qui n’a pour singularités que des noeuds, plugiteediement, un autre point
de multiplicité plus élevée en lequel la singularité €mple. L'attention que I'on
porte a la géométrie de ces courbes est justifiee pagsuitat ancien di a B. Segre
(voir [Se] et aussi [AC, Theorem 0.4]) qui décrit les reveteraagy@nériques de la
droite projective. Voici 'énoncé original :
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"Date genericamente = 2 + 2p — 2 rette di un fascio > 2), affinche esista
(almeno) une curva piana irriducibile di genepeed ordiner + n (n intero > 0),
passante. volte pel centro di fascio, e di cui le rette date siano le tangenti (in
piunti semplici) che appartengono a questo faseingcessario e sufficiente che sia

n > wﬁ
- 2

L’hypothése de généricité lui permet de supposer qaejehors du centre du
faisceau des droites considéré, la courbe dans I'&ndncthéoreme n'a que des
noeuds pour points singuliergdir [Se, pag. 545]). En particulier, on en déduit que
toute courbe génériqué de genre et gonalité fixés se projette sur une courbe de
SegreC’, de maniere que le pinceau minimal suircorrespond a la projection du
point le plus singulier su¢”’.

Naturellement, on se pose la question suivante : sous guslleditions la nor-
malisationC' d’une courbe de Segre a-t-elle pour pinceau minimal le morphisme
induit par la projection du point le plus singulier @é?

Dans le cas ou tous les points singuliers sont des noeudspomait déja
plusieurs réponses a cette question. Par exemple, shibneode points singuliers
ne dépasse pas d€g) — 2, la situation est bien comprisepir [ACGH, |, Ap-
pendix A, 1.20]. Pour une courbe nodagkrérique a nombre plus élevé de noeuds,
les résultat principal de [Co] nous fournit également tgponse positive.

Si ' contient effectivement un point de multiplicité supére a deux, y
répondre devient bien moins évident. Neéanmois, toutugpgsant que le nom-
bre de noeuds est raisonnablement petit, grace a I'aionilde la cohomologie de
Koszul, on peut montrer un résultat pour une courbe ggunérlci, la généricité est
celle de Z. Ran : ayant fixé le degré, le genre, et le nombmodeds, les courbes
gu’on étudie sont paramétrées par une variété quagkgive, irreductible, ditele
Severjvoir [Ran, Irreducibility Theorem, p. 122].

Théoréme 9.Soientr, € P?un point{z1, ..., 2, } un ensemble de pointgégeriques
du plan projectif et”” une courbe de Segre de dégr. > 6, ayant une singularé
d'ordrem — k < m — 4 axy, des noeuda z4, ..., z, et lisse en dehors de tous ces
points. Supposons que< m — 3 et notons paiC' la normalisation de’’. Alors,
un pinceau minimal dé' est induit par la projection de.

L'existence d’'une courb€” est assurée par [AC, Theorem 4.7]. En vue du méme
résultat on peut remarquer qu’une couéfeout comme dans I'énoncé du theoreme
9 correspond a un point générique de la variété de Sever

Le theoréme 9 admet une interprétation amusante en $ellfaspaces de mod-
ules des courbes. En utilisant les notations de [AC], OnidéerM;k c M, le
lieu des courbes munies d’'un pinceau (possiblement avepalats de base) de
degrék. C'est une variété irréductible qui contient 'espa@erdodulesM, ;, de
courbesk-gonales. Soil/ la variété de Severi des courbes de Segre de degee
~ noeuds, ayant une singularité d’'ordre — k) a un points fixér,. La projection
dex, des courbes d¥ définit une application rationnelle :
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GV o ——— o M,

oug = (k—1)(m —1—k/2) —~. Notre résultat nous dit que, $i< m — 3, alors
I'image dev rencontreM, ;.

La stratégie de démonstration est comme suit. En éd¢légapoint =y, on se
place sur la surface de Hirzebruéh. La transformée stricte dé€’ est alors une
courbe nodal€” surX; dont on connait le type numérique. En éclatant encore les
noeuds d&€"”, on obtient une courbe lis€¢, contenue dans une surface rationnelle.
Le théoreme 9 ne sera alors qu’un cas particulier d’'unlt@splus général, voir
ci-dessous. Cela proviendra de I'annulation de la cohogielde Koszul et d’'une
remarque qui, elle, découle a son tour du théoreme deananlation de Green-
Lazarsfeld [GL1].

Remarque 1Soit C' une courbe munie d'un pinceay, telle que son fibré canon-
ique K¢ satisfait a la conditioiM/, ). Alors, Cliff(C') = gon(C)—2, gonC) = k,
et la conjecture de Green et vérifiee paur

On applique cette observation, d’ailleurs triviale, aurmalisations des courbes
nodales sur une surface de Hirzebruch ([Ap2]) :

Théoreme 10.Soiente > 0, k& > 4, m et~ des nombres entiers tels que >
max{ ke, k+2e} ety < m—e—2—(k—2)(e—1), {x1, ..., z,} un ensemble de points
gérériques sur la surface de Hirzebruch etC” € |Ox, (kH + mF')| une courbe
irr éductible ayant des noeuds en ..., z., et lisse en dehors de ces points. Alors,
le fibré canonique de la normalisatiari de C” satisfaita la condition(M;._»). En
particulier, Cliff (C') = gon(C') — 2 etgonC') = k.

L'idee de démonstration du théoreme 10 est la suiva@tmme on le dis-
ait avant, on éclate tout d’abord la surfaggé en {zy,...,xz,} et on note cette
nouvelle surface, et le morphisme qui vient avec, par> X.. La courbeC
sera alors plongée dans. Maintenant, on utilise la formule d’adjonction afin
de calculer le fibré canonique dé comme provenant d'un fibré sur X, ou
L = Ky + C. Ensuite, on applique la suite longue exacte pour la cohogml
de Koszul, [Grl, Corollary 1.d.4], et un résultat d’anrida de Green, [Grl, The-
orem 3.a.1], pour trouver un isomorphisme entre des espceshomologie de
KoszulK, (X, L) etK, ;(C, K¢), respectivement. On se raméne ainsi a demontrer
un résultat d’annulation pour la cohomologie de Koszul’sipour les détailsyoir

[Ap2]) :

Théoreme 11.Soiente > 0, a > 2, # ety des nombres entiers qui satisfont aux
inégalitts : 3 > max{ae,a + ¢} ety < B — (e — 1)a. SoitX % ¥, la surface
éclage deX, en un ensemble de point6rgriques{z, ..., z, } de X, et notons par
E le diviseur exceptionnel €t = 0Oy, (aH + BF) — E. Alors, K, (X, L) =0
pour toutp > h°(L) — o — 1.

L'avantage d’avoir employé I'annulation de la cohomokde Koszul dans la
démonstration du théoreme 9 est d’arriver en méme teémpsrésultat sur la con-
jecture de Green:
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Théoreme 12 Quels que soien et k deux nombres entiers positifs, tels que
k(k — 1)/2, la conjecture de Green est vraie pour une courkedgiquek-gonale
de genrey.

Méme si ce résultat ameéliore celui de [Sc2], il n’est ntioyl, ni le meilleur
obtenu jusqu’a présent. Heureusement, il y en a d’autresiicoup plus fins que
lui, [T], [V2]. Il 'a été remarqué par C. Voisin gu’une atbinaison de ces deux
articles cités ici résoud la conjecture pour toute cogeérique, quels que soit le
genre et pour toute gonalité, sauf pour la gonalité makdnea genre impaire. I
n’y a donc qu’un seul cas (peut-étre le plus difficile) quueaeste a étudier. La
conjecture de Green pour les courbes génériques est diopate se transformer
en un théoreme, et cela c’est pour demain !

2.5 Quelques liens entre la conjecture de la gonaditet la
conjecture de Green

Le morphisme de projection nous offre un moyen de compaaenlilation de la
cohomologie de Koszul de fibrés sur une coutbgui different par un diviseur ef-
fectif. Maintenant, prenons pour fibré de départ le filmdaniquek'- et supposons
qu’il satisfait a la conditior{M/,). Dans ce cas, tout fibré de degré assez grand sur
C satisfera a la méme condition ([Ap1, Theorem 3]). PosoasCIiff (C') et sup-
posons que gal') = ¢ + 2. Si jamais la conjecture de Green était vérifiee pour
alors K¢ satisferait a la conditiofM,.), ce qui entrainerait)/..) pour tout fibréL de
degré assez grand stit Cela n’est pas tres loin de I'énoncé de la conjectureade |
gonalité, qui y prévoit la conditiof/... ;). Cela veut dire qu'’il doit y avoir un zéro
de plus parmi les espacés, ; (C, L) qui surgisse a un certain moment lorsqu’on
ajoute suffisament de points au fibré canonique. Naturelt¢nsela nous fait penser
gu'il existe une relation directe entre les deux conjecuyreelas, pour le moment,
nous manguons de moyens pour obtenir directement ce zppbésuentaire dont
on avait parlé.

Puisque nous avons échoué dans 'essai de déduire lactorg de la gonalité
de la conjecture de Green, voyons Si nous pourrions supjesenjecture de la
gonalité pour une courb€ et en déduire I'autre. Parcourir le chemin en sens inverse
dans le raisonnement ci-dessus n’est pas envisagealdgqupn ne sait pas a quel
niveau I'annulation de la cohomologie de Koszul est présetorsqu’on soustrait
des diviseurs effectifs, au lieu de les ajouter. En revanoheaura toujours une
chance de gagner si on se contente de comparer I'annulagida cohomologie
de Koszul du fibré canoniqu& et 'annulation des espacés, ; (Y, Ly), pour
Ly un fibré de degré assez grand, au-dessus d’'une autre coudmmpletement
differente deC'. Cela a été déja fait d’'une maniere indirecte, danlaahstration
des théorémes 9-1%pir [Ap2]. On y avait comparé les espacg&s (X, L) qui,
eux, étaient isomorphes aux, ;(C, K¢), avec la cohomologie de Koszul d’'une
autre courbe, contenue dans la méme surfac€e fait se généralise comme suit

([AN]).
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Théoreme 13.SoientX une varété projective, lisse, igductible, aved’! (Ox) =
0, D et E deux diviseurs effectifs sut. Notonsd = h°Op (D), e = h°Og(E),
A= D+ FEetlL = Ox(A). Supposons qu® est lisse est ieductible etA
est connexe etéduit. SiK,_. (D, Lp) = 0 pour un entierp > e et 'une des
conditions suivantes est satisfaite :

(i) e = 0, ou bien
(i) p > d+e,

alorsK,;(X,L)=0.

On applique le résultat ci-dessus aux courbes sur unecsuifa. Soit doncX
une surfacei3 et D une courbéei-gonale de genre sur X telles qu’un pinceau
minimal surD est induit par la restriction d’un pinceau elliptiqd¥, (F') sur X.
Cette hypothese n’est pas tres restrictive : il y a des gkesren tout genre et toute
gonalité ([Kn], et aussi [Ma2, Theorem 2.1]). Considé&réf et F, deux courbes
lisses distinctes du pinceau elliptique et poséhs= F; + F,. On a deglLp) =
29 — 2+ 2k eth®(D, Lp) = g + 2k — 1, par Riemann-Roch. Avec les notations
précédentes] = g ete = 2. Donc, siK,_»1(D, Lp) = 0 pour un entiep > g + 2,
alorsK, 1(X, L) = 0. En particulier, tout en supposant qlig satisfait I'annulation
prédite par la conjecture de la gonalité, c'est-a-dite, (D, L) = 0 pour toutp’ >
h*(D,Lp) —k =g+k—1,0onauraaussk, (X, L) = 0 pour toutp > g+ k + 1.
Ensuite, pour toute courbe lisse, connexes |L| (dont le genre esfc = g + 2k
par adjonction) on &, ; (C, K¢) = 0, quel que soip > g+ k+ 1 = go — k + 1.
C’est exactement I'annulation prédite par la conject@&deen pou€.

Le méme résultat peut s’appliquer a d’autres courbeas gédibtenir encore plus
de cas ou la conjecture de la gonalité entraine la canjecte Green, dans le sens
expliqué ici.
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