Un processus ponctuel associé aux maxima locaux du
mouvement brownien

Christophe LEURIDAN

Prépublication de I'Institut Fourier n® 701 (2007)
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/prepublications.html

Résumé

Soit B = (Bt)ter un mouvement brownien symétrique, ¢’est-a-dire un proces-
sus tel que (B;)ier, et (B_¢)ier, sont deux mouvements browniens indépendants.
Pour a > b > 0 fixés, nous décrivons la loi de ’ensemble

Mep={t€eR:B,= max B}
s€[t—a,t+b]

Nous relions cet ensemble au fermé régénératif

Ro=1{tcR,:B = B},
{ * ! Se[urria&})(+vt] }

et nous donnons la mesure de Lévy d’un subordinateur dont 'image fermée est
Ra.

Mots-clés : mouvement brownien, maximum local, processus ponctuel, renouvel-
lement, fermé régénératif, subordinateur.

Abstract

Let B = (By)tcr be a symmetric brownian motion, that is to say that (B;)er.,
and (B_¢)¢cr, are independent brownian motions. Given a > b > 0, we give the
law of the random set

Mop={teR:B,= max B}
s€t—a,t+b]

We use the relation between M, ; and the regenerative closed set

Roe={teR,.:B,= max B,
{teRy: B = max B

to compute the Levy measure of a subordinator whose closed range is R,.

Keywords: brownian motion, local maximum, point process, renewal process,
regenerative closed set, subordinator.
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1 Introduction

On considére un mouvement brownien symétrique B = (By)icr : autrement dit,
(Bt)ter, €t (B—¢)ier, sont deux mouvements browniens indépendants. Le but de cet
article est d’étudier I'ensemble M des instants ou (By)ier atteint un maximum local.
On vérifie facilement que presque strement, M est dénombrable et dense dans R. : il
suffit par exemple de montrer qu’il y a un unique instant réalisant le maximum sur
tout intervalle d’extrémités rationnelles.

Le fait qu’un instant donné soit un maximum local ne dépend que des accroissements
du mouvement brownien au voisinage de cet instant. L’indépendance des accroissements
du mouvement brownien suggere donc que ’ensemble M est sans mémoire, mais encore
faut-il donner un sens a cette affirmation. Une fagon serait de construire un processus
de Poisson ponctuel qui prenne des valeurs précisément aux instants ou B atteint un
maximum local.

Dans [9], Tsirelson montre que cela est possible, puisqu’on peut construire une
suite (T,,)n>1 de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur [0, 1] telle que
I’ensemble des valeurs {T},; n € N} soit exactement I’ensemble des instants de [0, 1] ou le
mouvement brownien réalise un minimum local. En fait, cette propriété est partagée par
de nombreux ensembles aléatoires dénombrables denses. Par ailleurs, la loi uniforme
sur [0,1] peut étre remplacée par n’importe quelle loi & densité partout strictement
positive sur [0, 1].

Mais la construction de Tsirelson est faite dans un espace probabilisé plus gros que
celui sur lequel est défini le mouvement brownien : le produit de ’espace de Wiener par
[0,1]°°. On peut donc se demander si ce type de construction est possible sans apport
d’aléa extérieur.

Une idée consiste a associer a tout instant ¢ le plus grand intervalle I; contenant
t sur lequel B reste inférieur ou égal a B;. Autrement dit, I; = [t — Uy, t + V], ou
U =inf{s >0: B,y > B;} et V; = inf{s > 0 : Biys > B;}. L'instant ¢ est un
maximum local si et seulement si min(Uy, V;) > 0. Dans ce cas, nous dirons que Uy et
V; sont les portées a gauche et a droite du maximum local a I'instant ¢.

Mais on vérifie facilement que les intervalles I et I; associés & deux instants s < ¢
sont disjoints si le mouvement brownien dépasse max(Bjs, B;) pendant 'intervalle [s, t]
et emboités dans le cas contraire. Ce fait est une obstruction au fait que (min(Uy, V1))ier
soit un processus de Poisson ponctuel puisqu’il possede une mémoire.

Dans la suite, nous allons décrire la loi de I'ensemble My, ={t € R: U; > a;V; >
b} pour @ > 0 et b > 0 fixés. Cet ensemble est formé d’instants isolés, séparés d’au
moins min(a,b). Nous montrons que les durées entre les instants successifs de Mg
forment des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, et nous décrirons cette
loi.

Une méthode pour montrer I'indépendance et I’équidistribution des durées consiste
a relier M, au fermé régénératif R, = {t € Ry : By = maxye[y—q), « Bs}. Inverse-
ment, nous utilisons des renseignements obtenus directement sur M, ; pour décrire la
mesure de Lévy d’un subordinateur dont 'image fermée est le fermé régénératif R,.

Signalons que dans [7], J. Neveu et J. Pitman ont obtenu des résultats similaires



Ch. Leuridan — Un processus ponctuel associé aux maxima locaux du mouvement brownien 3

sur les extrema de profondeur supérieure ou égale a h fixé, appelés « h-extrema » par
les auteurs. Avec nos notations, si ¢ est un instant de maximum local, sa profondeur
est la plus petite des quantités

By — min By et B;— min Bs.
s€t—Us,t] SE[t,t+ V4]

Pour un minimum local, la définition est symétrique.

2 Calculs direct de certaines lois associées aux maxima
locaux.

Pour tous réels s < t, notons p(s,t) le plus petit instant de [s, t] réalisant le maxi-
mum de B sur [s,t] et introduisons les dénivellations & gauche et & droite correspon-
dantes :

Gt = Bysty = Bs et Dsy = Bysp) — By

Ces variables aléatoires sont mesurables pour la tribu Fy; engendrée par les accroisse-
ments du mouvement brownien entre s et ¢. Leur utilisation est rendue commode du
fait que les tribus F;; associées a des intervalles d’intérieurs deux a deux disjoints sont
indépendantes. L’indépendance permet de montrer facilement le résultat ci-dessous.

Proposition 1 (Comparaison des maxima locaux) Preque sirement, les valeurs
des mazima locauzr de B sont toutes différentes. Par conséquent, le mazimum de B sur
tout segment est réalisé en au plus deux points, dont au plus un point intérieur.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tous rationnels s < t < u < v, ’écart
entre les maxima de B sur [s, t] et sur [u, v] est la somme de trois variables indépendantes
de loi diffuse : (—Dgy) + (By — By) + Gy -

La propriété ci-dessus montre en particulier que sur un segment fixé non réduit
a un point, le maximum est atteint une seule fois et en un point intérieur (presque
sturement).

Le résultat ci-dessous, du a Ito, constitue la brique élémentaire des calculs ultérieurs.
Il figure sous une forme différente et plus générale dans [3], mais nous en redonnons
une démonstration élémentaire ci-dessous.

Proposition 2 Soient s <t deux réels. Le triplet (p(s,t), Gs, Dsy) a méme loi que
(scos?© +tsin?©, V2X /1 — ssin®, V2Y /1 — scosO)

0t ©, X etY sont des variables aléatoires indépendantes, © de loi uniforme sur [0, /2],
X etY de loi exponentielle de parameétre 1.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on peut se limiter au cas ot s = 0 par sta-
tionnarité des accroissements du mouvement brownien. Pour ¢ > 0, notons simplement

St = max{B; ;s € [0,t]} et p; = inf{s € [0,t] : Bs = St}.
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Décrivons d’abord la loi de (S, By). En appliquant le principe de réflexion & I'instant
T, = inf{t > 0:S; > a}, on obtient pour tous réels a,b vérifiant a > 0 et a > b,

P[St>a,Bt§b}:P[Bt22a—b]

Notons F} la fonction de répartition du couple (S, By) et @ celle de By. Pour tous réels
a,b vérifiant ¢ > 0 et a > b, on a donc

Ft(a,b):P[StSCL;BtSb] == P[Btgb]—P[BtZQa—b]
b b—2a
= B() - ()
2a —b —b

:cI)(

)

Par symétrie, la fonction de répartition du couple (St, By) = (Go+, Got — Do ¢) est aussi
celle de (St — Bt, —Bt) = (-DO,ta D07t — GOJ)‘

Soient 0 <r < s<tetx,y>0,
(St >a;pt €8] 5 St —Be >yl = [Gor— Doy + Grs > 1]
N [Doy < Grs s Drs > Gyl
N [Drs— Gt + Dsy >y
= [Dor < Grs; Doy — Goy < Grs — 1
N [Gst < Dys; Gsg — Dsy < Dy s — Y]

Par indépendance des accroissements des tribus Fo ., F, s et Fs;, on a donc
P[St > T pt € [Ta 5]; St — By > y|‘7:r,s] = FT(GT,Sa Gr,s - "E)th.S(DT',S’ Dr,s - y)

Notons G = Go,1 et D = Dy 1. Par changement d’échelle,

PS¢ >z ;p€lr,s] ;S — B>yl = E[F.(Vs—1Go1,Vs—rGo1— )
Fi—s(Vs—rDoj1,Vs —rDo1 —y)]
= (o) —e ()

P
(L) oY)

Comme @ est de classe C!, & dérivée bornée et comme E[GD] = 1/2, on obtient quand
s — r4, par convergence dominée

P[S; > xz;py € [r,s]; St — By >y] — 4 @’(%)@/(\/ty_ T) \/]i[(fi)}r)

- e (a)ee (wsn)

Cela montre que p; suit la loi arcsinus sur Uintervalle [0,¢] et que conditionnellement
(St—Bt)*
2(t—r)

sS—7T

. . (.52 Sy . :
a py = r, les variables aléatoires 5t et sont indépendantes de loi exponentielle

de parametre 1.
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Corollaire 3 Soient s < t deux réels. Quels que soient o, 3 > 0,

G?,+3D?,
E[eXp< %)} - a+ﬂl+ Ozﬂ(\/lia * \/1ﬁ+ 5)'

Démonstration. Utilisons l'identité en loi de la proposition. En conditionnant par
rapport a O, en en effectuant le changement de variable t = tan @, on obtient

aGj, + D3 >]

E [exp ( - 5 exp(—aX sin? ©) exp(—BY cos” O)]
1 1 }

X
1+ asin?® 1+ [Bcos?O

\
B3 d

|—|r—|

/7r/2 do
0 1+ asin?6)(1 + Bcos? )

/OO dt
o (1T+122)( 1??2)(1*" 1+t2)

A0 o |0

/w 1+ﬂm
o (1+(1+a))((1+7p)+t?)
On remarque ensuite que

o N B _ (et B+ap)(1+1t?)
1+ (1+a)2  A+0)+t2  (1+1+a)2)(1+6+t2)

3 Application a I’étude de M,

3.1 Fonction de corrélation a un et deux points

Soient a > b > 0. Nous allons décrire la mesure de comptage N, ; associée a Mgy, :
pour tout borélien A de R, N, (A) = Card(M,y, N A). Commengons par quelques
remarques simples.

Remarque 4 (Propriétés simples de N, ;)

1. Deux points de M,y ne peuvent pas étre a une distance inférieure a b. Par
conséquent, si le diamétre de A est inférieur a b, Ngp(A) vaut 0 ou 1, suivant

que le mazimum de B sur A ait ou non des portées supérieures ou égales a a et
b.

2. Comme la loi de Mgy, est invariante par translation, la mesure A — E[Ng(A)]
est un multiple de la mesure de Lebesgue.

3. La variable aléatoire N, (A) ne dépend que des accroissements du mouvement
brownien sur ’ensemble A+[—a,b|. A cause de l'indépendance des accroissements
du mouvement brownien, les variables aléatoires comptant les points de Mg, dans
des parties distantes d’au moins a + b sont indépendantes.

Nous allons démontrer le résultat suivant.
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Théoreme 5 Quels que soient les réels s < t,

dt
E[N,(dt)] =
[ ,b( )] W\/@
ds
E[N,(ds)Nyp(dt)] = —— hgp(t — s)dt
[Na,p(ds)Ng p(dt)] s b(t —3)
avec
0 si r<b

i\/%b si b<r<a
hab<7"): r
’ %(y/%_l’—i—,/:a) si a<r<a-+b
1

gy si r>a+b

Démonstration. Soit ¢ € R. Pour tout € €]0, b, I'intervalle [t,t + €] contient au plus
un point de M, et

pit —a,t+b+e)eft,t+e] = Nop([t,t+e€])=1=p(t—a+et+b)c[tt+e.

Ces implications fournissent un encadrement de Ng([t,t + €]), Mais comme cet enca-
drement est lourd & manipuler, nous écrirons de facon heuristique

Nop(dt) =1 <<= p(t —a,t+b) € dt.
d’ou
E[Nq(dt)] =

mab

Soient s < t deux réels et »r = t — s. Les cas non couverts par les remarques
précédentes sont ceux ou b < r < a + b.

Sib<t—s<a,alorss—a<t—a<s<s+b<t<t+b Donc
E[N,p(ds)Ngp(dt)] = Plp(s—a,s+b)eds; p(t—a,t+0b) e dt
= Plp(s—a,s+b)€ds; Ds_qstp < Gstbitb ;
p(s+b,t+b) € di]

Conditionnellement a (p(s — a,s +b),p(s + b,t + b)) = (s,t) les variables aléatoires
Y = Dﬁ_a,m/?b et X = G§+b7t+b/2(r — b) sont indépendantes et de loi £(1) et la

probabilité pour que (r — b)X > bY vaut donc (r — b)/r. Donc
ds dt r—b ds 1 [r—1b
v/ ab W\/m ro ™/ ab mr b

Sia<t—s<a+balorss—a<s<t—a<s+b<t<t+b En conditionnant
par rapport a F;_g s4p, ON trouve
E[Nyp(ds)Nyp(dt)] = Plp(s—a,s+b) €ds; p(t —a,t+0b) € dt]
= Plp(s—a,t—a)€ds; Ds—at—a > Grastb;
Di—q54b < Gsypirp 3 p(s+0b,t+b) € dt]

E[Ng(ds)Ngp(dt)] = dt.

_ ds “ dt
m/a(r —a)  m\/b(r —1b)
G oty Dias
Blexp (- 2(1"—:;;) N 2(7“—;;;”
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Mais par changement d’échelle,

G? D? aG2 ., + D3
E[ (_ t—a,s+b t—a,s+b):| _ E|: <_ 0,1 0,1)}
P70 —a) T 20r—0) P 2
avec
a+b—r a+b—r
o= —, 8=—:
r—a r—>b

Comme )
lta=——01\ 14+4p=—-2",
— r—>b

B N B :ab—(r—a)(r—b): rla+b—r)
B Il I [

on a donc d’apres le corollaire

aGj BDj r—a)(r— a -r a -r
R I L

r—ar=b)
7’\/@ (\/a(r—b)+\/b(r—a)),

d’ou le résultat.

Remarque 6 (Etude du maximum de la fonction h,})

Sia < 4b, la fonction hgp est majorée par sa limite en +oo. Autrement dit, la
probabilité pour qu’il y ait un point de M,y au voisinage d’un instant t sachant que
s € Mgy est mazimum pour |t — s| > a+b : les points de Mgy « se repoussent ».

En revanche, si a > 4b, la fonction hqp posséde un mazimum global strict en 2b :
la probabilité pour qu’il y ait un point de Mgy au voisinage d’un instant t sachant que
s € Mgy est mazimum pour |t — s| = 2b.

Démonstration. On vérifie facilement que la fonction 7 +— \/a(r —b) + \/b(r — a)
est concave sur [a,+0o[, que sa valeur en a + b est a + b et que sa dérivée en a + b
vaut 1. Par conséquent, pour tout r € [a,+00], v/a(r —b) + /b(r —a) < r, d'ou

hap(r) < 1/(mV/ab).

Par ailleurs, on vérifie facilement que la fonction r — r="4/(r — b) est strictement
croissante sur [b,2b], strictement décroissante sur [2b, +oc], si bien que le maximum
de W\@hmb sur [b,a] est majoré par 1/2v/b, avec égalité lorsque a > 2b. Pour que ce
maximum excede 1/4/a, il faut et il suffit que a > 4b.

1

3.2 Fonction de corrélation a n points

Une démonstration identique a celle du théoreme 5, mais beaucoup plus lourde
permet de montrer le résultat suivant.

Théoréeme 7 Quels que soient les réels t1 < ... < ty,

E[Nyp(dt1) - Nop(dtn)] = fu(ti, ... tn) dtr---dt,
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avec
1

m/ab

n—1
falts, . otn) = H hap(tkr1 — tr).
k=1

Le processus ponctuel M,; possede donc des fonctions de corrélation : les fonc-
tions fn(t1,...,t,) étendues a R™ par symétrie. Mais & la différence d’autres proces-
sus, comme ’ensemble des zéros d’une série entiere a coefficients indépendants de loi
N(0,1) étudié dans [8], il n’est pas déterminantal : on ne peut pas trouver d’application
symétrique K de R? dans R tel que les fonctions de corrélation soient données par

fu(ty, ... ty) =det (K(ti,tj))lgi’jgn.
Remarque 8 Le processus ponctuel My, n'est pas déterminantal

Démonstration. En effet, si une telle application K existait, elle devrait vérifier pour
tout t € R

K(t,t) = fi(t) = ¢ avec ¢ =

m/ab

et pour tout s,t € R

& — K(s,t)* = fo(s, 1)
Mais fn(t1,...,tn) > 0 si et seulement si ty,...,t, sont a distance > b les uns des
autres. On aurait donc K(0,b) = &c, K(b,2b) = ne, K(0,2b) = (c avec || = |n| =1 et
IC| < 1, d’ou

1
f3(0,b,20) = 3| ¢ =31 -2n¢+¢%) <0,
¢

[ =
_ S

ce qui est absurde.

4 Indépendance et loi des durées entre les points de M,

La forme des fonctions de corrélation, et plus précisément le fait que la fonction de
corrélation & n points se factorise en f,(t1,...,t,) = ¢ h(ta —t1) -+ - h(t, — tn—1) pour
t1 < ... < t, permet de montrer que les durées successives entre les points de M,
sont indépendantes et de méme loi. Dans la partie 6, nous retrouverons ce résultat en
reliant I'ensemble M, ; a un subordinateur pour utiliser le caractere poissonien des
sauts.

Proposition 9 Soient a > b > 0. Notons 17 < Ty < ... les instants successifs de
Ma,b N Rj_

— Les variables aléatoires T1,T5 — 11,135 — 15, ... sont indépendantes.

— Les durées T,, — Ty,_1 possédent une densité commune donnée par

[e.e]

ap(r) = D (=) hyy(r)dr

n=1

ot hgy est la fonction donnée dans le théoreme 5.
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— La variable aléatoire Ty posséde une densité donnée par

fap(t) = I:\;C%) (1 - /Ot ga,b(T)dT)-

Le passage des fonctions de corrélation a la loi des n-uplets (71,...,T;,) se fait par
des arguments classiques figurant par exemple dans [4] au chapitre 5, section 4 « mo-
ment measures and product densities », notament 1’exemple 5.4(b). Voyons ci-dessous
une démonstration directe, inspirée d’idées qui m’ont été suggérées par J. Brossard.

Démonstration. Dans tout la démonstration, nous omettrons les indices a, b et nous

poserons ¢ = 1/(mv/ab).

Pour n € N*, notons D,, = {(t1,...,t, € R" : t; < ... <t,}. A l'aide du théoréme
des classes monotones, on vérifie que pour tout borélien C C D,

E[Card(Mg, N C)] :/ fu(ti, ..o ty) dty - dty.
C
Calculons la loi de (77,7%); un calcul semblable fournit la loi de (71,...,7),), la seule

différence étant la longueur des formules).

Soient Iy = [a1,b1] et Iy = [ag, bo] des intervalles de longueur < b dont les bornes
vérifient 0 < a; < by < az < be. Notons J; =|0,a1[ et Jo =]by, az[. Comme I; et Iy
contiennent au plus un point de M, 3, on a

Inen men) = IiN()=0; N(1)=1; N(J2)=0 ; N(I2)=1]
= 1-1)NUINI)A - 1)NVRIN(IL)
N(J N(J.
= 2 D ( S{”) N(I) < (l 2)) N(I)
kleN

= Y (-DMcard(MFTTE N Cy),
kJleEN

avec Cry = Dyy142N Jf x I; x Jé X I>. En passant aux espérances, on obtient donc

P[Tl € Il ;TQ (S IQ] = Z (—1)k+l€k’l
k,JleEN

avec
ery = E[Card M2y

= Jrip2(ut, o up, tr, 1, .. vy, te) dug - - - duy dty doy - - - dug ditg
Chk,1

= / (/ ¢ h(ug —uy) -+~ h(ug — ug—1)h(t1 —ug) duy - - duk)
I x 1o O<ur<...<up<ai
(/ h(Ul - tl)h(UQ - 1}1) s h(’l)l — Ulfl)h(tz — ’Ul) dvl tee dvl)dtldtz.
bi<vi<...<vy;<ag

Comme le support de h est contenu dans [b, +00[ et comme les intervalles I; et I sont
de longueur < b, on ne change pas les intégrales ci-dessus en remplacant les domaines
d’intégration donnés par les inégalités

O<uy <...<up<ay et y<vi <...<vy <as
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par les domaines légerement plus gros définis par
O<uyi <...<up <t et 1< <... <y <to.

Les intégrales obtenues s’interpretent comme des produits de convolution et on trouve
€kl = / (C IR+ * h*k)(tl) h*(l+1)(t2 — tl) dtl dtQ.
[1 ><[2
Ainsi,

P el ;The ) = /l 1 (Z(—nk cIR+*h*’“(t1)> (Z(—nl h*<l+1>(t2—t1)) dt dts,

keN leN

ce qui montre que les variables aléatoires T et T5 — T} sont indépendantes, que 1o — T}
admet comme densité

g= Z(_l)l h*(l+1) _ Z (_1)k—1 Bk

leN keN*

et que T7 admet comme densité

f: Z(—l)k CIR7L *h*k =C (IR+ _IR+ *g)
keN

Remarquons que les interversions des sommes avec les espérances ou avec les intégrales
ne posent pas de probléme : toutes les sommes se raménent a des sommes finies du fait
que N(J) < Ent(L/b) + 1 si J est un intervalle de longueur L et grace au fait que h
est a support dans [b, +0o0l.

La proposition ci-dessus décrit la loi des instants successifs de M, j, apres 'instant 0.
Par stationnarité, on peut remplacer 0 par n’importe quel instant fixé, ce qui détermine
completement la loi de M, .

Il est intéressant de disposer d’une description « bilatérale » donnant la loi des
instants successifs de part et d’autre de 0. Le théoréme ci-dessous montre que ces
instants forment un processus de renouvellement stationnaire, comme le processus des
h-extrema introduit par J. Neveu et J. Pitman dans [7]. Mais la loi des durées entre les
points successifs de M, est plus compliquée que la loi des durées entre les h-extrema
successifs, qui a pour transformée de Laplace 6 — 1/ch(hv/26).

Théoréeme 10 (Description bilatérale de la loi de M, ;)
Notons ... <T_ 1 <Tp <T1 <T3 < ... les instants successifs de Mgy avec Tp < 0 <
Ty. Alors
— Les durées ..., T_1 —T o, Ty —T_1,1T5 — T, T3 — T, ... sont indépendantes, de
méme loi et forment une suite indépendante du couple (Ty,Th).
— La durée Ty — T posséde une densité donnée par

o0

Gap(r) = D (=1)" ' hy(r)

n=1

ot hgy est la fonction donnée dans le théoreme 5.
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— La variable (Ty, T1) posséde une densité donnée par

It0<0<t1
b(to, 1) = ——=Gap(t1 — t0).
fap(to,t1) 7TTnga,( )
Démonstration. Soient I_,,41,...,1o, I1,..., I, des intervalles de R, non enchevétrés,

rangés dans cet ordre tels que 0 majore Iy et minore I;. Notons ¢ la borne inférieure
de I_,, et supposons que I_,, est de longueur < b. Dans ce cas, I_,, contient au plus un
point de M3, si bien que I'événement

[Vk € [—n—i—l...n],Tk GIk].

signifie que T, 41, ..., T, sont les instants successifs de M, ;, apres c. Par stationnarité
de Mg, cet événement a pour probabilité

PVke[l...2n],T} € Ji| = / fap(51)Gap(52—51) - -~ Gap(S2n—S2n—1)ds1 - - - dsay,

Jl ><~~><J2n

avec J = I_p, — c pour tout k € [1...2n]. Mais J; C [0,0], d’out fq(s1) = %\/ﬁ pour
tout s; € Jy1. En effectuant le changement de variables s = tx_,, — ¢, on obtient donc

1
P[Vk‘ S [—TL +1... n], T € Ik] = / H ga’b(tk+1 — tk)dtl -~ dton.
I—n+1><'“><In ™ ab ‘k‘§n+1
Comme gg est nulle sur R_, on en déduit que (7,41, ..,7,) admet pour densité
Liy<o<t
(t7n+1u cee 7tn) s 0O H ga,b(tk+1 - tk:)’

m/ab

|k|<n+1

d’ou le résultat.

Remarque. L’invariance de la loi de M, par translation permet de déduire facile-
ment la densité de (Tp,T1) de celle de T1. En effet, pour ¢y < 0 < ¢y,

P[Tg <to;17 > tl] = P[Ma,bﬁ]to,tl] = (Z)] = P[Ma,bﬁ]o,tl —to} = m = P[Tl >t —to].

Dans la suite, nous allons démontrer autrement I'indépendance des durées entre les
points successifs de M, ;. Pour cela, nous allons nous intéresser a l’ensemble M, o =
{t € R: U; > a} des instants qui sont des records depuis une durée au moins égale a
a. L’étude de cet ensemble qu’on pourrait qualifier de « fermé stationnaire régénératif
» se ramene a celle du fermé régénératif R, = {t € Ry : U; > min(¢,a)}.

5 Le fermé régénératif R,

Dans cette partie, nous notons Af = max{Bs ;s € [(t—a)+,t]} pour tout t € Ry, si
bien que R, = {t € Ry : A} = B;}. Pour ne pas alourdir les notations, nous omettrons
souvent l’indice a lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
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Proposition 11 Le fermé R, est régénératif dans la filtration naturelle de (By)ier., ,
notée (ff)teR+.

Démonstration. Comme R, est 'ensemble des zéros de (A; — By)icr, , on en déduit
que R, est prévisible (donc progressif) dans la filtration naturelle de B.

Soient r > 0 et D, = inf(R,N]r, +o0|). Notons B; = Bp, +1—Bp,, A; = max{B. ;s €
[(t —a)+,t]} pour tout t € Ry et R, = {t € Ry : A} = B;}. Alors pour tout r > 0,
D, +t€eR, < Bp,++ =max{Bs ;s € [(D, +t—a)y, D, +t]}

Mais le maximum de B sur Uintervalle [(D, +t — a)4+, D, + t] est aussi le maximum
de B sur lintervalle [D, + (t — a)4+, D, + t]. En effet, si t < a, alors (D, —a)y <
(Dy +t—a)+ < D, donc Bp, = max{Bs ;s € [(Dy +t—a)+,D,;]};sit>a,iln’ya
rien a prouver. Donc

D, +t€R, < B, =max{B. ;s € |[(t—a)y,+t]}

ce qui montre que (R, — D;)+ = R/, est indépendant de F gr et de méme loi que R,.

Proposition 12 (Propriétés du processus (Af)ier, )
1. Le processus (A})icr, est continu et a variation localement bornée.

2. La décomposition (A¢)ier, en somme d’un processus croissant et d’un processus
décroissant s’écrit

t t
A?:/O I[Ang]dAg+/() I[Ag:BS,a]dAg'

3. Le processus L* = fo I 4a—p,|dAS est le temps local symétrique en 0 de la semi-
martingale (A} — Byt)icr., -

Démonstration. La démonstration comporte plusieurs étapes.
La continuité du processus (A;)ier., est évidente.

L’ensemble des instants ¢ tels que A; > By est un ouvert de R et le processus
(A¢)ter, est décroissant sur chaque composante connexe de cet ouvert. En effet, si
Ay, > By, alors par continuité de B, A; = max{B;s ; s € [(t — a)4, %]} au voisinage
de tg. De méme, 'ensemble des instants ¢ tels que A; > B(;_,), est un ouvert de Ry
et le processus (A¢)icr . est croissant sur chaque composante connexe de cet ouvert.

Définissons une suite croissante de temps d’arrét (T,,),en par Top = 0 et
T2n+1 = inf{t > Ty, 1 A = B(tfa)_,_}‘

T2n+2 = inf{t Z T2n+1 . At = Bt}

D’apres les remarques précédentes, le processus A est croissant sur chaque intervalle
[Ton, Ton+1], et décroissant sur chaque intervalle [Toy41, Tont2]. Par ailleurs, presque
strement sur 1’événement [Tb, < ocol, pour tout t €|Th,, Toy, + a

Ay > maX{BS ; S € [Tgn,t]} > BTQn = AT2" > B(tfa)_,_
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ce qui entraine que To,+1 > T, + a. Par conséquent T,, — 400 quand n — 4o0. Ainsi,
le processus A est monotone par morceaux.

L’intersection des fermés {t € Ry : Ay = By} et {s € Ry : Ay = By_,), } est au
plus dénombrable : elle est contenue dans ’ensemble des instants 7, et méme dans
I'ensemble des instants de la forme T5,, puisque I'égalité Az,  , = Br,,., entraine
Topy2 = Topq1. Comme le processus (A¢)ier, est constant sur tout intervalle ot A; est
différent de B; et By, il se décompose sous la forme

t t
A = / I[AS:BS]dAs +/ I[AS:BS,a]dAS‘
0 0

Le temps local symétrique en 0 de la semi-martingale (A; — By)er . est donné par
la formule de Tanaka

t
At — Bt = A() — BQ + / sgn(As — Bs)d(As — Bs) + Lt,
0

avec la convention sgn(0) = 0. Comme pour tout s > 0, P[A; = Bs] = 0, 'ensemble
des s € Ry tels que A; = By est presque strement de mesure nulle. En utilisant la
décomposition du processus (A;)ier, démontrée plus haut, on obtient

t
A — By = / LA=B( o 1dAs = Bt + Ly,
0

d’ou par différence,
t
Ly = / Ia,=B.dAs,
0

ce qui termine la démonstration.

Remarque 13 Presque sirement, lintersection des fermés {t € Ry : A} = By} et
{s € Ry : A} = By_q), } est réduite a {0}.

Bien que ce résultat ne soit pas utile pour la suite, nous donnons une démonstration,
qui utilise la fragmentation en intervalles associée a I’excursion brownienne, (voir [2]).

Démonstration. Grace a la propriété de Markov, il suffit de montrer que presque
stirement, Ty n’appartient pas a {s € Ry : Ay = By_q), }-

Notons € la premiere excursion de longueur > a du mouvement brownien réfléchi
(St — Bt)ter.,, A sa longueur et e I'excursion brownienne de longueur 1 obtenue par
changement d’échelle a partir de €. Les variables aléatoires A et e sont indépendantes,
et P[A > z] = y/a/x pour tout z > a. En particulier A > a presque siirement.

L’excursion € débute a l'instant T} — a et finit apres I'instant T5. Plus précisément,
regardons la fragmentation en intervalles associée a ’excursion € : pour tout h > 0,
on note Fj, la collection des intervalles d’excursions de (S; — Bi)ier . au-dessus de
h contenues dans ’excursion €. Alors T, est la fin du premier intervalle de longueur
> a au moment ol celui-ci se casse en deux intervalles de longueur < a. Pour que
Ar, = Br,—q, il faudrait que la fragmentation associée a l’excursion e produise un
intervalle de longueur exactement égale a a/A.
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Mais si 'on choisit U uniformément dans [0, 1] et indépendamment de e, on sait
que la longueur de l'intervalle contenant U au cours de la fragmentation évolue & un
changement de temps pres comme e~¢, oll £ est un subordinateur. Le subordinateur &
ne dépend que de e et de U et est donc indépendant de A. Comme il est sans dérive,
P[3te R, :e % =a/A] =0, d’ou P[Br, = Br,_4| = 0.

On sait que tout fermé régénératif parfait est 'image fermée d’un subordinateur,
unique a changement de temps linéaire pres : voir le théoreme 2.1 de [1], démontré dans
article [6] de B. Maisonneuve. Une fagon d’obtenir le subordinateur est de construire
un temps local associé au fermé régénératif et de prendre son inverse. Nous allons voir
que le temps local L® fait D'affaire, bien que qu’il soit défini comme temps local de la
semimartingale A% — B.

Proposition 14 L’inverse continu a droite du processus L* = fg I 4a—p,dAS, défini
par off =inf{t > 0: L} > I} est un subordinateur dont l'image fermée est R,.

Démonstration. L’image fermée de o est égale au support de la mesure de Stieljes
associée & L, qui est inclus dans R, = {t € R4 : A, = B;}. A l'aide de la propriété forte
de Markov, on montre que pour tout rationnel r > 0, 'instant D, = inf(R,N|r, +00|)
est (presque sirement) un instant de croissance des processus A et L, donc appartient
a I'image de 0. Comme R, est d’intérieur vide, tout instant de R, peut étre approché
par un instant de la forme D,., si bien que R, est contenu dans I'image fermée de o®.

Comme L; > Ay > By pour tout t € R et comme presque stirement, les trajectoires
browniennes ne sont pas bornées, le processus croissant L tend vers oo, si bien que les
temps d’arrét of' sont finis presque stirement. Fixons [ > 0 et notons pour ¢ > 0

/
Bt = Bof—l-t - Bof:

Ay = max{B, ;s € [(t — a)4. 1]}

t
I = /0 T AL

Comme dans la proposition 1, on montre que pour tout ¢ > 0, Aglaﬂ = Bga + A} grace
a l'égalité Aa;l = Bga. On en déduit que

t t
Lo-il+t - A"? = A I[Aol“+s:Bo’?+s]dAo'l{L+s = /0 I[Afs:B./s]dA,S - L;

Par conséquent, le processus o}, — 07" est I'inverse continu a droite de L'. Ce processus
est donc indépendant de ffa et a méme loi que o?.
1

Nous décrirons plus loin la mesure de Lévy du subordinateur o®. Donnons déja un
résultat immédiat.

Proposition 15 Soit v, la mesure de Lévy du subordinateur c®. Pour tout b €0, al,

2
Valb, 00[= (] —.

b
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Démonstration. On vérifie facilement que le processus A coincide avec le processus
S défini par Sy = max{B; ;s € [0,t]} jusqu’a Uinstant 71 = inf{t > a : Ay = Bi_,},
qui correspond au premier palier de longueur > a des deux processus. Leurs inverses
continus a droite coincident donc jusqu’au premier saut de taille > a, qui a lieu au
méme moment pour les deux. Donc les mesures de Lévy de ces deux subordinateurs
donnent la méme mesure & 'intervalle [b, +00[ pour tout b €]0,al], puisque le premier
saut de hauteur > b d’un subordinateur de mesure de Lévy v se produit au bout d’un
temps exponentiel de parametre v[b, +00|.

6 Lien entre R, et M,;, pour a >b>0

Supposons que a > b > 0. Sur ’événement presque str ou les maxima locaux sont &
des hauteurs toutes différentes (voir proposition 1), on vérifie facilement 1’équivalence
suivante, valable pour tout t > a :

te Myp <= RNt t+ b= {t}.

Par conséquent la trace de M, sur Ja, +oo| est 'ensemble des débuts des intervalles
de longueur > b dans 'ouvert RS N Ja, +00].

Ces intervalles correspondent aux sauts de hauteur > b du subordinateur % apres le
franchissement de a. Plus précisément, les éléments de M, N]a, +oo] sont les instants
T, = JE‘R”)_ pour n € N* ot (R),)nen est la suite définie par Ry = inf{l > 0: o] > a}
et R, = inf{l > R,_1 : Ao/’ > b}. Comme le processus des sauts (Aoj");>0 est un
processus de Poisson ponctuel, on en déduit que les durées Ty — T7, T3 — 1%, . .. forment
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, indépendante de T7.

Soit v, la mesure de Lévy du subordinateur ¢®. On peut exprimer la transformée
de Laplace de Ty — T} a l'aide v, en écrivant

Ty T =lim Aok + D AojTagesg.
Ri1<I<R2

En effet :

— le saut Ao, a pour loi v, (+[[b, o) ;

— les sauts successifs de hauteurs > € aprés Tj, o ont pour loi v, (+|[e, 00]) ;

— le nombre de ces sauts jusqu’au premier saut de hauteur > b suit une loi géométrique

de parametre v,[b, 0o[/v,le, 00[;

— toutes ces variables aléatoires sont indépendantes.

Donc pour tout 6 > 0, exp[—0(T% — T7)] est la limite quand € — 0 de

/* vo(dz|[b,00]) X i Z (VV:[[GE:i)O[[)”—l(/16—9%&(%”6’[}[))”_1

i n=1

o 0 fe’ e %y, (d)\ n—
/[b’oo[e o Va(dx)ya[eloo[z< [ b[,,a[e’oo[ ) 1

n=1
f[b ool € 2y, (dx)
Val€, 00| —f[E o € —Ory, (dz)
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Par stationnarité des accroissements de B, la loi de M, est invariante par trans-
lation si bien que la suite (7, — a),>1 a méme loi que la suite (T),)p>1 o 171 < Tp < ...
sont les instants successifs de M, N R% . On peut donc énoncer le résultat suivant.

Proposition 16 Soient a > b > 0. Notons T1 < Ty < ... les instants successifs de

Ma,b N Ri
— Les variables aléatoires T, To — 11,13 — 15, ... sont indépendantes.
— Les durées T, — T,,_1 ont méme loi, et leur transformée de Laplace est donnée
par

f[b OO[ Oz, (dx)
Jre (1= Tpepe™?)va(dz)

ot v, est la mesure de Lévy du subordinateur o®.

E[B*G(H*Tl)] _

Une autre démonstration de la proposition 9.

Nous venons de redémontrer 'indépendance des variables 17,15 — 11,13 — 15, ... et
I’équidistribution des durées T,, — T,,—1, qui constitue la partie difficile de la proposi-
tion 9. En effet, une fois ce point établi, on déduit facilement le reste de cette proposition
a partir du théoreme 5 en remarquant que si p,p est la loi de T et v, la loi de T — 17,
alors pour tout t > s > 0

ds - S *(m—
ab E[Nay(ds)] = Z PlTy, € ds] = Z(“‘%b * Uafb D)(ds)

et

ds
———hgp(t — s)dt = E[N,p(ds)Ngp(dt)] = P[T,, €ds ; Tp4n € dt
e hup(t = 5)dt = BNy (ds)N, () mZZ o € di

= 3 (pap v, V) (ds) v (dt — s)

m=1n=1
d’ou

hap(r)dr = Z Ve (dr
n=1

On en déduit les égalités suivantes pour les transformées de Laplace

L Luay(6)
avabd 1= Luay(0)
Lvgp(0)
h(z 9 1= Lo (@)
Lhqp(0) 1 — Lvgp(0)
Par conséquent,
[:ha b(9>
=171 (@
El/a,b( ) 1 —+ ﬁha7b(9)

‘C,ua,b(g) = (1 - ﬁya,b(a))'

1
7 abl
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Soit At la mesure de Lebesgue sur R . Par injectivité de la transformation de Laplace,

o
Vap(dr) Z ) R ( dr.
n=1
o = ——(\s = As ¥ vap).
) W\/@ )
Pour justifier le calcul de la transformée de Laplace de
o0
G Vi af
n=1

on utilise le fait que h,j est a support dans Ry et est majorée par une constante C.
En effet, une récurrence immédiate montre que pour tout n € N* et pour tout r € Ry,

ap(r) < C 1)
Par conséquent,

o

Z ab( ) < CeC’r

n=1

Cette majoration permet d’utiliser le théoreme de Fubini et d’écrire pour 6 > C,

[ e (o ) )dr = Y1) (Lhan)(6) = Lsl0).

n=1 n=1

7 Description de la mesure de Lévy du subordinateur ¢

Dans toute cette partie, on étudie la fonction G, définie par G4(r) = vg]r, o[ pour
r >0 et Gu(r) =0 pour r < 0.

7.1 Equations de convolution vérifiées par G,

En utilisant les égalités ci-dessus et la proposition 16, on obtient lorsque a > b > 0,

Lvap(0) f[b oo © P14 (dx)
1= Lvgp(0) [ (1 — e 0%)pa(da)

Lhgp(8) =

Comme

/00(1 — e %) y,(dx) = /OO 0 e~ Gu(r) dr =0 LG4(6),
0

0
Péoalité précé ‘s .
égalité précédente s’écrit aussi

Lha,b (‘9) LG, ('9) =

| =

/ e %% v (dx),
[b,00]

soit en termes de convolution :

ha,b *Gg = IR+ * (I[b,oo[ya)'
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Pour tout = > 0, on a donc
| haslt) Gutw =) dy = Gulb) = Gutar v, 1)

Comme hg(y) = 0 pour y < b, cette égalité donne la valeur de G4(x) pour > b en
fonction de Gg4(b) et des valeurs G, (z) pour z € [0,z — b]. Comme Gq(z) = /2/7x
pour tout x € [0,a], G4 est connue a fortiori sur [0,b], et la relation (1) permet de
calculer par récurrence la valeur de G, sur les intervalles de la forme [nb, (n 4 1)b] avec
n € N. Les formules deviennent vite compliquées méme si elles se simplifient un peu
dans le cas ou b = a.

Un autre cas particulier plus intéressant est le cas limite ou b — 0. En effet, pour tout
b < a, VbG,(b) = V27 et pour tout y > 0, mvbhap(r) — (y Aa)™/? quand b — 0.
En multipliant par 7v/b 1’égalité 1 et en faisant tendre b vers 0, on obtient donc par
convergence dominée

/ WAV Cule —y) dy = V.
0

Cette égalité fournit une expression simple de la transformée de Laplace de G,.

7.2 Expressions de la transformée de Laplace de GG, et applications

Théoreme 17 La transformée de Laplace de G, est donnée par

VI

LG, (0) ></ (rna) Y2 e dr = 7
0

Remarquons que

/ (r A a)_1/2 e dr = / a= 2% e gy +/ (T_1/2 — a_l/Q) e dr
0

0 0
B a—l/? N /a r3/2 1 = e—0r
- g , 2 g
a—1/2 14-3/2 ,
- 1 1 — et dt).
9 ( +/0 g =)
Donc
14-3/2

/Ooe‘”‘ Ga(r) dr = v2ra (1+/

-1
(1—e% at

En développant en série 1 — e =% et en intégrant terme & terme, on obtient

* _or S~ _(=0a)" -
/0 e~? Ga(r)dr:m<l—;7w> 3

On reconnait une fonction hypergéométrique dans le membre de droite. Rappelons que
fonction hypergéométrique 1 F}(a, b, -) est définie par :

+oo n

1F1(a,b,x) :Z (a)n£

= (b)n n!
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en notant (a), =a(a+1)---(a+n —1). On vérifie immédiatement que

0 = ant1 2" a
% 1F1(a,b,m): b lﬁzg 1F1(a+1,b+ 1,.’1:)
n—+ .

n=1

En particulier,

11 (Y2 X an
Fi(-gigim) =2 1/2), n! 1_;11‘(271— 1)

n=0
0 11 1 3
9 1F1(—§, 57:1:) = - 1F1(§, 5@).

On en déduit par prolongement analytique, 1’égalité

/Oooeer Gqo(r) dr = V2ma <1F1( ; ; fa ))_1

pout tOUt réel 0 tel que fa < p, ou p est l'unique zéro dans Ry de la fonction
1F1(—3%;3;+). De plus, quand € — 0+,

/ e~ e’ Go(r) dr = V2ma (1F1(—
0

11 )) -1 V2ma
2 2P Nae
avec A = 1F1(3;3;p). A l'aide du théoréme taubérien de Hardy ou de Karamata (voir

[5] au chapitre XIII), on en déduit le résultat suivant.

Proposition 18 Notons p l'unique zéro dans Ry de la fonction 1F1(—%; %; ) et A=
1Fi(%:2:p). Alors quand © — 400,

x \/%
e’/ Go(r) dr ~ 22 &
/ () dr ~ 3

2’2’

On peut s’attendre & ce que la queue G, soit suffisamment réguliere pour que e?"/@ Go(r)
ait une limite quand r — 400, ce qui conduit a la conjecture suivante sur le compor-
tement asymptotique de la queue de v,.

Conjecture. Avec les mémes notations que ci-dessus,

V2T e—p'r/a‘

Go(r) ~ Wa

Remarque. Sia>b>0etsiT) <T> < ...sont les instants successifs de M, ,NR7,
on peut conjecturer de méme que la variable aléatoire 7o — T} a une queue (et une
densité) a décroissance exponentielle. En effet, d’apres la proposition 16, on a pour
tout 6 > 0,

1-— E[e*G(T27T1)] _ f[o 00[(1 B e_egg)y‘l(dx) _ V2 0LG,(0)
fR* Ipcpe 0Ty (dz)  2671/2 4 f[o b](1 — e 0%)p=3/2(dy

Cette formule s’étend par prolongement analytique a tout 8 > —p/a, et

E[e(a=T=T)] ~ ¢/e quand € — 0+ .
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7.3 Expression de G, sous forme de série

La transformée de Laplace de G, peut étre réécrite comme suit.

LGa(0) =

</ F—1/2 6_9Td7“+/ (a—l/2 _r—l/z) 6_6’"d7~>_
0 a
1% 3 e, \ 7!
(\/;Jr 20 /) "¢ dr)
2 -1
= — 1+ / P32 qr)
\/;< 2Vl Ja )
Pour tout 6 suffisamment grand, on a donc
“+o0o
2 1 o n
=4/= —-1)" P32 qr)
Vs S [ )

Remarquons que ’application

=[5 =[%
3 3

<2m Oor_?’/Qe_erdr)n

est la transformée de Laplace du produit de convolution de r +— (27r)*11[r>0]r*1/ 2 avec
7 I[r>a]r*3/2. Mais pour r > a,

r / e dz 2 Ir—a
/a (r 1/2 3/2 / T‘—y /(L/(Ta)\/g’l“ZQ_T‘ a ’

grace au changement de variable z = y/(r — y) d’ou 1/z = r/y — 1. On déduit des
calculs précédents une expression de GG,.

Théoréme 19 Notons u et hoo o les applications définies par

2 I r>a T—a
u(r) = Tpsop\/ — et hooa(r) = [7; } -
Alors
+o0
Ga = Z(_l)n(u * hctg,a)
n=0

Remarquons que pour tout n € N, uxhZ} , est a support dans [na, +oo[. Pour calculer
G, sur un intervalle [Na, (N + 1)a], avec N € N, on peut donc se contenter de faire
varier n de 0 a N.

Calculons par exemple G, sur 'intervalle [a, 2a]. Pour tout r € [a, +0o0],

o-m VT
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Le changement de variable

T —a . rt? +a
t= , soit x = ,
r— 241
dx_( 2rt 2t )dt—( 1 a >2dt
r \rt24+a 2+1/  \241 rt2+4a/ t’

montre que

U *

Pour tout r € [a,

2 2 [ 1 a 2 a 2 2

hooa = - - - = — (1- -] = —_— = —

alr) V 7a 71'/0 (t2+1 T‘t2—|—a) Ta ( \/;) Vra V omr
2a)

, on a ainsi

Gulr) = ulr) = (1 b)) =2y 2 = [ 2.
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