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Résumé

Dans la première partie, nous comparons la filtration naturelle d’un mouvement
brownien B dans Rd à celle du mouvement brownien B′ =

∫ ·
0
HdB où H est un

processus prévisible dans la filtration de B à valeurs dans Od(R). Nous montrons
l’existence d’une variable aléatoire U indépendante du mouvement brownien B′ et
de loi uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini, telle que σ(B) = σ(B′) ∨ σ(U)
dans deux situations particulières :
- lorsque que la transformation est « assujettie » à une subdivision de R+ ;
- lorsque la transformation B 7→ B′ commute avec les changements d’échelle.
La variable aléatoire U code l’information perdue par la transformation B 7→ B′.
Nous montrons que tous les types de perte d’information peuvent se produire : le
nombre de valeurs de U peut être infini ou égal à n’importe quel entier ≥ 1.

Dans la seconde partie, nous étudions une question voisine : nous nous donnons
un mouvement brownien plan (X, Y ) et un mouvement brownien linéaire X ′ dans
la filtration naturelle de (X, Y ). Peut-on trouver un autre mouvement brownien
linéaire Y ′ dans la filtration naturelle de (X, Y ), indépendant de X ′ et tel que le
mouvement brownien (X ′, Y ′) ait la même filtration naturelle que (X, Y ) ? Nous
donnons une condition nécessaire pour que le mouvement brownien X ′ possède un
complément brownien indépendant et nous étudions quelques exemples.

Mots-clés : filtrations, transformations browniennes, compléments indépendants.

Abstract

In the first part, we compare the natural filtration of a brownian motion B in
Rd with the filtration of B′ =

∫ ·
0
HdB, where H is a predictable process in filtration

de B taking values in Od(R). We prove the existence of a random variable U that
is independent of B′ and uniformly distributed on [0, 1] or on a finite set such that
σ(B) = σ(B′) ∨ σ(U) in two particular situations :
- when the transformation is ”adapted” to a subdivision of R+ ;
- when the transformation B 7→ B′ commutes with scaling operators.



Random variable U codes information lost by transformation B 7→ B′. We prove
that every type of loss can occur : the number of possible values of U may be
infinite or equal to any integer ≥ 1.

In the second part, we study a close question : given a planar brownian motion
(X, Y ) and a linear brownian motion X ′ in natural filtration of (X, Y ), is it possible
to find a linear brownian motion Y ′ in natural filtration of (X, Y ) and independent
of X ′ such that (X ′, Y ′) has same natural filtration as (X, Y ) ? We give a necessary
condition on brownian motion X ′ and study a few examples.

Keywords: transformations of brownian motion, filtrations.

2000 Mathematics Subject Classification: 60J65,60H20.

2



J. Brossard et C. Leuridan — Transformations Browniennes et compléments indépendants 3

1 Transformations intégrales du mouvement brownien

1.1 Introduction

Soient B un mouvement brownien dans Rd et FB
· la filtration naturelle (complétée)

de B. Si H est un processus prévisible dans FB
· à valeurs dans Od(R), l’intégrale

stochastique B′ =
∫ ·
0 HdB définit un nouveau mouvement brownien dans Rd, dont la

filtration naturelle est évidemment contenue dans celle de B (au sens où FB′
t ⊂ FB

t

pour tout t). A l’aide de la propriété de représentation prévisible, ou bien en utilisant
l’indépendance de FB

t et des accroissements B′
t+· − B′

t, on montre facilement que la
filtration naturelle de B′ est immergée dans celle de B, au sens où toute martingale dans
la filtration FB′

· est encore une martingale dans FB
· (voir par exemple [1], proposition

1).

L’inclusion FB′
t ⊂ FB

t peut être stricte comme le montre l’exemple de la transfor-
mation de Lévy : si B un mouvement brownien dans R et B′ =

∫ ·
0 sgn(Bs)dBs, il est

bien connu que la filtration naturelle de B′ est celle de |B|. L’information perdue par la
transformation B 7→

∫ ·
0 sgn(Bs)dBs est donc la famille des signes des excursions de B.

On peut coder cette information par une suite de signes indépendants et uniformément
distribués, indépendante de B′, ou, en utilisant les développements dyadiques, par une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de B′.

Nous allons voir que l’existence d’un complément indépendant et de loi uniforme est
une situation courante, moyennant quelques restrictions sur le processus prévisible H.
Pour se convaincre qu’une filtration brownienne immergée dans une autre ne possède
pas toujours de complément indépendant, posons Ht = sgn(Bt−B1) si t > 1 et B1 > 0
et Ht = 1 dans tous les autres cas. Autrement dit, on applique la transformation de
Lévy aux accroissements à partir de l’instant 1 lorsque B1 > 0, et on ne change rien
lorsque B1 ≤ 0. Dans ce cas, pour t > 1 fixé, la loi de (Bs)0≤s≤t connaissant (B′

s)0≤s≤t

est diffuse si B′
1 > 0 et est une masse de Dirac si B′

1 ≤ 0. Il n’existe pas de complément
indépendant à FB′

t qui redonne la tribu FB
t .

Les deux paragraphes suivants présentent deux situations où une hypothèse supplé-
mentaire assure l’existence d’un complément indépendant et de loi uniforme sur [0, 1]
ou sur un ensemble fini, cet ensemble fini étant un singleton lorsque la transformation
B 7→ B′ ne perd pas d’information.

1.2 Transformations assujetties à une subdivision de R+.

Dans ce paragraphe, nous appelerons subdivision de R+ toute suite (tn)n∈Z stricte-
ment croissante telle que tn → 0 quand n → −∞ et tn → +∞ quand n → +∞. Grosso
modo, nous dirons que la transformation B 7→

∫ ·
0 HsdBs est assujettie à une subdivision

(tn)n∈Z lorsque le processus H restreint à un intervalle [0, tn] est une fonction de B
restreint à l’intervalle [0, tn−1]. Enonçons le résultat précis.

Théorème 1. Soit B un mouvement brownien défini sur (Ω,A, P ) et à valeurs dans
Rd. Soit (tn)n∈Z une subdivision de R+. Soit H un processus à valeurs dans Od(R)
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tel que, pour tout n ∈ Z, l’application (s, ω) 7→ Hs(ω) de [0, tn] × Ω soit mesurable
pour la tribu B([0, tn])⊗FB

tn−1
. Soit B′ le mouvement brownien défini par B′ =

∫
HdB.

Alors pour tout t > 0, il existe une variable aléatoire Ut indépendante de FB′
t et de loi

uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini telle que FB
t = FB′

t ∨ σ(Ut).

Démonstration. Nous montrons le résultat pour t = +∞, la démonstration s’adaptant
facilement au cas où t ∈ R∗

+. L’idée est de se ramener à des processus à temps discret
et d’appliquer les résultats sur les suites récurrentes stochastiques ou « châınes de
Markov constructives » indexées par Z. L’hypothèse sur le processus H assure que la
transformation B 7→

∫ ·
0 HsdBs ne peut perdre de l’information qu’à l’instant 0, ce qui

permet d’utiliser des lois du zéro-un.

Pour tout n ∈ Z, notons Xn et Vn+1 les portions de trajectoires définies par

Xn = (Bs)0≤s≤tn et Vn+1 = (B′
s −B′

tn)tn≤s≤tn+1 .

Les filtrations naturelles des processus (Xn)n∈Z, (Vn)n∈Z et ((Xn, Vn))n∈Z sont données
par F (X,V )

n = FX
n = FB

tn et FV
n = FB′

tn . Pour tout n ∈ Z, la variable aléatoire Vn+1 est
indépendante de F (X,V )

n = FB
tn et l’égalité Bt − Btn =

∫ t
tn

HsdB′
s pour tn ≤ t ≤ tn+1

montre que la connaissance de Xn et de Vn+1 permet de reconstituer (Hs)tn≤s≤tn+1

et donc Xn+1 = (Bs)0≤s≤tn+1 . Autrement dit, (Xn)n∈Z est une châıne de Markov
inhomogène gouvernée par une relation de récurrence de la forme Xn+1 = fn(Xn, Vn+1).
Comme la tribu asymptotique FX

−∞ = FB
0 est triviale, il suffit d’appliquer le théorème

que nous rappelons ci-dessous (corollaire 1.2 de [4]).

Théorème 2. Soit X = (Xn)n∈Z une châıne de Markov inhomogène gouvernée par
une suite de variables V = (Vn)n∈Z et une suite d’applications (fn)n∈Z, autrement dit :

Xn est une variable aléatoire à valeurs dans un espace mesurable (En, En) ;

Vn+1 est une variable aléatoire à valeurs dans un espace mesurable (Gn+1,Gn+1)
indépendante de la suite ((Xk, Vk))k≤n

Xn+1 = fn(Xn, Vn+1) où fn est une application mesurable de (En×Gn+1, En⊗Gn+1)
dans (En+1, En+1).

Si les espaces (En, En) sont lusiniens (isomorphes à un borélien d’un espace polo-
nais) et si la tribu FX

−∞ est triviale, alors il existe une variable aléatoire U indépendante
de V et de loi uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini telle que σ(X) = σ(V )∨σ(U).

Un exemple simple en dimension 1, étudié dans [1], est celui où

Hs = sgn(Btn −Btn−1)

pour tn < s ≤ tn+1 : la filtration FB′
est alors la filtration de Goswami-Rao. Autrement

dit FB′
t est engendrée par les fonctionnelles paires du mouvement brownien jusqu’à

l’instant t. On perd exactement un bit d’information en passant de FB
t à FB′

t .

Plus généralement, M. Malric [7, 8] utilise des transformations du même type pour
construire un mouvement brownien qui engendre la filtration quotient de la filtration
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d’un mouvement brownien de dimension d par n’importe quel sous-groupe du groupe
orthogonal. Par un choix convenable du sous-groupe, on peut donc perdre une infor-
mation codée par une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini
fixé.

Déterminer l’information perdue peut être difficile, même pour une transformation
donnée par une formule simple en dimension 1. Par exemple, la transformation B 7→
B′ =

∫ ·
0 sgn(Bs/2)dBs est assujettie à la subdivision (2n)n∈Z et perd au moins un

bit d’information, puisque B′ est une fonction paire de B. Perd-elle seulement un bit
d’information ?

Cette dernière transformation appartient à l’autre classe intéressante que nous al-
lons voir, constituée des transformations qui commutent avec les changements d’échelle.

1.3 Transformations commutant avec les changements d’échelle

Le résultat s’énonce de la façon suivante :

Théorème 3. Soit B un mouvement brownien défini sur (Ω,A, P ) et à valeurs dans
Rd. Soit B′ le mouvement brownien défini par B′ =

∫
HdB, où H est un processus

prévisible de la forme
Ht = h

(
(t−1/2Btu)0≤u≤1

)
pour une certaine application h de C([0, 1],Rd) dans Od(R) ne dépendant pas de t,
alors pour tout t > 0, il existe une variable aléatoire Ut indépendante de FB′

t et de loi
uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini telle que FB

t = FB′
t ∨ σ(Ut).

Remarque : on peut montrer - mais ce n’est pas notre propos - que la forme de H
est équivalente au fait que la transformation B 7→ B′ commute avec les dilatations
B 7→ ( 1

λBλ2t)t≥0. Dans la démonstration, nous utiliserons simplement le fait que la loi
du couple (B,B′) est invariante par changement d’échelle, ce qui est encore équivalent.

Démonstration. Cette fois-ci, on ne peut pas appliquer directement les résultats sur les
châınes de Markov constructives, mais on peut adapter la démonstration du théorème 1.
Pour t > 0, notons (νt(ω, ·))ω∈Ω la loi conditionnelle de (Bs)0≤s≤t sachant (B′

s)0≤s≤t,
qui est aussi la loi conditionnelle de (Bs)0≤s≤t sachant B′ et posons

At(ω) = νt(ω, {(Bs(ω))0≤s≤t}).

Si s ≤ t, la loi νs(ω, ·) est l’image de de νt(ω, ·) par la projection canonique de
C([0, t],Rd) dans C([0, s],Rd). Cela entrâıne que le processus (At)t≥0 est décroissant.

Mais par hypothèse, la loi du couple (B,B′) est invariante par changement d’échelle,
ce qui entrâıne que la loi de At ne dépend pas de t. Donc presque sûrement At ne
dépend pas de t. Les variables aléatoires At sont presque sûrement égales à une variable
aléatoire FB

0 -mesurable, donc presque sûrement constante. Soit a cette constante. En
conditionnant par rapport à σ((B′

s)0≤s≤t) l’égalité preque sûre

I[νt(ω,{(Bs(ω))0≤s≤t})=a] = 1,
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on obtient pour presque tout ω ∈ Ω,∫
C([0,t],Rd)

I[νt(ω,{b})=a]νt(ω, db) = 1.

Donc νt(ω, ·) est formée de N = 1/a atomes de masse a si a > 0, et diffuse si a = 0.
Dans les deux cas, la structure atomique de νt(ω, ·) ne dépend pas de ω, ce qui permet
de construire un complément indépendant Ut.

Si a > 0, il suffit de numéroter de façon σ(B′)-mesurable les atomes de νt(ω, ·) ; on
définit Ut(ω) comme le numéro de l’atome (Bs(ω))0≤s≤t.

Si a = 0, on choisit une application F (ω, ·) de C([0, t],R) dans [0, 1], dépendant de
façon σ(B′)-mesurable de ω, qui envoie νt(ω, ·) sur la loi uniforme sur [0, 1] ; on pose
alors Ut(ω) = F (ω, (Bs(ω))0≤s≤t).

1.4 Perte d’information pour les transformations commutant avec les
changements d’échelle

Voyons quelques exemples en dimension 1, montrant que tous les types de perte
d’information sont possibles.

La transformation de Lévy, définie par Ht = sgn(Bt) perd une information infinie.

Lorsque Ht est le signe de la plus longue excursion achevée avant l’instant t, la
transformation B 7→ B′ =

∫ ·
0 HdB perd un bit d’information et le mouvement brownien

B′ engendre la filtration de Goswami-Rao (voir [1]).

Pour construire une transformation perdant une information à p valeurs possibles,
on peut se limiter au cas où p est impair (ou même premier ≥ 3) et composer les
transformations. La construction dont nous allons donner les étapes s’inspire de la
construction surprenante d’une transformation brownienne d’ordre p et commutant
avec les changements d’échelle donnée dans [1].

L’idée est d’inclure dans le mouvement brownien un jeu de pile ou face (c’est-à-
dire une suite i.i.d. indexée par Z de variables aléatoires uniformes sur {−1, 1}) qui
soit invariant à translation temporelle près par changement d’échelle du mouvement
brownien. Un exemple est fourni par les signes des excursions longues du mouvement
brownien, c’est-à-dire des excursions plus longues que toutes les excursions antérieures.

On utilise alors une transformation homogène (c’est-à-dire qui commute avec les
translations temporelles) du jeu de pile ou face perdant une information à p valeurs.
Comme dans l’article [3], on obtient une telle transformation en observant l’effet sur les
développements dyadiques de la transformation x 7→ px modulo 1. Plus précisément,
pour tout x ∈ R,

x ≡
∑

n≤−1

an(x)2n et px ≡
∑

n≤−1

bn(x)2n modulo 1,

avec an(x) = Ent(2−nx)− 2Ent(2−n−1x) = Ent(2−nx) mod 2 et bn(x) = an(px). Mais
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an et bn sont des fonctions 2n+1-périodiques et p est impair donc

bn = Ent(2−np
∑
k≤n

ak2k) mod 2 = an + Ent(p
∑
k≥1

an−k2−k) mod 2.

Cette dernière formule fournit une transformation sur les suites de {0, 1}−N, ou même
de {0, 1}Z, qui a les propriétés voulues. Il reste à changer {0, 1}Z en {−1, 1}Z pour
obtenir une transformation homogène du jeu de pile ou face, c’est-à-dire de la forme
(xn)n∈Z 7→ (xnφ

(
(xn−k)k≥1

)
)n∈Z avec φ mesurable de {−1, 1}∞ dans {−1, 1}.

L’homogénéité temporelle de cette transformation du jeu de pile ou face permet de
l’appliquer aux signes des excursions longues sans avoir besoin de numéroter les excur-
sions. De plus, la transformation brownienne obtenue commute avec les changements
d’échelle. Mais si on ne modifie que les signes des excursions longues en conservant telles
quelles les autres excursions, le mouvement brownien obtenu ne peut pas se représenter
par l’intégrale stochastique d’un processus prévisible.

Pour obtenir un intégrande H prévisible, introduisons la suite ordonnée (Vn)n∈Z des
fins d’excursions longues du mouvement brownien B et notons εn le signe de l’excursion
longue finissant à l’instant Vn. Il suffit de poser Ht = φ

(
(εn−k)k≥1

)
sur l’événement

[Vn−1 < t ≤ Vn]. Cette définition ne dépend pas de façon de numéroter les excursions,
pourvu que l’ordre chronologique soit respecté. Bien qu’on ne sache pas énumérer les
fins d’excursions longues par une suite strictement croissante de temps d’arrêt indexée
par Z, le processus H est prévisible. En effet, pour ε > 0 fixé, on peut choisir la
numérotation de telle sorte que (Vn)n∈N soit la suite ordonnée des fins d’excursions
longues postérieures à l’instant ε > 0, ce qui montre que la restriction de H à [ε,+∞[
est prévisible.

Le processus H est constant entre deux fins d’excursions longues consécutives de B,
donc

∫ ·
0 HdB = HB. Autrement dit, les mouvements browniens B et B′ =

∫ ·
0 HdB ont

les mêmes excursions à un signe près et ce signe ne peut varier qu’aux fins d’excursions
longues. La transformation B 7→ B′ =

∫ ·
0 HdB perd donc une information à p valeurs

possibles, tout comme la transformation induite sur les signes des excursions longues.

Comparaison avec la construction de Attal, Burdzy, Emery et Hu

La construction d’une transformation d’ordre p par Attal, Burdzy, Emery et Hu
présente une difficulté supplémentaire du fait que l’application x 7→ x + 1

p modulo 1
vue sur les développements dyadiques fournit une transformation inhomogène du jeu de
pile ou face, d’ordre p. L’inhomogénéité pose une difficulté supplémentaire pour inclure
la transformation du jeu de pile ou face dans le mouvement brownien. Mais la période
q du développement dyadique de 1

p leur permet de mener à bien la démonstration au
prix d’une étape supplémentaire : la construction d’une partie de {Vn;n ∈ Z} invariante
par changement d’échelle et numérotable cycliquement par Z/qZ de façon optionnelle.
Pour les problèmes de numérotation des records d’un processus de Poisson ponctuel tel
que le processus des longueurs d’excursions, nous renvoyons le lecteur à l’article [3].

La construction de Attal, Burdzy, Emery et Hu, on le voit, est loin d’être intuitive
et nous amène naturellement à poser trois questions :

1. Existe-t-il des transformations homogènes du jeu de pile ou face d’ordre p impair ?
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2. Existe-t-il des transformations homogènes du jeu de pile ou face d’ordre 4, 8, · · · ?
3. Existe-t-il des transformations intégrales du mouvement brownien linéaire, d’ordre

4, 8, · · · et commutant avec les changements d’échelle ?
Une réponse positive à la question 1 permettrait de simplifier la construction de Attal,
Burdzy, Emery et Hu. Une réponse positive à la question 2 entrâınerait une réponse
positive à la question 3.

2 Compléments browniens indépendants

2.1 Mouvements browniens complémentables et maximaux

Définition 4. Soit (X, Y ) un mouvement brownien plan et X ′ un mouvement brownien
linéaire X ′ dans la filtration naturelle complétée de (X, Y ), notée F (X,Y )

· .

On dit que X ′ est complémentable dans F (X,Y )
· s’il existe un brownien linéaire Y ′

dans F (X,Y )
· , indépendant de X ′ et tel que (X ′, Y ′) engendre F (X,Y )

· .

On dit que X ′ est maximal dans F (X,Y )
· si pour tout brownien linéaire X ′′ dans

F (X,Y )
· , l’inclusion FX′

· ⊂ FX′′
· entrâıne l’égalité FX′

· = FX′′
· .

Commençons par deux remarques immédiates :

- Deux mouvements browniens X ′ et Y ′ dans F (X,Y )
· sont indépendants si et seule-

ment si 〈X ′, Y ′〉 = 0.

- Si deux mouvements browniens X ′ et X ′′ dans F (X,Y )
· vérifient FX′

· ⊂ FX′′
· , alors

il existe un processus H à valeurs dans {−1, 1}, prévisible dans FX′′
· (et dans F (X,Y )

· ),
tel que X ′ =

∫ ·
0 HdX ′′ ; on a donc 〈X ′, Y ′〉 =

∫ ·
0 Hd〈X ′′, Y ′〉 pour tout mouvement

brownien Y ′ dans F (X,Y )
· .

De ces remarques, on déduit les résultats suivants.

Lemme 5. Si X ′, X ′′ et Y ′ sont des mouvements browniens dans F (X,Y )
· et FX′

· ⊂
FX′′
· , alors Y ′ est indépendant de X ′ si et seulement si Y ′ est indépendant de X ′′.

Corollaire 6. Si X ′ est un mouvement brownien complémentable dans F (X,Y )
· , alors

X ′est maximal dans F (X,Y )
· .

Démonstration. Supposons que X ′ possède un complément brownien indépendant Y ′

dans F (X,Y )
· . Montrons que X ′ est maximal dans F (X,Y )

· . Soit X ′′ un mouvement brow-
nien dans la filtration naturelle de (X, Y ) vérifiant FX′

· ⊂ FX′′
· . Pour tout t ∈ R+,

F (X,Y )
t = F (X′,Y ′)

t ⊂ F (X′′,Y ′)
t ⊂ F (X,Y )

t

donc F (X′,Y ′)
t = F (X′′,Y ′)

t . Par indépendance de X ′′ et de Y ′ (lemme 5), on a donc pour
tout A ∈ FX′′

t ,

P [A|FX′
t ] = P [A|F (X′,Y ′)

t ] = P [A|F (X′′,Y ′)
t ] = IA,
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d’où A ∈ FX′
t , ce qui montre l’inclusion réciproque FX′′

· ⊂ FX′
· .

Exemple. Le corollaire 6 montre que le mouvement brownien X ′ =
∫ ·
0 sgn(Xs)dXs

n’est pas complémentable dans F (X,Y )
· puisque sa filtration naturelle est strictement

incluse dans celle de X. Remarquons cependant qu’il serait complémentable si l’on
acceptait des compléments non indépendants. En effet, les mouvements browniens X ′

et (X + Y )/
√

2 engendrent la filtration naturelle de (X, Y ) puisque la connaissance
de 〈X ′, X + Y 〉 =

∫ ·
0 sgn(Xs)ds permet de reconstituer le signe de X, tandis que la

connaissance de X ′ détermine la valeur absolue de X.

Question ouverte. La réciproque du corollaire 6 est-elle vraie ?

Savoir si un mouvement brownien est maximal, complémentable ou non est une
question délicate, à moins de savoir exhiber soit un mouvement brownien dont la filtra-
tion est strictement plus grosse, soit un complément brownien indépendant. L’exemple
qui suit montre qu’il faut se méfier des intuitions simplistes.

Exemple. Les mouvements browniens X ′ =
∫ ·
0 sgn(Ys)dXs et Y ′ =

∫ ·
0 sgn(Xs)dYs sont

indépendants et complémentables (donc maximaux), mais ils n’engendrent pas la fil-
tration naturelle de (X, Y ). En effet, l’égalité X =

∫ ·
0 sgn(Ys)dX ′

s permet de voir que
Y est un complément brownien indépendant de X ′. De même, X est un complément
brownien indépendant de Y ′. Cependant, la filtration naturelle de (X ′, Y ′) est stric-
tement incluse dans celle (X, Y ) car (X ′, Y ′) est inchangé lorsqu’on change (X, Y ) en
(−X,−Y ).

Question ouverte. Dans l’exemple ci-dessus, la filtration F (X′,Y ′) est-elle égale à la
filtration F (X,Y ) quotientée par {−1, 1} ?

Nous renvoyons le lecteur à [7, 8] pour la définition des filtrations quotients.

2.2 Mouvements browniens associés à la décomposition polaire d’un
mouvement brownien complexe

Soit Z = X + iY un mouvement brownien complexe issu de 0. Notons S = X2 +Y 2

et R =
√

S le module de Z. Presque sûrement, le mouvement brownien Z ne repasse pas
en 0, ce qui permet de poser Us = Zs

Rs
pour s > 0 et de définir un nouveau mouvement

brownien complexe Z ′ par

Z ′
t =

∫ t

0

Rs

Zs
dZs =

∫ t

0
UsdZs.

Les parties réelle et imaginaire de Z ′ sont les mouvements browniens donnés par

X ′
t =

∫ t

0

XsdXs + YsdYs

Rs
et Y ′

t =
∫ t

0

XsdYs − YsdXs

Rs
.

Ces mouvements browniens sont indépendants et gouvernent respectivement la partie
radiale et la partie angulaire de Z. En effet, une application de la formule d’Itô montre
que les processus S et U satisfont les équations différentielles stochastiques

dSt = 2
√

StdX ′
t + 2dt et dUt =

iUt

Rt
dY ′

t −
Ut

2R2
t

dt.
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L’étude de ces équations permet de déterminer les filtrations naturelles de plusieurs
processus. Ces résultats classiques, qui nous rappelons dans la proposition ci-dessous,
se trouvent déjà dans la proposition 3.1 et le théorème 3.4 de [10]. Le point 2 figure
également dans le théorème V.2.11 de [9].

Proposition 7. (Comparaison de plusieurs filtrations)

1. La filtration naturelle de U est aussi celle de Z = X + iY .

2. La filtration naturelle de X ′ est aussi celle de R.

3. La filtration naturelle de (X ′, Y ′) est la filtration de (X, Y ) quotientée par SO2(R).
Plus précisément pour tout t > 0, F (X′,Y ′)

t = σ((Zs
Ut

)0≤s≤t)

4. La filtration naturelle de (X ′, Y ′) est strictement incluse dans celle de (X, Y ).
Plus précisément, pour tout t > 0, la variable Ut est indépendante de (X ′, Y ′) et
de loi uniforme sur le cercle unité.

Démonstration. Montrons les différents points.

1. La filtration naturelle contient celle de 〈U,U〉 =
∫ ·
0

ds
R2

s
, donc celle de R et par

conséquent celle de Z = RU . L’inclusion réciproque est évidente.

2. Les solutions de l’équation de Bessel vérifiée par S sont fortes, donc FR = FS ⊂
FX′

. L’inclusion réciproque découle de l’égalité X ′ =
∫ ·
0

dSt−2dt
2
√

St
.

3. Notons Gt = σ((Zs
Ut

)0≤s≤t). L’inclusion F (X′,Y ′)
t ⊂ Gt vient du fait que Z ′ est une

fonction de Z invariante par rotation. L’inclusion réciproque vient de l’inclusion
FR ⊂ FX′

et de l’égalité Ut = Us exp(i
∫ t
s

dY ′
r

Rr
) pour t > s > 0.

4. Soit v un complexe de module 1. On vérifie facilement que changer Z en vZ
change Ut en vUt mais ne modifie pas Z ′. Comme la loi de Z est invariante par
rotation, cela entrâıne que la variable Ut est indépendante de Z ′ et de loi uniforme
sur le cercle unité.

Comme la filtration naturelle de (X ′, Y ′) est strictement incluse dans celle de
(X, Y ), il est naturel de se demander si les mouvements browniens X ′ et Y ′ sont
complémentables. Nous connaissons la réponse pour X ′ mais pas pour Y ′.

Théorème 8. Le mouvement brownien X ′ =
∫ ·
0

XsdXs+YsdYs
Rs

est complémentable (donc
maximal) dans F (X,Y ).

La construction d’un complément brownien indépendant que nous allons présenter
s’inspire de la construction de Emery et Schachermayer dans [6] montrant que la fil-
tration d’un mouvement brownien circulaire indexé par R est brownienne après chan-
gement de temps s = et.

Démonstration. Soit (tn)n∈Z une subdivision de R+. Pour tout n ∈ Z, notons ∆n

la médiatrice du segment [|Ztn |, Ztn ] et Σn la symétrie orthogonale par rapport à ∆n,
autrement dit Σn(z) = Utnz pour tout z ∈ C. Introduisons le temps d’arrêt

Tn = inf{t ∈ [tn, tn+1[ : Zt ∈ ∆n},
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avec la convention Tn = tn+1 si Zt ne rencontre pas ∆n entre les instants tn et tn+1.

Pour t > 0, notons Ht = −1 sur [tn ≤ t < Tn] et Ht = 1 sur [Tn ≤ t < tn+1].
Le processus H, à valeurs dans {−1, 1}, est prévisible dans F (X,Y ), ce qui permet de
définir un nouveau mouvement brownien dans la filtration F (X,Y ) par Y ′′ =

∫ ·
0 HdY ′.

Comme 〈X ′, Y ′′〉 = 0, Y ′′ est indépendant de X ′. Nous allons montrer que Y ′′ est un
complément brownien indépendant de X ′.

Pour cela, introduisons le mouvement brownien par morceaux Z̃ défini par Z̃t =
Σn(Zt) sur [tn ≤ t < Tn] et Z̃t = Zt sur [Tn ≤ t < tn+1]. La décomposition polaire de Z̃
s’écrit Z̃ = RŨ , avec Ũt = Utn

Ut
= UtnUt sur [tn ≤ t < Tn] et Ũt = Ut sur [Tn ≤ t < tn+1].

On vérifie facilement que pour t ∈ [tn, tn+1[,

Ũt = exp(i
∫ t

tn

dY ′′
s

Rs
).

Mais d’après la proposition 7, la filtration naturelle de R est aussi celle de X ′. Par
conséquent, les processus Ũ et Z̃ sont adaptés à la filtration naturelle du couple
(X ′, Y ′′). On en déduit que pour t ∈ [tn, tn+1[,

σ((Zs)tn≤s≤t) = σ(Ztn) ∨ σ((Z̃s)tn≤s≤t) ⊂ σ(Ztn) ∨ F (X′,Y ′′)
t

et une récurrence immédiate montre que cette inclusion reste vraie pour tout t ≥ tn.

Pour n ∈ Z, notons An l’événement « le mouvement brownien Z fait au moins deux
tours autour de 0 entre les instants tn et tn+1 » et Ãn l’événement « le processus Z̃ fait
au moins un tour autour de 0 entre les instants tn et tn+1 ». L’événement Ãn contient
An. Mais pour un bon choix de la subdivision (tn)n∈Z, l’événement An est réalisé
presque sûrement pour une infinité de n ≤ 0. Le point-clé consiste alors à remarquer
que Ztn = Z̃tn− sur l’événement Ãn−1, qui appartient à F Z̃

tn . Pour t > 0 fixé, Zt est
donc une fonction de ((X ′

s, Y
′′
s ))0≤s≤t sur l’événement presque sûr lim sup Ãn, ce qui

montre que FZ
t ⊂ F (X′,Y ′′)

t . L’inclusion réciproque est évidente.

2.3 Mouvements browniens associés au carré d’un mouvement brow-
nien complexe

Dans ce paragraphe, on modifie la définition du mouvement brownien Z ′ en posant

Z ′
t =

∫ t

0

Zs

Rs
dZs =

∫ t

0
UsdZs.

Les parties réelle et imaginaire de Z ′ sont les mouvements browniens donnés par

X ′
t =

∫ t

0

XsdXs − YsdYs

Rs
et Y ′

t =
∫ t

0

XsdYs + YsdXs

Rs
.

Notons M = Z2. Alors |Mt| = R2
t et dMt = 2ZtdZt = 2RtdZ

′
t donc M est solution de

l’équation différentielle stochastique

dMt = 2
√
|Mt|dZ ′

t.



12 Prépublication de l’Institut Fourier no692 – Septembre 2006

Cette équation est identique à celle qui définit un carré de Bessel de dimension 0
à la différence près que M et Z ′ sont complexes. Pour les équations différentielles
stochastiques dans R2 à coefficients höldériens, les théorèmes d’unicité ne s’appliquent
pas.

D’ailleurs M et le processus identiquement nul sont deux solutions issues de 0 pour
cette équation. Plusieurs questions se posent donc naturellement sur les solutions qui
quittent 0 immédiatement :

1. Y-a-t-il des solutions fortes ?

2. Y-a-t-il unicité trajectorielle ?

3. La solution M est-elle forte ?

Signalons que ce type de question est nouveau à notre connaissance et n’apparâıt
pas dans l’ouvrage récent [5] spécialisé sur les équations différentielles stochastiques
singulières, dont le chapitre 1 fait pourtant le point sur les liens entre existence de
solutions fortes, existence de solutions faibles, unicité trajectorielle, unicité en loi.

Une réponse positive aux questions 1 et 2 entrâınerait une réponse une réponse
positive à la question 3. Une autre façon de reformuler la question 3 est de demander
si la transformation brownienne Z 7→ Z ′ perd seulement un bit d’information (elle
en perd au moins un puisque Z ′ est une fonction paire de Z). Remarquons que cette
transformation commute avec les changements d’échelle, donc le théorème 3 s’applique.

La question de savoir si les mouvements browniens X ′ et Y ′ sont complémentables
ou non, maximaux ou non, semble encore plus délicate. On peut toutefois noter que
les réponses sont les mêmes pour les deux browniens. En effet, si l’on change Z en
exp(iπ/4)Z, on change Z ′ = X + iY en iZ ′ = −Y + iX.

2.4 Addendum : une généralisation du théorème 8 par Michel Émery

Bien que notre but ne soit pas de rechercher la plus grande généralité possible, il
nous semble intéressant de donner la démonstration suggérée par Michel Émery, qui
permet d’étendre le théorème 8 à toute dimension.

Dans ce qui suit, on note 〈·, ·〉 le produit scalaire, | · | la norme euclidienne et
(e1, . . . , ed) la base canonique de Rd. On suppose que d ≥ 3.

Théorème 9. Soit Z un mouvement brownien dans Rd, issu de 0. Le mouvement
brownien β =

∫ ·
0
〈Zs,dZs〉
|Zs| est complémentable (donc maximal) dans FZ .

Démonstration. On commence par démontrer le fait suivant : pour tout t > 0, la
probabilité pour que Z coupe tous les hyperplans vectoriels entre les instants ε et t
tend vers 1 quand ε → 0. Ce lemme et le lemme de Borel-Cantelli permettent de
construire une subdivision (tn)n∈Z de R+ telle que presque sûrement, pour tout n
assez proche de −∞, le mouvement brownien Z coupe tous les hyperplans vectoriels
entre les instants tn et tn+1.
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Pour tout n ∈ Z, notons Hn l’hyperplan médiateur du segment [|Ztn |e1, Ztn ] et Σn

la réflextion par rapport à Hn. Introduisons le temps d’arrêt

Tn = inf{t ∈ [tn, tn+1[ : Zt ∈ Hn},

avec la convention Tn = tn+1 si Zt ne rencontre pas Hn entre les instants tn et tn+1.
Pour t > 0, notons Z̃t = Σn(Zt) sur [tn ≤ t < Tn] et Z̃t = Zt sur [Tn ≤ t < tn+1].

En remarquant que Ztn = Z̃tn− pour tout n assez proche de −∞, on démontre
que la filtration de Z est aussi celle du mouvement brownien par morceaux Z̃, qui est
encore celle du mouvement brownien Ẑ obtenu en « recollant les morceaux », défini
par

Ẑt =
n−1∑

k=−∞
(Z̃tk+1

− Z̃tk) + Z̃t − Z̃tn pour tn ≤ t < tn+1.

Prenons sur Rd \R+ed un champ Q de matrices orthogonales, de classe C∞ et tel
que pour tout z ∈ Rd\R+ed, la dernière ligne de Q(z) soit la transposée de z

|z| . On peut
prendre par exemple la matrice de la réflexion par rapport à l’hyperplan médiateur du
segment [|z|ed, z]. Comme d ≥ 3, le mouvement brownien Z̃ évite presque sûrement
la demi-droite R+ed. On peut définir un nouveau mouvement brownien B en posant
B =

∫ ·
0 Q(Z̃)dẐ. La dernière composante de B est le mouvement brownien β. En effet,

sur chaque intervalle [tn, tn+1[, on peut écrire

dB
(d)
t = 〈 Z̃t

|Z̃t|
, dZ̃t〉 = 〈 Zt

|Zt|
, dZt〉

puisque Σn est une isométrie.

Pour montrer que (B(1), . . . , B(d−1)) est un complément indépendant de B(d) =
β, il reste à vérifier que B engendre la filtration de Z. Cela se voit en remarquant
β engendre la filtration de |Z| (les solutions de l’équation différentielle stochastique
vérifiée par |Z|2 sont fortes) et que sur chaque intervalle [tn, tn+1[, Z̃ est solution de
l’équation différentielle stochastique dZ̃t = Q(Z̃)−1dBt, avec condition initiale Z̃tn =
|Ztn |ed déterminée par β. Les solutions de ces équations sont fortes car Q est de classe
C∞ sur Rd \R+ed et car Z̃ évite la demi-droite R+ed.
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Séminaire de Probabilités XXXIII, Lecture Notes in Mathematics 1709, Sprin-
ger (1999), 291-303.

[7] Malric M., Filtrations quotients de la filtration brownienne, Séminaire de Proba-
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