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Résumé

On note S4 l'anneau des polynoémes en l'indéterminée R, a coefficients dans
'anneau B = A[[g]] des séries formelles en ¢ sur un anneau A. Sur S4, on définit :

i) Popérateur différentiel © en posant Og = g et OR = R?, d’oul deux opérateurs
différentiels 0 et §, dits respectivement de Serre et de Shimura, définis par

0y =0 — AR, 8>\:®—)\%, avec A€ A,

NN , . 1 n
ou 7%, est la série formelle {; — 23 -, 01(n)q",

ii) pour chaque premier ¢, deux applications A-linéaires |Uy et |V, de Sa dans
lui-méme, qui vérifient la relation dite “de Dwork”

(f(glVe)IUe = (flUe)g pour f,g € Sa;

on a |6|Uy = £|Uy|6 et |6|Vy = §|Vi 0.
On sait cf. [11], en particularisant q en e?™** et R en ﬁ avec z complexe et
y=Imz >0, quel'on a

By, 5 1 1
R ORI —
12 4m2 =0 (ed Zi0.0) (cz + d)?|cz + d

ainsi 7 := % — R se particularise de fagon invariante par I'action de poids 2 du
groupe modulaire S¢s(Z).
Ceci nous permet dans le cas classique du § 1, quand A contient Q, d’identifier
(1.7) la notion de forme modulaire arithmétique de G. Shimura (en genre 1) [20] &
celle de polynéme en 7 a coefficients formes modulaires classiques, et dans le cas
p-adique surconvergent § 2 et 3, de la définir (2.15a) et (3.26), pour A approprié,
comme polynoéme en 7 a coefficients formes modulaires surconvergentes. Le § 2
considere le poids entier; le § 3, les familles continues, ¢f. [4], [2], [5].

Nous soulignons certaines propriétés de stabilité de ces espaces de formes modu-

laires arithmétiques sous 'action de 'opérateur § de Shimura : le point fondamental



étant que lopérateur O de Serre conserve la notion de modularité, aussi bien pour
les formes modulaires classiques (c’est bien connu, cf. [22]) que pour les formes
modulaires surconvergentes (dans le cas de poids entier cf. [2] § 4, et § 3 ci-dessous
théoreme 3.5 dans le cas général).

Les opérateurs de Hecke, dont I’action se déduit (3.25) de celle des applications
A-linéaires |Uy et |V, avec ¢ premier, laissent stables (lemme 3.1) ces espaces de
formes modulaires arithmétiques; ils sont compatibles avec §.

Un autre fil conducteur, a travers les variations déclinées dans les §§ 1, 2 et
3, est la persistance d’un opérateur A-linéaire str, respectant la stratification par
le poids, et coincidant dans le cas classique avec la “projection holomorphe”, cf.
ci-dessous théoremes 1.4 et 3.10.

Les points non détaillés, ainsi que beaucoup d’autres résultats, peuvent étre
trouvés dans [8], these.

Une grille de lecture des résultats est la suivante : pour le paragraphe 1, les
théoremes 1.1, 1.2 et 1.4 ; pour le paragraphe 2 le théoreme 2.1 ; pour le paragraphe
3 les théoremes 3.5 et 3.10.

Mots-clés : forme modulaire classique; opérateur différentiel gradué; opérateur
différentiel de Serre (resp. Shimura) ; isomorphisme différentiel gradué ; projection
holomorphe ; forme modulaire surconvergente p-adique ; forme modulaire arithmé-
tique ; projection stratifiée.

Abstract

In genus one, this text describe a particular presentation of nearly holomorphic
(or arithmetical) modular forms of Goro Shimura [20], which can be extended with
essentially no changes to the p-adic overconvergent modular forms.

Let R correspond to ﬁ7 with y = Imz > 0, and ¢ correspond to e?™**; then
the almost holomorphic form

py— E2
T 12
can be seen as an element of the ring S, defined by S4 := B[R] with B := A[[q]].
We ask that weight(n) := 2.

Then the other arithmetical modular forms do form a graduated ring (resp.
module) of polynomial in 7 with coefficients in the ring (resp. module) of classical
(resp. p-adic overconvergent) modular forms.

Hence see Alexei A. Panchishkin [15] for each of them we have a “(q, R)-
development” with value in S4, for convenient ring A. Over S4 the partial dif-
ferential operator © = %m,% takes the shape ©O¢ = ¢ and OR = R2. We define
over S5 two graduated differential operators ¢ and 9, respectively said of Shimura
and of Serre, and describe their action on our arithmetical forms : the definition of
them is to twist © f by adding — f weight(f)E4/12, resp. —f weight(f)R, so that
0f = 0f + fweight(f)n.

That they respect our arithmetical forms comes from i) the very simple fact
that

E
— 2 4
02 =1"— T
(this coming from the well known fact that ©(%2) = (%)2 — £4) and ii) the

respect by differential Serre’s operator of both classical and p-adic overconvergent
modular structures, pushing the weight by +2, see theorem 3.5.



One of the important interest of Shimura’s differential operator is its compat-
ibility with the action of the usual Hecke’s operators (up to a rational factor, it
commutes with them).

Keywords : classical modular form; graduated differential operator; Shimura’s
(resp. Serre’s) differential operator; graduated differential isomorphism; holomor-
phic projection; p-adic overconvergent modular form; arithmetical modular form;
stratified projection.
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1 Cas classique

1.1 Sur Panneau Sy des polynémes en R & coefficients dans 'anneau B = A[[qH des
séries formelles en ¢ sur anneau A, on définit Popérateur différentiel © par OR = R?
et Oq = q cf. e.g. pour A =Q [15] § 2.5 et 2.8.

Ainsi © agit sur A[[q}] par qd%.

Ceci permet, pour tout élément A de A, de définir 'opérateur §), de Shimura, par

Wf=0Of—\fR. (1.1)
Par ailleurs I'opérateur de Serre
E
nf=0f =\ (12)
avec 22 = L — 2> ,>101(n)g", et o1(n) = 324, 450 d, peut également étre étendu

formellement & Sy (pourvu que ¢ € A). On a

E

Onf = Onf + \f (1—22—3). (1.3)

En attribuant a % et a R le poids 2, ces opérateurs différentiels peuvent bien stir étre
itérés : (5§\T+1) = Oxyor O 5E\r) et 8/(\T+1) = Oxyor © /(\r) pour r entier > 0, ou (55\0) et 6/(\0)

sont les opérateurs identité.

Or pour A contenant Q, I’application ¢g-développement (= développement en série de
Fourier au voisinage de ioco) permet de définir un plongement de l’anneau MC/(N),
gradué par k entier > 0, des formes modulaires classiques, de niveau N c’est-a-dire
stables sous I'action de I't(N), dans A[[g]] ; on identifie MC((N) & son image dans
A [[qH par ce plongement.

Plus généralement, & I’aide de la particularisation de ¢ en €*™*, de R en ﬁ avec

y = Im z, pour z élément du % plan de Poincaré $ = {z € C|Imz > 0}, opérateur ©
devenant 5L 2 on sait définir ([19] § 3, Lemme 7, ou [8] § 1.1), un anneau AM (N) C
S4, gradué par k entier > 0, des formes presque modulaires (ou arithmétiques) de
niveau N.

La strate 2AM (N)y de poids k de AM (V) est appliquée par 0y, dans la strate AM (N ) g0
de poids k + 2 ¢f. [19] § 2, par ailleurs, la strate MCl(N )y de poids k de MCU(N) est
appliquée par Oy dans la strate MCl(N )y de poids k + 2 ¢f. [17], [22].

1.2 Posons n = % — R : il est bien connu (c’est écrit dans [11]; cela a probablement

[23] été vu par L. Kronecker avant 1890 ; c’est rappelé dans [20] formule (0.7)) que

7(6 mz) _ (Z) =— lim Z 5 =
12 Am? =0 (. dE00) (cz+d)?|cz + d|

(1.4)
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et par suite n = % — R € 2AM, 2(1). Une preuve élémentaire de ce fait se trouve aussi

dans [16] § 4.4 formule (45) et (46).

Or par un calcul immédiat, on déduit de la formule classique O(£2) = ()2 — £
cf. [14] cor. A.1.4.3, [22] § 3 I'identité
E
2 4
S . 1.
Gp 1 =n"— 10 (1.5)

avec By /144 = 1/144 + 337 - 03(n)q", et a3(n) = g, 450 d°.

En effet, on a

E, Ey Eoy\2 Ey 9 Ey 9 Eu
—e(=2_ —2(—— :(— _ o2 _o 2 24
0a1] @( 12 R) 12 R)R 12) IR vV I A VY

Par ailleurs, appliquant (1.3) avec A = k a la forme modulaire classique v de poids k,
on obtient
v =hv+kovn (1.6)

avec Opv forme modulaire classique de poids k + 2.
Il résulte donc de (1.5) et (1.6) que 'anneau MCU(N)[n] des polynémes en 7 a coef-
ficients formes modulaires classiques est stable sous ’action de 'opérateur différentiel

6 de Shimura : précisément, sa strate de poids k est appliquée par §; dans sa strate de
poids k + 2.

De plus, comme il est bien connu [19] Lemme 7, cf. aussi [12] Th. 2 § 10, le coefficient
du terme de plus haut degré en R d’une forme arithmétique h € AM(N) est une
forme classique v € MC{(N) ; par suite, une récurrence facile sur le degré en R prouve
I'identité

AM(N) = (MCLN)[1])k; (L.7)

pour chaque entier k£ > 0.

Le théoreme 1.1 ci-dessous décrit, a partir de (1.5) et (1.6), la formule de récurrence
liant les (w;)o<i<r4+1 aux (vj)o<i<r lorsque 'on explicite I'action de dj sur un élément

,
> wimi € AM, i (N),
=0

avec v; € MCU(N)g—_2;, sous la forme

r+1

> win; € AMyy1 pya(N),
i=0

avec w; € MC[(N)]H_Q_QZ‘.

Théoréme 1.1 Soitv=">, jv; n' un élément de AM, 1, (N), avec v; dans MCU(N)j_2;.
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Ecrivons ’élément Spv de AM, 41 y12(N) sous la forme Spv = :;L& win®, avec w;

dans MCU(N)ky2—2;. Alors on a les formules de récurrence :
wo = vy — v19;
pourt=1,....,r—1, on a
w; = (k+1—10)vi—1 + Og—2:v; — (i + 1)viy10;
et enfin sir > 1

wr = (k+1—7r)v,_1 + Og—2r0r, Wry1 = (k —7)0p;

By
144

avec ¢ =
En fait, si I’on subsitue (0,71) avec 6 = (6¢), entier L'indice £ étant égal au poids de la
forme sur laquelle §; agit, en lieu et place de (qdiq, %) ; les formules du Théoreme 1.1

coincident avec celles donnant ’action de qd% sur 'anneau gradué MC¥{ [%2] (cf. aussi
(3], § 9 p.34).

D’ailleurs par [4] on sait que % est transcendant sur I’anneau gradué des formes
modulaires p-adiques surconvergentes (de poids entier) cf. § 2; a fortiori % est trans-
cendant sur I'anneau gradué MC/¢ des formes modulaires classiques.

Pour définir un isomorphisme i de 'anneau gradué M A [%] , muni de "'opérateur qd%,
sur 'anneau gradué M A[n], muni de 'opérateur différentiel 6 agissant strate par strate,
il suffit donc de demander :

i) i agit sur M A par I'application identique ;
ii) 4 applique % sur 7 = % —R;

Bien évidemment cet isomorphisme respecte la stratification par le poids. De plus, il
vient :

iii) sur un élément homogéne de MCE[%] de poids £, on a i*(qd%) = ;.

En effet, par i) et ii) le monéme v(%)a, ol v € MCly_o,, est appliqué par i sur
le monome vn®; et vu les propriétés des opérateurs différentiels qd% d’une part et &
d’autre part, il suffit de prouver les deux identités suivantes, déduites de (1.5) et de

0(i(55) = - = i) i il ) = lig) () 0

et pour v forme modulaire classique de poids k

5,(i(v)) :8kv+kvn:8kv+kvi(%)

= i(qqu) =" (qjq) (v).

(1.9)

Autrement dit, on a :
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Théoréme 1.2 L’homomorphisme ¢ de l’anneau MCB[%] dans l'anneau MCU[n| qui
applique % surmn = % — R, et qui agit sur les coefficients dans MCC par l'identité, est

un tsomorphisme.

1l respecte la stratification par le poids, et sur la strate de poids k on a

de sorte que i est un isomorphisme de l’anneau différentiel (MCE[%] , qdilq) sur l’anneau
différentiel (MCZl[n], ).

Soit vy le plongement naturel de MCl(N ) dans AM (N ). Alors pour k entier > 2, il
résulte des formules du Théoreme 1.1, que 'application A-linéaire

(Vi Ok—2) : MCU(N)j @ UM (N)jo—o — AM (N )
est un isomorphisme c¢f. Théoreme 1.4.

Ainsi pour chaque h € AM(N)y, avec k entier > 2, il existe un élément unique
stri(h) € MCU(N), tel que
h = StTk(h) + 5k—2 g (1.10)

avec g € AM (N )y—o. L’application h — stri(h) de AM (N)g vers MCU(N)y est A-
linéaire, et on a stry o v = idyce, avec MCl = MCU(N)y.

Comme pour f € MCU(N), f parabolique, on a < f,dr_2(9) >ny= 0, o < , >y
désigne le produit scalaire de Petersson, comme observé dans [19], Lemme 6, cf. aussi
[12]; il résulte de (1.10) que stry coincide avec la projection holomorphe [21] §3, Prop.
3.1 p. 590, [12] § 10, ou [6], these th. 1.2.2, de AM (N)j sur MCli(N), k > 2.

Exemple 1.3

1. Vu (1.5) on a stra(n?) = £2.

2. En poids k = 2, limage de (id, 0y_3) est MCL(N)a G UM (N )o(= MCL(N )2+ An)
et stra(n) n’est pas défini.

Théoreme 1.4 Pour k entier > 2 et r > 0 tel que 2r < k — 2, Uapplication de
récurrence ¢, donnant (w1, ..., Wr41) @ partir de (vy, ..., v,) décrite dans le théoréme
1.1 (avec k remplacé par k — 2) est A-linéaire.

Si de plus k > 2, alors ¢, est inversible : en effet, sa matrice est triangulaire et sa
diagonale fait apparaitre les entiers (k—2,...,k—2—r); ceuz-ci sous ’hypothése faite
sont tous > 1, et donc inversibles (dans A).

1l s’ensuit que Uapplication A-linéaire

(I/k,(sk_g) : MCK(N)]C D Q[M(N)k_g — QlM(N)k
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est un isomorphisme, d’ou l’existence d’une unique application A-linéaire stry ca-
ractérisée par (1.10)
St?"k : Q[M(N)k — MCKk

telle que stry o vy, = idpsce, avec MCl = MCU(N)y.

Cette application stry, k > 2, n'est autre que la projection holomorphe de [21]§ 3, [12]
§10, [6], th 1.2.2.

1.3 Conséquences et variations

Remarque 1.5 Faisant A = C, on déduit donc du théoréme 1.2 un isomorphisme de
Uanneau différentiel des formes modulaires quasi holomorphes de niveau N dont on
sait [13] § 1, Prop. 1, qu’il est identique a (MCE(N)[@], D = qd%), avec D(%) =

12
(%)2 — %, sur l'anneau des formes modulaires arithmétiques (MCL(N)[n],0), avec

0 = (60)y entier » Uaction de § se faisant strate par strate.

Remarque 1.6 Le point de vue précédent peut étre adapté auz formes modulaires de
poids %—entz’er (comme d’ailleurs la théorie des formes quasi-holomorphes peut l’étre).

On notera qu’en poids k = % + A avec A\ entier > 0, la projection A-linéaire stry, :
AM(N)1 /245 — MCLU(N )1 /245 avec 4N est toujours définie.

Remarque 1.7 L’isomorphisme i du théoréme 1.2 peut étre qualifié de canonique, car
le A-module MCly(1) est réduit a {0}. Il commute avec les opérateurs de Hecke, cf.
Rmq 2.2.

Cependant pour N arbitraire, considérons p € MCly(N) une forme modulaire clas-
sique de poids 2, et de niveau N. Alors

Np=1—p

est une forme modulaire de AM; 2(N), et 'on a les relations analogues a (1.5) et (1.6) :

82(1p) = (np)* — B(p), (1.5a)

avec ¢(p) = p? + Oap + fﬁ € MCl4(N); et pour v une forme modulaire classique de
poids k,
5kv:8]ip)v+k:vnp, (1.6a)

(p) )

avec 8,8’ ) 16 & Oy par 07 = Ok + kp; l'opérateur différentiel 8,&”
nouveau MCU(N);, dans MCU(N)j42. De plus, I'isomorphisme

applique donc a

AM(N) = MCU(N) )

ne modifie pas la stratification par le poids.
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On peut alors définir un isomorphisme d’anneauz gradués

E.
i, : MCU(N) {Tzﬂ — AM(N)
en posant
i) i, agit sur MC{(N) par I'application identiques;
ii,) i, applique % sur 7, =1 —p.
Pour obtenir un isomorphisme d’anneaux différentiels, redonnant du coté arithmétique
Popérateur de Shimura 4, il convient sur MCL(N) [%] de tordre 'opérateur qd% en

) (p)

I’opérateur (qd% de la facon suivante :

ivo) (a8)"” (53) = (ady) (B) — op—
v,) pour v forme modulaire classique de poids k, (qdiq)(/ﬂ) (v) = (qd%)(v) +kpo.

Vu (1.5a) et (1.6a), on vérifie alors sans peine les identités

s (0(5)) =5((02) ") (2. I

sutin() = 5 ((a50) ") ) (1.99)

analogues de (1.8) et (1.9). Par suite, il vient :
ili,) sur un élément homogéne de MCL(N) [%] de poids £, on a i;((qd%)(p)) = 0p.

Remarque 1.8 On peut se demander dans la remarque précédente si l’on peut trouver
p de facon que

E
S(p) = p> + Oap + —= = 0.

144
Autrement dit, comme Oop = Op — Zp%, a-t-on
FEs\2 EsN2  Ey
@:—( ——) (—) Sy 1.11
== 1w) ") "1u (1.11)
Or cette équation différentielle définit la série p € A[[q]] de facon unique, et une
solution en est déja connue p = % ; c’est donc la seule, mais comme on le sait %

n’est pas modulaire.

2 Cas p-adique surconvergent : poids entier

2.1 Soit p un nombre premier, et K une extension finie de Q, dans le corps C, (=
corps de Tate). Soit N entier, (N,p) = 1.

On note

M= @& My(K,N,v)
kEZ
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I’anneau des formes modulaires p-adiques v-surconvergentes au-dessus de K, de poids
k € Z, et de niveau N. La proposition 8 de [4] prouve que % est transcendant sur M ;
ce résultat est complété par la preuve de la stabilité de I’anneau de polynéme M [%]

dans loc. cit., a la fois par 'opérateur d’Atkin |U, et par © = qd%.

En fait, pour ¢ premier, les opérateurs |Uy et |Vy peuvent étre définis sur 'anneau de
polynoémes Sy = B[R] avec B = A[[q]] en posant, pour tout mondéme h R™ avec m
entier > 0et h =5 -,anq",an € A,

hR™ Uy = ™) aneq")R™, (2.12)
n>0
1
h R™|V, = 7m(z an ¢"™)R™, (2.13)
n>0

et en les étendant par linéarité a S4.

Leur compatibilité avec 'opérateur de Shimura dx, A € A, ¢f. [8] Chap. I, est donnée
par

1
€|Ug‘5)\ = ’5)\|Ug et Z|Vg|5,\ = |5,\|Vg ; (2.14)

on vérifie de plus sans difficulté (en la ramenant par linéarité au cas de monoémes f; R*
et g1 R, avec f1,g1 € B et a,b entiers > 0) la relation

(f(glVO)IUe = (fUr)g (2.15)

pour tous f,g € Sa. Autrement dit, pour ¢ premier, les opérateurs |Uy et |V} vérifient
sur Sy la “relation de Dwork”.

Pour que le ¢g-développement des éléments de 'anneau M des formes modulaires
surconvergentes appartienne a A[[q]], on choisit pour A le corps K, ou bien C,,.

La transcendance de % sur M rappelée ci-dessus permet d’étendre les isomorphismes
ip,p € MCl3(N), du § 1 en des isomorphismes différentiels

.3 E2 d\ () ~
i : (./\/l [E}’ (qd—q) ) — (M[n,],9) (2.15a)
avec 1), = (% — ) — R, et I'action de ¢ se faisant toujours strate par strate.

Ainsi, on a la conséquence suivante du théoreme 2, p.33 de loc.cit.

(n+1)

Théoreme 2.1 Soit n un entier > 0, et notons lopérateur de Shimura itéré

(n+ 1)-fois.

Alors les restrictions auzr éléments de M_,, (K, N,v) des opérateurs différentiels ©@"+1
et 5(_nn+l) coincident, et par [4] appliquent le module M_,, (K, N,v) dans My 12(K, N,v).
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Remarque 2.2

1. L’isomorphisme (2.15a) reste valable pour p € Ma(K, N,v) surconvergente (de
poids 2, et niveau N ).

2. L’isomorphisme canonique iy avec p = 0 commute avec les opérateurs de Hecke
Ty, ¢ premier (définis dans [4] d’une part, et ci-dessous identité (2.19) d’autre
part).

2.2 Une forme modulaire particuliere

S ]' 2 E * n

p
avec o7 (n) = Z d, qui appartient & MC/ly(p) et est invariante par I'o(p), parait ici

d>0,d|n
(d,p)=1
particulierement intéressante.

En effet, en posant Eg = Fy — E3, on a l'identité

By on 1 p 1
T R(z) = — L1 2.17
)RR =g T 2 (cz + d)2|cz + d* (2.17)
s>0 (c,d)
(e;p)=1

qui implique P’appartenance de % — R a AM; 2(p), et son invariance par I'g(p) (sous
laction de poids 2); ainsi par différence il résulte de (1.4) et (2.17) que

E} (B, E,

5B (B
12 < 12 12

appartient bien a MCly(p).

Ey __»b £y

12 p-112

quant opérateur |(1 — V},) & ses deux membres, ou V), transforme z en pz; on ajuste

. A D
le résultat en multipliant par oo

(1 —Vp), l'identité (2.17) ci-dessus résulte de (1.4) en appli-

Le g-développement de E’g /12 est donné par
By

— _ b vp(n) * n
5 @W="2-"7 > pr Mo (n)g™. (2.18)

*

Remarque 2.3 Si7):=mn,=n— %, on a l'isomorphisme AM (Np™) ~ MCL(Np™)[n],
n entier > 1.

2.3 Sur l'image par l'application g-développement des éléments de M|7], de poids k
niveau N avec (N,p) =1 et caractere v mod Np"™ sous 'action de I'o(Np™), posons

Ik Te = |Ue + 9(£) €571V (2.19)
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(bien str, le caracteére multiplicatif ¥ mod Np™ doit prendre ses valeurs dans I'an-
neau A).

La compatibilité de l'opérateur de Hecke |T; avec l'opérateur de Shimura oy, € A,
est donnée par
Cli Te) 63 = [0xlk+2 To (2.20)

cf. [8], chap. I; rappelons que pour A\ = k l'opérateur ¢y, applique M|n]; dans M[n]g42 :
en effet, pour chaque poids entier ¢, on a §; = 0; +1tn et 'opérateur de Serre J; applique
M, dans Mo cf. [2], p. 222, identité (4.2) et aussi ci-dessous § 3, théoreme 3.5. Notons
en particulier

(% N R) 2id ¢ :~(1 " E)(% ~BhtEe (2.21)
(2 - &)|v, = w2 - p).

Plus généralement, en raisonnant comme pour prouver U'identité (1) p. 32 de [4], on a

ML U = (WU B _(hE:
()| Uy = (07 + (WU 72 = (T332 ) 103 (2:22)

pour tout élément h de Su, avec 1 = % — R; en effet, a ’aide pour £ = p de notre
version (2.14) de la “relation de Dwork”, comme 7 = 7 + %5 et 7 = }%n“l —Vp), il
vient

T(hﬁ)w = (h)|Up — (h(n|Vp))|Up

E3

= Iy + (22 |, — () 22— i (2.23)

d’ou (2.22) résulte immédiatement.

Fixons r entier > 0; comme noté dans loc. cit. Remark 2, p. 32-33, il résulte de (2.22)
que la restriction de 'opérateur |U, a la partie de degré en 7 inférieure a r de la strate
M(n]x de poids k est completement continue ; de polynéme caractéristique

[[ Pk - 2s,p°T), (2.24)
s=0

ou P(k,T) désigne le polynome caractéristique de la restriction a My (v) := My (K, N,v)
de |U, — que l'on sait complétement continu [7], [13] et [9].

D’ot un polynoéme caractéristique pour |U, agissant sur M|7], & savoir

[ 2% —2s,p°T).
s>0
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3 Cas p-adique surconvergent : familles continues

3.1 Beaucoup des difficultés qui pourraient maintenant surgir pour étendre cet opérateur
|Up — quand les familles de formes modulaires p-adiques surconvergentes sont sub-
stituées aux formes modulaires surconvergentes de poids entier (cas du § 2) — semblent
déja avoir été surmontées par les travaux fondateurs de [3] et [5].

Dorénavant on suppose que 'anneau A des coefficients de S4 est ’anneau des fonctions
rigides sur le groupe rigide analytique B (= isomorphe au disque ouvert de rayon 1,
centré en I’élément unité et muni de sa structure de groupe multiplicatif, dans K*
(resp.Cy)) & coefficients dans K (resp. Cp) cf. [5], § 1.4.

Nous identifions le A-module des (familles de) formes modulaires surconvergentes de
niveau N,pt N, soit MT(N), & leurs g-développements & valeurs dans A(U) [[q]], ou U
est un sous-espace ouvert admissible de B cf. [5] §2.4.

Dans la définition (2.19) de |Ty, pour ¢ premier, on se libere de la contrainte de la
multiplication par ¢ (£)¢*~! en la remplacant cf. [5] lemme 3.4.1, par Paction d’un
opérateur diamant < ¢ >* ¢f. loc. cit. et [3] § B5 qui permet de poser :

— 1 * i
{ Te = Ur+ ¢l <> Vi, sil{pN (3.25)

‘Tg = ‘Ug, si é’pN
agissant sur les éléments de MT(N).

On introduit alors A9MT(N) le A-module des formes modulaires arithmétiques sur-
convergentes, en posant

AMN(N) := MT(N)[n]. (3.26)

Bien stur, on attribue & 7 le poids 2 (la multiplication par n décale le caractere-poids
par multiplication par (72,72) les notations étant celles de [5] § 1.4, en particulier 7
désigne le caractere de Teichmiiller).

Sil = ({n,m(€)) € (Z/NZ)* x Z3 nous définissons I'action de < £ >* sur les monomes
Fn® avec F € MT(N) et a entier > 0 par I'identité

(Fn®)| < £ >%:=w(0)**(F| < £ >*)n" (3.27)

(car 7 est invariant de poids 2 sous Sfs(Z)); puis nous étendons < £ >* a AMT(N) =
MT(N)[n] par linéarité.

Les opérateurs différentiels § et 0, cf. définition 3.3 ci-dessous sont compatibles sur
AMT(N) & Paction de < £ >*, et I'on a

|D| < £>*=n(0)? <£>*|D (3.28)
ou D désigne au choix 0 ou 6.

Comme |Uy et |V, pour £ premier ont déja été définis sur Panneau Sy = (A[[q]])[R],
il s’ensuit :
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Lemme 3.1

a) Sur les éléments de AMT(N) = MY (N)[n], on définit les opérateurs de Hecke |Ty,
¢ premier, a 'aide des identités (3.25) et (3.27) (si £1pN, on a donc w(£) =1).

b) 1l résulte alors de (2.13) et de (3.28) que lon a f|0|Ty = £f|Ty|6 pour tout f €
AMT(N).

3.2

Définition 3.2 On décompose chaque caractere-poids k € Wy, avec
Wy = Homeont ((Z/NZ)* x Zg,@g)

muni de sa structure de groupe analytique rigide cf. [5] § 1.4, comme un couple k =
(¢, < K >) ot ¢ € Hom((Z/NpZ)*,Cy) et ou < k > est un élément de B = Homeont
(14 pZy, (Cg).

Sur B on définit un homomorphisme
log: B— C,
en posant
log 0 := log,(0(u))/log,(u), 6 € B; (3.29)

iciu € 14+ pZy et vy(u—1) > 1 et le membre de droite de (3.29) est indépendant
du choix de u. Le noyau de I’homomorphisme log : B — C,, est le sous-groupe Biors
de torsion de B, formé des caracteres d’ordre fini a valeurs racines p"*-iemes de 1'unité
(pour n entier suffisemment grand).

Si 6 € B est défini sur K, alors logf € K.

Définition 3.3 Sur Sa on définit les opérateurs de dérivation de Serre, resp. Shimura,
par

E
8<,i>:@—log<f£>1—22, < Kk >€ B,

resp. x> =0 —log < k>R, <k >€ B,

de sorte que
Ock> = Ock> +log <k > 1.

On pose aussi Ocps = O — log < k > % de sorte que cps = Ocps + log < Kk > 1.

Définition 3.4 Pour k entier rationnel, on note ni le caractére de poids entier k :
avec les rotations de [5] § 1.4, on a donc nyg := TFny ot ny, est ’homomorphisme

.’L”—>IEk

de 1+ pZy, dans Cj.
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Si l’on prouve que O« (et donc D<) applique la strate M(N), de caractére-poids x
dans la strate M(N )y, de caractére-poids nax (cf. théoreme 3.5 ci-dessous), on saura
que 'opérateur de Shimura § qui vérifie aussi
. - E3
02(7) = i = 632 ), avee b = dny>
cf. (1.5a), préservera le A-module A9 (N) = MT(N)[7] tout en gardant Pessentiel des
propriétés décrites dans le paragraphe 1 (cf. théoreme 3.10 ci-dessous).

I1 vient :

Théoreme 3.5 L’operateur O<x~ préserve la surconvergence; précisément, avec les
notations de [5] § 2.4, p. 46, on a

8<I€>MI€(K> N, U) c anK(Ka N, U)-

1l en va bien sir de méme sur les familles : O décale alors le caractére-poids en le
multipliant par no.

3.3 Preuve : on note ci-dessous M,; les espaces notés M, (K, N,v) dans [5] loc. cit.
L’argument repose sur le fait suivant :
Fait : pour tout ¢ € Hom((Z/NyZ)*,C3), on a
OMy,0) € My (,0) = Miz2yna)- (3.30)

Sous preuve : l'indication du caractere 1 correspond a la réaction de notre fonction
modulaire, vis-a-vis de la transformation sous I'g(Np™) de la courbe elliptique sous-
jacente.

Or pour f de poids zéro, particularisant ¢ en 2™ et 'action de © sur A [[q]] en %m.%,

b . A e
pour y = (Z d) € Sty (Z) agissant sur z par yz = ZZZIZ, on a par la regle de dérivation

des fonctions composées :

O %) = (a3 1) 02) * - (55) = e (BN
d’ou si v € To(Np™) 'identité
1
Y()(Of)(2) = m((af)(’yz),

et par suite (continuité p-adique de 'opérateur ©) 'identité (3.30) proposée ci-dessus. O

Par ailleurs, observons que pour

o.]
I+ 522 ) 0be (g, st <k >#1L
Ecw>(q) = n:l

1, si <k>=1,
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cf. [5] § 2.2 ou [2] § B1 avec
1

Up(

on a pour F'(q) surconvergente de caracteére-poids s

F(q) F(q)
m) + O<i>(E<r>(q)) m

Vu l'identité (3.30), ceci prouve donc qu'il suffit de montrer que pour tout < £ > dans
B la série

O0<i>F(q) = E<n>(Q)@< (3.32)

O<i>(E<k>(q))/E<x>(q) (3.33)

est surconvergente et appartient a M,,(K,1,v), avec 0 < v < p/(p + 1) rationnel
arbitraire.

Nous faisons donc ci-dessous N = 1, et nous posons s = log < k >.

Si s = 0, alors il existe n tel que la puissance p™ de < k > soit I'unité, et comme

n

OF x~(q) i O(E<x>(q)?)

Ex>(q) Pt Eows(q)P"

avec O~ = O, on peut appliquer (3.30) & O(E_,~(q)?") d’ou la propriété (3.33) dans
ce cas la.

Supposons maintenant s # 0, et choisissons a entier > 0 suffisemment grand de fagon
que

12) 1
p—1

a-+v (—
P\s
Nous reprenons les notations de [5] chap. 2, et particulierement th. 2.2.2. On a :

Proposition 3.6 (homogénéité) Il existe une fonction analytique rigide sur Zpypgs,
bornée par 1 et surconvergente sur B x B* (i.e. un élément de A°(Zpxp+/B x B)Y));
de q-développement

(Ba(0))"/Ear(q),  (ayt) € B x B,

Sous preuve : on pose E = E(0 1) ou E(;0 ) est la série d’Eisenstein classique de
poids 1, utilisée dans [2] chap. B, bas p. 447.
Pour v,(u) > [ﬁ — 1 nous savons [3] cor. B. 4.5.2. que E0,)(q)/E(q)" est le g-

développement d’une fonction sur Zz«, surconvergente sur * ; lorsque

a=(705) e B avec s=loga,
B=(r"s)eB* avec t=Ilogp,

ceci vaut pour u = s, comme pour u = log(a??) = pst.
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De plus, par le méme argument que dans [5] loc. cit. p. 41, ces deux fonctions sont
sans zéros sur un voisinage affinoide Z(v),v > 0, de Z; donc le quotient

(Ea(@)/E(@)*)" /(Ean (a)/ E(@)*)

est le g-développement d'une fonction sur Zp«xp«, surconvergente sur Zp«xp«.

On conclut la preuve de la Proposition 3.6 en utilisant le principe du prolongement
analytique (par une variante du th. 2.2.4. de [5]). O

[[Ci-dessus cette proposition est utilisée avec
a=<k>€B et pt=pl2/s
ou s = log < k > qui vérifie v,(t) > p%l —1lie (19t € B~
Alors d’apres (3.31) la série
G(q) = Bcps(q)""/* (3.34)

est convergente; comme F_,~ est une forme modulaire p-adique surconvergente de
caractére-poids < k >€ B, la série (3.34) est une forme modulaire surconvergente;
d’apres la Proposition 3.6 son caractere-poids p appartient a B et vérifie

a

12
logp = log < kK >= 12p“.

S

Le caractere-poids p de (3.34) coincide donc & un élément de Bios pres avec la pro-
jection dans B de la puissance p® du poids (712, 712) de la forme modulaire parabolique
classique

Alg) =q [0 —g"*

Quitte a augmenter ’entier a, nous pouvons donc supposer qu’il y a égalité : alors, le
quotient

G(q)/ A" (q) (3.35)

est une fonction modulaire surconvergente de caractere-poids la puissance p® de (7712, 0).

En lui appliquant ©, on trouve donc d’apres (3.30) un élément de
My (r=0,0) = Miz2-t )

avec b = 12p®, a savoir
©G(q) O(A7 (q))
AP (q) A" (q)

Or on a O(AP")/AP" = p?©(A)/A, et comme O est p-adiquement continu on a aussi

12p® alq ®(E<H>(q))‘
s Ecr>(g)

- G(q) (3.36)

0(G(g) =
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Multipliant alors la différence (3.36) par la fonction modulaire surconvergente

AP (q)/G(q)

S
12pa

(dérivation logarithmique), il s’ensuit que

@E<,{> (q) S @A
_— - — — 3.37
E<,§>(q) 12 A ( )

est un élément de M,,(K,1,v), avec comme ci-dessus 0 < v < p/(p + 1) rationnel

arbitraire.

Mais il est bien connu (Ramanujan, cf. [14] corollary A.1.4.4.; ou [22] lemme 3) que
OA/A = FE5. Ainsi (3.37) est une autre écriture de la propriété (3.33), qui se trouve
completement démontrée et avec elle le théoreme 3.5. O

Corollaire 3.7 Le A-module AMT(N) est stable par Uopérateur différentiel § de Shi-
mura.

3.4 Plus précisément, 'opérateur § de Shimura vérifiant les identités

(3.38)

Sa(n) = n? — L1 avec §y 1= dng>s

{ Ocks> = Ock> +log < k>,
144>

il résulte du théoréeme 3.5 — comme déja indiqué — que les identités établies dans le
théoreme 1.1 valent encore pour un élément de

AM(N) e := (M(N)[1])r;
ou ici 'indice x désigne la strate de caractere-poids k ; voici les modifications a faire :
i) travailler avec des coefficients
(vi)o<i<r dans /\/((N),{/nzl,7 au lieu de MCU(N)g—2;,
(wi)o<i<r+1 dans M(N )y, /ny;, au lieu de MCEU(N )k y2-2i,
ii) écrire Oy /p,,> au lieu de Oy_2;,0 <7 <7

iii) dans les coefficients des formules de récurrence log < k > doit étre substitué au
poids k.

En particulier, pour log < x > différent d’un entier > 2, ’application A-linéaire
(Vier O mo>) - M(N ) @ AM(N) o jpy — AIM(N ) (3.39)

ou v, désigne l'injection naturelle de M(N), dans AIM(N), est un isomorphisme. D’ott
bien str, résulte une application A-linéaire

sty AM(N )y — M(N), (3.40)
telle que stry o vy = id (),

Pour log < k > entier > 2, 'obstruction est désignée par le théoreme 2.1 ; les identités
menant a celui-ci (cf. aussi [1] § 9 p. 34) impliquent en effet :
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a+1)

Corollaire 3.8 Soit a un entier > 0 et notons 6 Uopérateur de Shimura itéré

(a + 1)-fois.

Alors, silog < kK >= a + 2, les restrictions a M,{/HQHQ(K, N,v) des opérateurs ©*+!
ot 5(a+1)

5 /nass coincident, et appliquent ce module dans le module M (K, N,v) des formes
modulaires surconvergentes de caractére-poids k.

Une manifestation de ceci pour r = a, dans litération définissant

(at1) o 5@

<K/noyoa> 6<'€/n2> <K/n2+24>

est la division par s —a avec s = log < k/ny > s’approchant p-adiquement de a, qui est
une nécessité dans la derniere récurrence du théoreme 1.1 pour déduire v, de wg1-

Toutefois str, peut étre défini sur le A-module homogene de caractére-poids &
a
AMy(N),, = @OM(N)H/nQQnO‘ (3.41)
o=
ot1 I'on suppose toujours log < k >= a +2; on a str, o v} = idp(N),, OU vl désigne
I'injection naturelle de M(N), dans AN (V).
Remarque 3.9 Le module AN (N), s’écrit aussi bien
a
a=0

avec n, =1 — p, ot p € M(N)y, est modulaire surconvergente (de poids entier na, et
niveau N ).

D’une fagon plus générale, il semble que
Sty Iy 0 (P(W)) = 0 (3.42)

avec p(w) = Y >a41 wen®~ (@) soit une condition nécessaire pour que str.(w) avec
w =) ,~0Wan" puisse étre définie (on suppose w homogene de caractere-poids r, et
log < k >=a+2).

a+1)

Ceci mérite étude plus approfondie.

Ici, notons simplement QlDJ?I(N ) le A-module formé des éléments de A9MT(N) dont
les spécialisations éventuelles en k, lorsque le caractere-poids k vérifie log < k > entier
> 2, appartiennent a AN (N),. Alors, on a :

Théoréme 3.10 Le module MT(N) des familles de formes modulaires surconvergentes
s’injecte naturellement dans QIEITIJ{

v:MI(N)— QlimJ{(N);
et il existe str, application A-linéaire compatible avec la stratification
str: Qli)ﬁJ{(N) — MT(N)

telle que strov = id 1 (-
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