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Résumé

Nous nous intéressons aux chaines de Markov (X,,),cz gouvernées par une re-
lation de récurrence de la forme X,, 11 = f(Xn, Vat1), oit (Vi)nez est une suite
de variables aléatoires indépendantes et de méme loi telle pour tout n € Z, V41
est indépendante de la suite ((Xg, Vi))k<n. L'objet de l'article est de donner une
condition nécessaire et suffisante pour que les « innovations » (V},)nez déterminent
completement la suite (X, )nez et de décrire I'information manquante dans le cas
contraire.

Classification math. : 60J05.
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Introduction

Dans cet article, nous nous étudions la filtration d’une chaine de Markov constructive
indexée par Z. Nous appelons chaine de Markov constructive (homogene) une suite
(Xn)nez de variables aléatoires a valeurs dans un espace d’états (E,&) gouvernée par
une relation de récurrence de la forme X, 11 = f(X,, Vat1), ou (Vi)nez est une suite de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs dans un espace (G, G), f est
une application mesurable de (F x G,£ ®G) dans (F,E) et V,,11 est indépendante de la
suite ((Xg, Vi))k<n pour tout n € Z. Nous appelons innovations les variables aléatoires
V,, qui fournissent I'information nouvelle (indépendante du passé) a chaque instant. Sous
ces conditions, la suite (X, )nez est une chaine de Markov dans la filtration naturelle de
((Xn, Vi) nez, de noyau de transition II ou II(x,-) est la loi de f(z, V7).

Les chaines de Markov constructives fournissent beaucoup d’exemples de chaines de
Markov et apparaissent naturellement en simulation. La donnée d’une variable aléatoire
Xo et d’une suite (V;,),>1 de variables iid, indépendante de X permet a construire la
suite (X, )nez vérifiant la relation de récurrence X,, 1 = f(X,,, Vy,+1). En revanche, pour
les chaines de Markov indexées par Z, on ne dispose pas de condition « initiale », et
en général la connaissance de X et de la suite (V,),cz ne permet pas de construire la
suite (X, )nez.

Pour tout entier NV (aussi proche de —oo soit-il), la connaissance de (X, )<y et de
la suite (V,,)nez détermine complétement la suite (X,) ez par la relation de récurrence

Xni1 = f(Xn, Vis1). En notant (F) ),ez la filtration naturelle (complétée) dune suite



de variables aléatoires (Y},)nez, on a donc pour tout n > N, fqu’V) = .7-"])6 V .7-",‘{. Il est
tentant de faire tendre N vers —oo dans cette égalité et d’écrire ]:,SX’V) =FX VvFY,

comme 'ont fait Kallianpur et Wiener en 1956 dans un contexte semblable (voir [5] pour
une discussion de ce point). En fait, il arrive que I'inclusion triviale

(N FN)vE c (\FXVE,
NEZ NeZ

soit stricte et la « propriété d’échange » (de l'intersection décroissante sur N avec le
suprémum des tribus) n’a pas lieu en général. La propriété d’échange a été étudiée de
fagon générale par H. von Weizsédcker [10].

Un exemple trés simple de ce phénomene, di a Vinokourov mais non publié, est
celui ou (X,,)nez est une chaine de Markov sur {—1,1} de probabilités de transition
p(1,1) =p(—1,—1) =pet p(—1,1) = p(1,—1) = q avec p et g positifs de somme 1. Dans
ce cas, on peut écrire X171 = X, V41 ot V11 = X, X141 est une variable aléatoire
indépendante de éX,V) = FX et de loi pd; + ¢é_1. Bien que la tribu asymptotique
ffoo soit triviale, I'inclusion triviale fX - TY(LX’V) est stricte. En effet, par symétrie, la
variable aléatoire X,, est indépendante de ! (et méme de .7-"}:00), et de loi uniforme sur
{—1,1}. Et on vérifie immédiatement que la variable aléatoire X, fournit exactement

I'information manquante, c’est-a-dire que FEV) = FYVvo(Xy).

Au vu de cet exemple, deux problemes se posent naturellement. Le premier est de
déterminer a quelle condition la suite (V,),ez détermine complétement la suite (X, )pez.
Le second est de décrire 'information manquante dans le cas contraire. Cet article, qui
étudie ces problemes, est organisé en trois parties.

Dans la premiere partie, nous nous placons dans le cadre d’une chaine de Markov
inhomogene gouvernée par une relation de récurrence X, 11 = fn(Xn, Vit1). Nous mon-
trons que les tribus asymptotiques F _(;L/ et F 3(00 sont égales et étudions de fagon générale

la loi conditionnelle de X sachant o(V) v fi(ol/ .

Dans la deuxieme partie, nous nous plagons dans le cadre d’une chaine de Markov
homogene sur un espace d’états dénombrable. Lorsque la chaine (X, ),cz est irréductible
apériodique et stationnaire, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que la suite d’innovations (V},)nez détermine complétement la chaine (X,),cz. Cette
condition généralise et améliore la condition suffisante, mais non nécessaire, donnée par
Rosenblatt dans [9].

Dans la troisieme partie, nous nous placons dans le cadre d’une chaine de Markov
homogene sur un espace d’états fini et nous décrivons plus précisément 'information
manquante lorsque la suite d’innovations ne détermine pas complétement la chaine.

1 Chaines de Markov constructives inhomogenes

Dans cette partie, X = (X, )nez est une chaine de Markov inhomogene gouvernée par
une suite de variables V' = (V},)nez et une suite d’applications (f,,)nez. Plus précisément,
pour tout n € Z :

X, est une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E,,&,);

Vi1 est une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (Gpy1,Gn11)
indépendante de la suite ((Xg, Vi))k<n



Xn+1 = fu(Xn, Vay1) o f,, est une application mesurable de (E, X Gp41,E, @ Gpt1)
dans (Ep+1,Ent1)-

Nous allons étudier la loi conditionnelle de X sachant (V) Vv .7:5(0;/ . Mais voyons
d’abord deux résultats simples sur la tribu asymptotique F i(ol/ .

1.1 Tribu asymptotique d’une chaine constructive inhomogene
En supposant que toutes les tribus sont complétées, on a alors :

Proposition 1 Les tribus asymptotiques F V) ey FX

NS 2 sont égales.

Démonstration. Pour montrer I'inclusion non triviale, il suffit de démontrer que pour
tout A € féX’V), P[A|f9§<’>v)] = P[A|FX_]. Par un argument de classes monotones, il
suffit de se limiter au cas ot A € o(((Xg, Vi))N+1<k<0) avec N € —IN*. Mais a cause de
la relation de récurrence X, 11 = fn(Xp, Vit1), un tel événement A s’exprime en fonction
de Xn,VN+1,...,Vo. Plus généralement, pour tout n < N il s’exprime en fonction de
Xn, Vot1,. .., Vo. Par indépendance de (V,41,..., V) et de f,gX’V), P[A]}",SX’V)] est une
fonction borélienne de X,,. Donc P[A|.7-'9§<’>V)] = lim, o P[A|.7-}(LX’V)] est mesurable
pour la tribu asymptotique .7:3(00.

Dans la suite, on notera simplement F_,, cette tribu. Comme cette tribu joue un
role important par la suite, on peut se demander si elle est triviale (c’est-a-dire formée
uniquement d’événements de probabilité 0 ou 1). La proposition qui suit donne une
condition suffisante pour qu’elle le soit.

Proposition 2 Si (X,,)neN est une chaine de Markov homogéne, stationnaire, irréduc-
tible et apériodique sur un espace d’états dénombrable, alors F_o est triviale.

Démonstration. Notons II le noyau de transition de la chaine et 7 la probabilité in-
variante de II. Il suffit de démontrer que pour tout N € —N* et pour tout A €
o(Xn,. .., Xo), PIA|JFX ] = P(A). Mais pour un tel événement A, P[A|FX] = h(Xy)
avec h bornée de E dans R. Pour tout n < N, on a donc P[A|FX] = TIxy_,h(X,).
Comme X,, a pour loi 7, on a donc

IPIAIFX] - P(A)])1 = / N7 h(z) — P(A)|r(dx)
FE

Mais pour tout = € F, HN_”(a:, -) converge en variation totale vers m quand n — —oo,
d’ott IN""h(z) — [, hdr = E[h(Xy)] = P(A). Par convergence dominée, on a donc
||P[A|FX] — P(A)||1 — 0 quand n — —oo0, ce qui montre que P[A|FX ] = P(A) par le
théoréme de convergence des martingales.

Remarque : la démonstration et le résultat ci-dessus restent valables pour un espace
d’état quelconque a condition de supposer que la chaine est récurrente positive au sens
de Harris (voir [8]).

Signalons également que la stationnarité est essentielle. Pour s’en convaincre, il
suffit de considérer les probabilités de transition sur N donnés par p(z,z — 1) = 1
pour tout x € N* et p(0,y) = (%)yJrl pour tout y € N. La matrice de transition est
irréductible, apériodique et la probabilité donnée par w{y} = (%)erl est invariante. On
peut construire une chaine de Markov indexée par Z en prenant une variable aléatoire
L a valeurs dans N, et en posant X,, = L —n pour tout n € —IN. La variable alétoire L
est alors mesurable pour la tribu asymptotique F_.



1.2 La loi conditionnelle de X connaissant V

Nous supposons que les espaces d’états (E,, E,) sont lusiniens (« espaces de Borel »
suivant la terminologie de Kallenberg [3]). Il en est alors de méme pour I'espace [[; .z Er
muni de la tribu produit, ce qui permet de parler de la loi conditionnelle de X sachant
(V) V F_. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3 Presque sirement, la loi de X sachant o(V)VF_ est diffuse ou uniforme
sur un ensemble fini. De plus, le nombre d’atomes (et donc leur masse) est une variable
aléatoire F_o-mesurable.

De ce théoreme, on déduit immédiatement :

Corollaire 4 Sila tribu F_ est triviale, il existe une variable aléatoire U indépendante
de V' et de loi uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini telle que o(X) = o(V)Vo(U).

La démonstration de ces résultats utilise fortement des résultats classiques sur les
lois conditionnelles que nous rappelons ci-dessous.

Lemme 5 Soient X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P)
et a valeurs dans un espace de Borel (E,E), F et G deuzr sous-tribus de A et (vy)weq
une version réguliere de la loi de X sachant F. Alors :

1. Quelle que soit Uapplication mesurable f de (A x E,G®E) dans R, Uapplication
wi— [p flw,z)v,(dz) est FV G-mesurable.

2. 8i f est mesurable de (2x E, FQE) dans R, Uapplication w — [ f(w,z)v,(dz)
est 'espérance conditionnelle de w — f(w, X(w)) sachant F.

3. Plus généralement, si [ est une application mesurable de (X x E, F @ E) dans un
espace mesurable (E',E"). Alors les mesures images des mesures v, par les applications
x — f(w,z) fournissent une version réguliére de la loi conditionnelle de w — f(w, X (w))
sachant F.

Le point 1 est une application directe du théoréme des classes monotones. Le point
2 fait 'objet du théoreme 5.4 de Kallenberg [3]. Le point 3 s’en déduit immédiatement.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme.

Démonstration. Soit F = o (V) V F_ et soit (1,),ecq une version réguliere de la loi de
X sachant F. Notons A(w) = v,{X(w)} = [I{x(w)=}w(dz). Le point 1 du lemme 5
montre que A est une variable aléatoire mesurable pour o(X, V). Nous allons voir que
A est méme F_,.-mesurable.

Pour n € Z et w € Q, notons v,(w,-) la mesure image de v, par la projection
canonique 7T, : T = (Tr)rez = Tp) = (Tk)r<n de [[rez Br dans [], ., Er. La famille
(Vn(w, ))weq est une version réguliere de la loi de X, sachant . Mais comme X est
une fonction de X, et de V, disons X = Fn(Xn], V), le point 3 du lemme 5 nous assure
que pour presque tout w € €, la loi v, est 'image de la loi v,(w,-) par l'application
F,(-,V(w)). Par conséquent, les atomes de v, (w, -) sont les images par 7, des atomes de
v, et il y a conservation des masses. Donc pour presque tout w € Q, A(w) = v, {X(w)} =

Vn(w7 {Xn] (w)})



Mais comme V},, ;1 = (Vi )r>n41 est indépendante de FEV) = o (Xp)Vo (Vi) VF—co,

v, est la loi conditionnelle de X n] sachant U(Vn])\/f_oo. En particulier v, est une mesure

aléatoire FiX"")-mesurable. Donc A = Vn({Xp)}) est une variable aléatoire V)

mesurable pour tout n € Z, ce qui montre que A est F_,-mesurable.

Dans 'égalité I}, (x(w)1=A@w) = 1, prenons les espérances conditionnelles sachant
F en appliquant le point 2 du lemme 5 a l'espace (E,€) = ([[1cz Er, Qrez k) et a
lapplication f : (w,z) — Ijy {z1=A(w))- On obtient pour presque tout w € {2,

/ Ly foy=avelde) = 1.
E

Mais l'intégrale du membre de gauche vaut A(w) fois le nombre d’atomes de masse A(w)
de v, si A(w) > 0 et est égale a la masse de la partie diffuse de v, si A(w) = 0. La
mesure v, est donc uniforme sur un ensemble fini de cardinal 1/A(w) si A(w) > 0 et
diffuse si A(w) = 0.

Remarque : la démonstration montre également que presque stirement, la loi de X,
sachant o(V,,)) V F_o est diffuse ou uniforme sur un ensemble fini, avec un nombre
d’atomes qui ne dépend pas de n.

Pour démontrer le corollaire 4 a partir du théoreme 3 on utilise & nouveau le point 3
lemme 5, en choisissant une application f mesurable de (2 x E, F ® &) dans R telle que
la mesure image de v, par l'application f(-,w)) soit la loi uniforme sur [0, 1] si v, est
diffuse et loi uniforme sur [1--- N] si v, est uniforme sur un ensemble de cardinal N. Si
la tribu F_,, est triviale, le nombre N d’atomes de v,, est presque stirement constant.
La variable aléatoire U : w — f(X(w),w) est alors indépendante de F puisque sa loi
conditionnelle sachant F est presque stirement constante (égale a la loi uniforme sur
[0,1] si N =0, sur [1---N]si N >1).

1.3 Exemple : marche aléatoire sous 1’action d’un groupe compact

Considérons un groupe compact G agissant contintiment sur un espace polonais
(E,d) et une probabilité u dont le support n’est contenu dans aucune classe modulo un
sous-groupe distingué non trivial.

Soit (X, )nez une marche aléatoire a valeurs dans E gouvernée par une suite (V, )nez
de variables aléatoires indépendantes de loi p sur G, c’est-a-dire telle que pour tout
n€Z, Xnt1 = Vpg1 - Xy, avec V41 indépendante de la suite ((Xg, Vi))r<n-

Notons 7 la projection canonique de E sur I'espace ¢\ des orbites sous I'action de
G. Munissons ¢\” de la tribu quotient, c’est-a-dire de la plus grande tribu rendant 7
mesurable.

Théoreme 6 Sous les conditions, précédentes,
— La tribu F_o est engendrée par la variable aléatoire m(Xo) = G - Xo (a valeurs
dans g\¥);
— La variable aléatoire X est indépendante de V' conditionnellement 6 F_ ;
— La de loi Xg sachant F_o est la loi uniforme sur G - Xq, c’est-a-dire l'image de
la mesure de Haar sur G par Uapplication g — g - Xg.

Remarque préliminaire : la variable aléatoire 7(Xg) est F*__-mesurable car 7(X,) =
m(Xop) pour tout n € Z.



Introduisons une notation : si ¢ est une application mesurable bornée de E dans R,
on définit une application ¢ mesurable bornée de G\E dans R en prenant la moyenne
orbite par orbite. Autrement dit, pour tout x € FE,

3G ) = /G 6(g - x)dg

ou dg est la mesure de Haar sur G.

Nous sommes en mesure de démontrer le lemme sur lequel repose le théoreme :

Lemme 7 Soient ¢ continue bornée de E dans R et ¢ continue bornée de GN1! dans
R. Alors

E[¢(X0)¥(Vo, -, Vo) |F] = $(w(Xo) B[ (Vo, ..., Vo).

Démonstration. Quel que soit n € N*, Xo = Vo V_yVony_ 1 VN ni1 - X_N_n.
Par indépendance de (Vp,...,V_n_nt1) et de FEV)

“N_p On a donc

E[6(Xo)Y(Vo, -, Ven)IF Xy ] = ha(X_N—n)

ouhy(z) =E[¢(Vo- - VoNV_n_1-Von_pnt1-2)(V, ..., V_N)]. D’apres les hypotheses
faites sur pu, laloide V_n_1---V_n_pnt1 converge étroitement vers la mesure de Haar de
G (voir [6] théoréme 4.8 ou [2] théoreme 2.1.4), donc pour tout (vg,...,v_y) € GNTL

E$(vo- 0N Voy_1 - Vononpr - 2)] — /G B0+ v_ng ) = Br(x)).

En conditionnant I’expression de h,(z) par rapport a (Vo,...,V_x), on en déduit que
pour tout x € E,

hn(@) = ¢(7(2))E[)(Vo, ..., Von)]-

Mais par compacité de G, la restriction de ¢ a chaque orbite est uniformément continue.
Par conséquent, la famille des restrictions des h, a chaque orbite est équicontinue.
Comme la suite (X_x_p)nen+ reste sur l'orbite m(Xg), on a donc

hn(X-N—n) = ¢(n(X0)) B[ (Vo, ..., V_n)],

ce qui montre le lemme par application du théoreme de convergence des martingales.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme

Démonstration. Par un argument de classes monotone, le lemme 5 montre que pour
toute variable aléatoire bornée Z mesurable pour la tribu féX’v) = o(Xo) VFY, la

variable aléatoire E[Z \]:S);V)] est une fonction mesurable de m(X(). D’ou le premier
point, compte tenu de la remarque préliminaire.

Le lemme montre également que conditionnellement & F_,, X et F) sont indépen-
dantes, donc X et fo‘g sont indépendantes, puisque la suite (V;,)nen+ est indépendante

de 7).

Le dernier point du théoreme découle du lemme en prenant 1 constante égale a 1.



2 Une chaine stationnaire sur un espace dénombrable est-
elle déterminée par ses innovations ?

Dans cette partie, on se donne un ensemble dénombrable E, un espace mesurable
(G, G), une application mesurable f de E x G dans F et une probabilité § sur (G,G).
La question qui nous intéresse ici est de savoir a quelle condition une chaine de Markov
stationnaire gouvernée par la relation de récurrence X, 11 = f(Xy, Vat1), avec (Vi)nez
indépendantes et de loi (3, est déterminée par la suite d’innovations (V;,)nez.

2.1 La condition suffisante de Rosenblatt

I est assez naturel d’introduire les applications f, : x — f(z,v) de E dans E, et
de réécrire la relation de récurrence sous la forme X, 11 = fy,.,(X,), ce qui donne
par récurrence X, = fy, o---o fy . (X,,) pour tout m < n. Cette réécriture fournit
une condition suffisante pour que la suite (V},)ez détermine complétement la chaine
(Xn)nez : il suffit qu’il existe | € N* et ¢ € E tels que la probabilité que la composée
fv; 0+ 0 fy; soit constante égale a c avec probabilité strictement positive.

Dans ce cas en effet, presque strement, pour tout n € Z, on peut trouver m < n
tel que fy,, o---o fy, ., soit constante égale a c. Mais pour tout m < n, 'événement
[fVim © 0 fy, ., = c| appartient a FY . et sur cet événement, X,, = ¢, dott X,, =
fv,0---ofy,.. (c). On en déduit que X, est (presque stirement) une fonction de (Vi )x<n,
autrement dit que X,, est mesurable pour F. On peut remarquer que la stationnarité
de la chaine (X, )nez n’a pas servi dans la démonstration, mais on vérifie facilement que
la stationnarité découle de I'hypotyese que fy, o --- o fy; soit constante égale a ¢ avec
probabilité strictement positive.

Cette condition est 'ingrédient essentiel de I’algorithme « Coupling From The Past »
de Propp et Wilson [7], permettant une simulation exacte le la loi stationnaire d’une
chaine de Markov récurrente positive. Mais on trouve déja une condition semblable obte-
nue de cette facon (dans un cas particulier) dans un article de Rosenblatt de 1959 : dans
le paragraphe 3 de [9], Rosenblatt s’intéresse aux chaines de Markov « uniformes » sur
un espace d’états dénombrable, c’est-a-dire aux chaines de Markov dont les probabilités
de transition issues d’un état et rangées par ordre décroissant ne dépendent pas de 1’état
considéré (autrement dit, les lignes de la matrice de transition se déduisent les unes des
autres par permutation de leur coefficients). Cette hypothése permet de construire des
innovations a partir de la chaine (X,,),eN, sans apport d’aléa extérieur.

Plus précisément, la loi de X,,41 sachant que X,, = z est atomique et les masses
rangées par ordre décroissant p; > p2 > ... ne dépendent pas de x. Des bijetions ¢,
convenables de E dans {1,2,...} transforment ces lois en la loi p1d; + pade + -+ -, si
bien que la variable aléatoire &,11 = ¢x, (X,+1) est indépendante de .7-",5( et de loi
p101 + p2ds + - - - . De plus, on peut inverser la formule définissant £,,11 et la réécrire sous
la forme X, 11 = ¢)_(}l (6nt1) = f(Xn, &nyr).

Dans son théoreme 1, Rosenblatt affirme qu’une condition nécessaire et suffisante
pour que les innovations (&, )nen déterminent la chaine (X, )nen est que le semigroupe
engendré par les applications fr : © — f(x,k) soit « point collapsing », c’est-a-dire
qu’une composée convenable des applications f; soit constante. En réalité, Rosenblatt
regarde le semigroupe engendré par les matrices My, = (I[j: 16, k)])@ jcE, mais cela revient
au méme.



Cependant, Rosenblatt ne démontre vraiment qu’une implication : si une composée
d’applications fi est constante, alors la suite (§,)nez engendre la méme filtration que la
chaine de Markov (X, )nez. Mais pour la réciproque, 'argument de Rosenblatt revient
a admettre I'idée intuitive suivante : si on connait la suite (£,)ncz, la seule chose
qu’on puisse dire de X,, est que X,, appartient a 'intersection des images des composées
Jenofen_10...0f¢, ., pour I € N. Cet argument heuristique est juste dans le cas ou £
est fini, et nous en donnerons un énoncé rigoureux dans le théoreme 11. Mais il est faux
lorsque E est infini. Signalons que I’équivalence dans le cas ou F est fini est démontrée
par S. Laurent dans sa thése de doctorat [4] (proposition 9.3.3). La preuve pour le sens
difficile utilise un argument de couplage (couplage de Doeblin) différent du nétre.

Nous allons établir dans le paragraphe suivant une condition nécessaire et suffisante.
Ce résultat montre que la condition de Rosenblatt est effectivement nécessaire lorsque
FE est fini, mais qu’elle ne I'est plus dans le cas général, méme pour une chaine uniforme.

2.2 Une condition nécessaire et suffisante

Soit (V,,)nez une suite de variables aléatoires indépendantes de loi 3.

Pour tout x € E, notons II(x,-) la loi de f(z, V7). Alors II est le noyau de toute
chaine de Markov gouvernée par la relation de récurrence X, 1 = f(X,,, Vit1)-

Pour tout (z,y) € E?, notons I ((x,v),-) la loi de (f(z, V1), f(y,V1)). De méme II,
est le noyau de toute chaine de Markov sur E? gouvernée par la relation de récurrence

(Xn—i-l, Yn+1) = (f(Xn7 VTL+1)7 f(Yn) Vn+1))'

Notons D la diagonale de E? et définissons une relation sur E, que nous appelerons
« accordabilité ».

Définition 8 On dit que deux états x et y de E sont accordables si D est accessible
depuis (x,y) pour les chaines de noyau o (autrement dit, s’il existe | € N* tel que

Plfvio---o fri(x) = fv--- o fu(y)] > 0).

Remarque : cette définition n’est pas affectée si 'on remplace la loi G par une proba-
bilité équivalente (ou méme par une probabilité pour laquelle la loi de fy, est changée
en une probabilité équivalente). Les résultats qui suivent ne dépendent donc que de la
classe d’équivalence de la loi S.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant pour les chaines récurrentes positives.

Théoreme 9 Si le noyau II est irréductible et positivement récurrent, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) Les points de E sont deuz-a-deux accordables.

(2) Pour toute chaine stationnaire (X, )nez gouvernée par f et par une suite (Vy,)nez
de variables aléatoires indépendantes de loi 3, on a FX C FV.

(3) Toute chaine stationnaire sur E? pour le noyau Iy vit sur la diagonale D.

Démonstration. Nous allons démontrer les équivalences (1) < (3) et (2) < (3).

(1) = (3) : soit (X, Y, )nez une chaine stationnaire pour le noyau Il,. Soient = et y
deux points distincts de E. Comme D est un ensemble absorbant pour Ils et accessible
depuis (z,y), 'état (z,y) est transient, ce qui entraine que P[(X,,Y,) = (z,y)] — 0



quand n — oo, d’ou P[(X,,Y,) = (z,y)] = 0 par stationnarité. Cela montre que la
chaine (X, Y} )nez vit sur D.

non (1) = non (3) : soit 7 la probabilité invariante pour II. Supposons que a et b
sont deux états non accordables de E. Nous allons construire une probabilité invariante
pour Iy portée par E2\ D, ce qui contredira (3). Pour tout n € N, notons v, = O(a,p) 115
la loi de la position & 'instant n d’une chaine issue de (a,b). Les lois marginales de v,
sont §,II™ et §I1", qui sont majorées par les mesures finies w/7{a} et w/m{b}. Pour
toute partie finie F' C F, on a donc

1 + L)
m{a} = w{b}”

Il s’en suit que la suite (vy,)n>0 est tendue, ainsi que la suite de ses moyennes de Cesaro
((vo+ -+ vp—1)/n)p>1. Un argument classique montre que toute valeur d’adhérence
de cette suite est invariante pour Ils. Mais v, (D) = 0 pour tout n € N puisque a et b
sont non accordables, d’ou le résultat.

vn(E*\ F?) < n(B\ F)(

(2) = (3) : soit (Xp, Yn)nez est une chaine stationnaire pour le noyau Ils. Notons «
la loi de (X, Y0).

Montrons d’abord qu’on peut construire, sur un espace probabilisé convenable, une
chaine (X/,Y.),cz de méme loi que (X,,, Yy, )nez et gouvernée par une suite d’innovations
(Va)nez de méme loi que (V;,)nez. Remarquons que si une telle chaine existe, le pro-
cessus (X],Y,, V, . )nez est une chaine de Markov pour le noyau II ot II((x,y,v),) =

O(f(z0),f(yw)) @ B. Lexistence d’un telle chaine découle du fait que la loi a ® (3 est

invariante pour le noyau II.

Pour alléger les notations, on notera simplement (X,,)nez, (Yn)nez et (Vi)nez les
processus ainsi construits. Les processus X et Y sont des chaines de Markov stationnaires
gouvernées par les relations de récurrence X, 11 = f(Xp, Vit1) Yor1 = (Y, Vas1).
D’apres ’hypothese, pour tout n € Z, il existe deux applications F; et F5 mesurables
de GI=°°"" dans E, telle que X,, = F1(Vy)) et Y, = F2(V,,)) presque stirement.

Pour montrer que X,, =Y, presque stirement, il suffit alors de vérifier que (X, Vn}) et
(Yn, Vi) ont méme loi. Mais pour tout m < n, (X, Vina1,-- -, Va) et (You, Ving1, .-+, Vi)
ont méme loi 7® 3", Comme X,, = fy, 0---ofy, . (Xp)et Y, = fy,0---0fy,. . (Ym),
les variables aléatoires (X, Vint1,-.., Va) et (Yo, Ving1,..., Vi) ont aussi méme loi, ce
qui montre le résultat.

(3) = (2) : soient V = (V,,)nez une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi B et X = (X,)nez une chaine de Markov gouvernée par f et par la suite V. Nous
allons montrer que la loi conditionnelle de X connaissant V' est presque strement une
masse de Dirac. Pour cela, considérons (en agrandissant si besoin I’espace probabilisé)
une variable aléatoire Y = (Y},) ez & valeurs dans EZ telle que conditionnellement & V/,

— Y est indépendante de X ;

— Y a méme loi que X.

La suite (X, Y, )nez est alors une chaine stationnaire pour le noyau IIs. Donc, presque
sturement, X =Y d’ou P[X = Y|o(V)] = 1, ce qui montre que la loi conditionnelle de
X connaissant V' est une masse de Dirac. On a donc F. foo C f}r/oo. Pour montrer que
FX c FY, il suffit de remarquer que pour tout A € F.X, on a par indépendance de
(Vk)k2n+1 et de f,i( V fX,

PIA|F)] = PIAIF{ ] = PIAIF] = 14,

car A € ]:foo C ]:Xoo, dou A c FY.



Remarques
- Dans I’énoncé (2), on peut remplacer linclusion des filtrations FX c FV par la
condition plus faible F- foo C f}r/oo.
- L’hypothese de récurrence positive ne sert qu’a assurer I’existence de 7 dans la démons-
tration de I'implication (3) = (1).
- Les énoncés équivalents (1), (2) et (3) entrainent que le noyau II est apériodique.

Le théoreme 9 montre que la condition de Rosenblatt est nécessaire lorsque E est
fini. En effet, on vérifie par une récurrence immédiate que 'accordabilité deux-a-deux
entraine 'existence d’un entier [ tel que la composée fy;, o--- o fy; soit constante avec
probabilité > 0. Mais le théoreme 9 permet aussi de voir que la condition de Rosenblatt
n’est pas nécessaire lorsque E est infini, méme pour une chaine de Markov uniforme,
comme le montre le contre-exemple ci-dessous.

Contre-exemple.

Posons E =N, G = {1,2}, fi(z) = f(z,1) = (z — 1)4 et fo(z) = f(x,2) =z +1
et prenons une suite (V},)nez de variables aléatoires indépendantes de loi %(51 + %52.
Notons II(z, ) la loi de f(x, V7). Le noyau II ainsi définie est irréductible, apériodique
et la probabilité 7 donnée par w{y} = (%)erl pour tout y € N est invariante.

Comme fi o fo = Idg, une composée d’application fq et fo s’écrit toujours fi o f7,
et on voit immédiatement qu’une telle composée n’est jamais constante. Cependant,
pour tout I € N*, la composée f{ vaut 0 sur [0...[], ce qui montre que les états sont
deux-a-deux accordables.

2.3 Cas des chalnes non stationnaires

Supposons que les états sont sont deux-a-deux accordables. Si (X, ),cz est une chaine
de Markov gouvernée par f et par la suite d’innovations (V,)nez, peut-on encore dire
que FX C FV si (X,,)nez n'est pas stationnaire ? Nous allons voir que non, méme si le
noyau II est irréductible et positivement récurrent.

Une premiere obstruction évidente se produit lorsque la tribu asymptotique F_, =
ffoo = fo}j n’est pas triviale, comme dans ’exemple du paragraphe 1.1. Cependant, ce
n’est pas la seule obstruction, et exemple ci-dessous montre qu’on peut avoir FX ¢ FV
méme si F_, est triviale.

Exemple. Prenons £ = G = Z, soit v une probabilité sur N* qui charge tous
les points. Sur un espace probabilisé convenable, définissons deux suites de variables
aléatoires toutes indépendantes : (W), )ncz de loi v et (€,,)nez de loi %(5_1 + 01). Alors
les variables aléatoires V,, = €,,_1¢, W, sont indépendantes et de méme loi. De plus, leur

loi commune 3 charge tous les points de Z*.

Soit f : F x G — FE définie par f(0,v) = v et f(z,v) = (|x| — 1)sgn(av) si x # 0.
On vérifie facilement que la suite (X,)nez définie par X,, = |n|e, sin < 0 et X, =
fv, 00 fy;(0) si n > 0 est une chaine de Markov gouvernée par f et par la suite
d’innovations (V;,)nez.-

La tribu F_. est triviale puisque c’est la tribu asymptotique de la suite (€p,)nez.
Le noyau II est irréductible, apériodique, récurrent, et méme positivement récurrent
si E[W;] < 4o00. Les états sont accordables deux-a-deux. Pourtant, les innovations ne
déterminent pas la chaine puisque X _1 = e_; est indépendante de (V,,)nez-
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3 Description de 'information manquante pour une chaine
homogene sur un espace d’états fini

Dans cette partie, (X}, )necz est une chaine de Markov sur un espace d’états fini E,
gouvernée par une suite (V,,) ez d’innovations i.i.d. a valeurs un espace d’états mesurable
(G, G) et par application mesurable f de F x G dans G. On suppose que le noyau II
est irréductible et apériodique, ce qui entraine que la chaine (X,),cz est stationnaire et
que la tribu F_, est triviale. On note  la loi commune des innovations V.

3.1 Description de I’information manquante

Nous allons décrire I'information fournie par la suite d’innovations (V},)nez, et nous
allons voir que I'information manquante est liée au nombre maximal M d’états deux-a-
deux non accordables. Le principal outil de la démonstration est I’étude d’une marche
aléatoire associée a la suite d’applications fy;,.

Soit H l'image essentielle de la variable aléatoire fy,. Comme l’ensemble des appli-
cations de F dans E est fini, on a simplement H = {h € E¥ : P[fy, = h] > 0}. Soit S
le semigroupe engendré par H, c’est-a-dire ’ensemble des composées finies d’éléments
de H. Alors deux états x et y sont accordables si et seulement si il existe s € S tel que
s(z) = s(y).

Définissons une marche aléatoire (T3, )nen sur S par T, = fyy o---o fy_ ., avec
la convention Ty = Idg. La marche aléatoire (7},)nen est reliée a la chaine (X, )nez
par la relation Xy = 7,,(X_,). Comme la suite des images (T,,(E))n,en est une suite
décroissante d’ensemble finis, elle est constante & partir d’un certain rang. On notera R
la valeur limite :

Ry = () Tu(E).
neN

Démontrons un premier résultat :

Proposition 10 Soit M le nombre maximum d’éléments de E deuz-a-deux non accor-
dables. Sir € S est un état récurrent pour la marche aléatoire (Ty,)nen, alors r(E) est
formé de M points deux a deuzx non accordables.

Démonstration. Il est clair que pour tout s € S, s(E) contient au moins M points : les
images de M points de F deux-a-deux non accordables. Il suffit donc de montrer que
les éléments de r(F) sont deux-a-deux non accordables. Mais si s € S, alors r o s est
accessible depuis 7, donc communique avec r (puisque r est récurrent). Cela entraine
que

Card r(F) = Card (r o s)(E) < Card s(E).

Par conséquent, Card r(F) = mingeg Card s(FE). Si deux points de r(E) étaient ac-
cordables par une application ¢, cela entrainerait Card (¢t o r)(E) < Card r(E), ce qui
contredirait ’égalité précédente.

Remarque : comme (T},),eN est une chaine de Markov sur un ensemble fini, elle
finit presque siirement dans une classe récurrente ; la proposition 10 montre que presque
surement, la partie Ry est formée de M éléments deux-a-deux non accordables.

Venons-en au résultat principal :
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Théoreme 11 Presque siurement, la loi de Xo sachant V' est la loi uniforme sur R.

Démonstration. On utilise les résultats et une partie de la démonstration du théoreme 3.
Presque stirement, la loi de X, sachant Vn] = (Vi)k>n est aussi la loi de X, sachant V.
Notons N,, le nombre d’atomes de cette loi. Alors N,, est aussi le nombre d’atomes de
la loi de Xj,, = (Xj)x>n sachant V' (puisque X, est une fonction de X, et puisque Xj,
est une fonction de X,, et de V).

Le nombre d’atomes N, est donc une fonction décroissante de n, mais sa loi ne
dépend pas de n, grace a la stationnarité du processus (X, Vi, )nez. Donc N,, ne dépend
pas de N et est égal au nombre d’atomes N de la loi de X sachant V. D’apres le
théoreme 3, la loi de X sachant V est uniforme sur un ensemble & N éléments. Comme
la loi de Xy sachant V' de déduit de la précédente et possede N atomes, elle est donc
aussi uniforme sur un ensemble & N éléments. Comme elle est portée la partie Rg (de
cardinal M), il reste & montrer que N > M.

Pour cela, on considere (en agrandissant si besoin I’espace probabilisé) une chaine de
Markov stationnaire (X!,..., XM),cz sur 'ensemble A des M-uplets d’éléments de F
deux-a-deux non accordables, gouvernée par la relation de récurrence X * 1= Jvu (XK
pour tout k € [1... M] et n € Z. L’existence d’une telle chaine est assurée par le fait
que A est une partie absorbante finie, qui contient donc une classe récurrente. Pour
tout k € [1... M], le couple (V, X*) a méme loi que le couple (V, X). Comme la loi de
X sachant V est atomique, on en déduit que presque strement, X!,..., X™ sont des
atomes de cette loi, ce qui finit la démonstration.

Remarque : bien entendu, on peut remplacer 'instant 0 par tout autre instant.

3.2 Un cas particulier intéressant

Dans ce paragraphe, nous faisons ’hypothése supplémentaire H suivante : il
existe une probabilité a équivalente a ( (la loi commune des innovations V) telle que

/ Cardf, Hyla(dv) =1
G

pour tout y € E. Ces égalités signifient que la loi uniforme sur F est invariante pour
les chaines gouvernées par f et par des innovations de loi . Sous cette hypothese, nous
allons montrer (entre autres) que le nombre maximum d’éléments de E deux-a-deux non
accordables divise le cardinal de FE.

Les résultats de cette partie généralisent ceux de I’article [1], ot 'on ramenait I’étude
de certaines transformations du jeu de pile ou face a celle d’'une chaine de Markov
constructive dans laquelle E = {—1,1}%, G = {~1,1} et

fo(z1,. . xq) = (T2, ..., kg, vP(x1, ..., 2q)) pour (x1,...,xq) € {—1,1}% v e {-1,1},

ol ¢ est une application fixée de {—1,1}¢ dans {—1,1}. Mais outre ce cas bien particulier,
voyons un exemple simple montrant que ’hypothése H est assez souvent vérifiée et un
autre ou elle ne l'est pas.

Un exemple concret ou H est vérifiée

Sur un ensemble fini F, considérons un graphe orienté dont les arétes sont coloriées
par des couleurs numérotées de 1 a C et tel que :
— de chaque point part une aréte et une seule de chaque couleur ;
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— en chaque point arrive exactement C' arétes (de couleur quelconque).
Définissons une marche aléatoire (X, )nen sur E qui évolue de la fagon suivante : pour
passer de X,,_1 & X, on choisit d’emprunter laréte de couleur ¢ € [1...C] issue de
X,—1 avec une probabilité G{c} > 0. La marche aléatoire ainsi définie est une chaine de
Markov constructive gouvernée par la suite des couleurs choisie et par les applications
( fc)ce[l...C] ou f. est I'application dont le graphe est donné par les arétes de couleur c.
Dans ce cas, ’hyptohese H est vérifiée en prenant a égale a la loi uniforme sur [1...C].

Un exemple ou H n’est pas vérifiée

On prend E = {1,2,3,4}, G ={1,2,3} et H = {f1, fo, f3} ou

() =2, f1i(2)=3 et f1(3)= f1(4) =1
f2(1) =2, f2(2) =4 et fo(3) = fa(4) =1
f3(1) =1, f3(2) =2 et f3(3) = f3(4) =3

On vérifie facilement que la chaine de Markov constructive associée aux applications
f1, f2, f3 est irréductible et apériodique. Comme f, 1{4} a un cardinal toujours stric-
tement inférieur & £, '{1}, I'hypothése H n’est pas vérifiée. Par ailleurs, le semigroupe
engendré par H est S = {f1, f2, f3, [, f3} et les seuls états distincts et accordables sont
3 et 4. Le nombre maximum d’états deux-a-deux non accordables est donc 3, qui ne
divise pas le cardinal de F.

Les résultats obtenus grace a ’hypothéese 'H

Notons encore S le semigroupe engendré par H = {g € E¥ : P[fy; = h] > 0}.
Nous dirons que des états aq,...,a, sont simultanément accordables s’il existe s € S
tel que s(a1) = ... = s(ay,). Notons N le nombre maximal d’éléments simultanément
accordables. Enoncons un premier résultat :

Lemme 12 Soit F une partie de & formée de N éléments simultanément accordables.
Alors toute image réciproque de F' par une application de S est formée de N éléments
simultanément accordables.

Démonstration. Il est clair que I'image réciproque de F' par une application de S est
formée d’états simultanément accordables, donc d’au plus N états. Mais en sommant sur
y € F les égalités [, Cardf, '{y}a(dv) = 1 on obtient [, Cardf,'(F)a(dv) = N. Mais
comme Card(f, 1(F)) < N, on a donc Card(f, }(F)) = N pour 3-presque tout tout v €
G. Autrement dit, Card(h™1(F)) = N pour h € H. Le résultat s’étend immédiatement
a toute composée d’éléments de H.

Le lemme 12 permet de montrer un résultat remarquable sur les composées réalisant
un « accord maximal », c’est-a-dire les applications s € S telles que s(E) soit formée
de M points deux-a-deux non accordables.

Théoréme 13 Sis € S(F), réalise un accord maximal, alors les images réciproques par
s des éléments de s(E) contiennent chacune N éléments (simultanément accordables).
On a donc MN = Card E.

En particulier, si CardE est premier, alors :

— soit tout élément de H est une bijection de E dans E et alors pour tout n € Z,
X, est indépendante de la suite V' et de loi uniforme sur E ;

~ s0it les éléments de E sont simultanément accordables, et alors FX C FY pour
tout n € 7.
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Démonstration. Comme les images réciproques par s des éléments de s(E) sont formées
chacune d’au plus N éléments simultanément accordables, il suffit de montrer 1’égalité
MN = Card E pour conclure. Il suffit donc de construire une application pour laquelle
le résultat du théoreme est vérifié. Cette construction découle de 'application répétée
du lemme ci-dessous.

Lemme 14 Soient Fy,..., F} des parties disjointes de Eq formées chacune de N états
simultanément accordables, et s € S une application constante sur chacune de ces par-
ties. Notons c1,...,ci la valeur prise par s sur les parties Fy, ..., Fy. Alors :
— Les éléments cq, ..., cp sont deux-a-deux non accordables, et donc k < M ;
- Si FyU...UF, # E (en particulier si k < M), on peut construire k + 1 parties
disjointes de Egq formée chacune de N éléments simultanément accordables, et une
application de S constante sur chacune de ces parties.

Démonstration. Le premier point est immédiat : s’il existait deux indices ¢ < j tels que
les points ¢; et ¢; soient accordables par une composée ¢, alors la composée tos accorderait
les 2M éléments de F;UF};. Montrons le second point : soit donc a € Eg\ (F1U...UF}) et

ck+1 = s(a). Alors cgyq est différent de c¢q, ..., ¢, (sinon, on obtiendrait N + 1 éléments
simultanément accordables en ajoutant a & I'une des parties Fy, ..., Fy). Soit t € S une
application envoyant ¢ sur a. Alors les images réciproques de cq, ..., ¢k, Cp11 par sotos

sont formées chacune de N éléments simultanément accordables.
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