Mat 406

Bernard.Parisse @univ-grenoble-alpes.fr

2022

N.B. : la version HTML de ce document est interactive, vous pouvez exécuter certains champs d’entrée
donnés en exemple en les modifiant éventuellement, il suffit de cliquer sur le bouton exe. Il est recommandé
d’utiliser Firefox ou un navigateur compatible supportant MathML.

Table des matieres

1 Présentation du module

2 Représentation des nombres et autres données, calcul exact/approché

2.1
22

23
24

Représentation des entiers . . . . . . . . . ..o e e e e e
Lesréels . . . . o o o o
2.2.1 Virgule fixeetflottante. . . . . . . . ...
2.2.2 Lesflottants au format double . . . . .. ... ... o o oL
2.2.3 Opérations surles flottants . . . . . . . .. . ... L .
224 BITEUIS . . . . . i e e
2.2.5 Erreur absolue, relative, arrondi propagation des erreurs. . . . . . . . .. ... ..
Larithmétique d’intervalle. . . . . . . . . . .. .
TYPES COMPOSES. . v v v v o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
24.1 Lesrationnels. . . . ... ... ..
242 Lescomplexes . . . . . . ... e e
243 Lespolyndmes . . . . . . . . . e e e e e e
244 Calcul symbolique . . . . . . . . . L
2.4.5 Listes, séquences, tables . . . . . . . . ... e

3 Suites itératives et applications

3.1
3.2
33

Rappel : suite récurrente . . . . . . . . ..o e e
Lepointfixe . . . . . . o . o o e e e e e
Laméthodede Newton. . . . . . . .. .. . e

4 Développement de Taylor, séries entieres, fonctions usuelles

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

4.6

Lafonction exponentielle . . . . . . . . . . . . . e
SEries entiCres. . . . . . . . e e e e e
Sériealternée . . . . . . ... e
Lafonction logarithme . . . . . . . . . .. . L
Autres applications . . . . . . L. L e e e
4.5.1 Exemple : la fonction d’erreur (error fonction, erf) . .. ... ... .. .....
4.5.2 Recherche de solutions d’équations différentielles . . . . . . .. ... ... ....
4.5.3 Exemple : fonctions de Bessel d’ordre entier . . . . . .. ... ... ... ...
Développements asymptotiques et séries divergentes . . . . . . . . . ... ... ...

13
13
14
18



5 Polyndémes : arithmétique, factorisation, interpolation

5.1 Arithmétique des polynomes : Bézout et applications . . . . . .. ... ... ... ....
5.2 Factorisation des polyndmes . . . . . . . . ...l e
5.2.1 Multiplicité des racines. . . . . . . . . ... e e
5.2.2 Factorisationdans C. . . . . . . ... L
5.2.3  Calcul approché des racines complexes simples . . . . . . ... ... ... ....
5.24 Localisation d’une racine complexe pres d’une racine approchée . . . . . . . . ..
5.2.5 Factorisation dans R, localisation des racines . . . . . . . . . . . . . . ... ...
5.2.6  Factorisation Xacte . . . . . . . . . v i i i i e e e e e e e e
5.3 Approximation polynomiale . . . . . . . ... e e e e
6 Intégration numérique
6.1 Lesrectanglesetlestrapezes . . . . . . . . . . ..o e e
6.2 Ordred’'uneméthode . . . . . . . . . ... . L
6.3 SIMPSON . . . . . L e e e e e e e e e
6.4 Newton-Cotes . . . . . . . . . . e e
6.5 Enrésumé . . . . . .. e e e e e e
7 Algebre linéaire
7.1 Lepivotde Gauss . . . . . . o it e e e e e e e e e e e e
7.1.1  Dalgorithme . . . . . . . . . .. e
7.1.2  Efficacité de 'algorithme . . . . . . . ... ... Lo
7.1.3 Erreurs d’arrondis dupivotde Gauss . . . . . . .. ... .o
7.2 Applications de Gauss . . . . . ... e e e e e e e e e e
7.2.1 Base d’Un SOUS-ESPACE . . . . . . i e e e e e e e
7.22 Déterminant. . . . . ... L. e e e e e e e e
7.2.3 Réduction sous forme échelonnée (rref) . . . . . .. ... ... ... .. ...
724 INVEISE . . . v v e e e e
725 NOYAU . . . o e e e e e e e e
7.2.6 Laméthode de factorisation LU . . . . . . . . . . ... . .. .
7.3 Réduction exacte des endomorphismes . . . . . . . ... ..o e
7.3.1 Polynome caractéristique . . . . . . . . . ... ..o
7.3.2 Polynome minimal . . . . .. ... ...
7.4 Réduction approchée des endomorphismes . . . . . . . . ... ..o
7.4.1 Méthodedelapuissance . . . . . . . . . . . o e
742  TErationS INVETSES . . « v v v v v v v vt e e e e e e e e e e e e e e e
7.4.3 Elimination des valeurs propres trouvées . . . . . . . . . . ... ...
8 Guide rapide KhiCAS sur calculatrices
8.1 Installation . . . . . . . . . L e e e e
8.1.1 Imstallation Casio Graph 90 . . . . . . . . ... . ... ...
8.1.2 Imstallation TI Nspire CX/CXII . . . . . . . ... . oo,
8.1.3  Installation Numworks NO110 non verrouillée. . . . . .. ... ... ... ....
8.2 Leshell KhiCAS . . . . . . . . e
8.3 Programmation . . . . . . ... oL e

9 Quelques références

A La moyenne arithmético-géométrique.

Al

DEfinition L CONVEIZeNCe . . . . . . v v v v i e e e e e e e e e e e e e e

A.2 Lien avec les intégrales elliptiques . . . . . . . . . . . i e
A.3 Application : calcul efficace du logarithme. . . . . . .. ... ... ... ...

52
52
52
53
53
53
53

54



1 Présentation du module

Dans ce module, on introduira moins de notions nouvelles que dans d’autres modules de mathéma-
tiques, par contre on insistera sur le calcul effectif, si possible efficace, et sur le controle de la précision
des résultats, ceci explique la part importante consacrée aux TP (18h de cours en 12 séances, 18h de TD
en 12 séances et 19.5h de TP en 13 séances). On présentera par exemple des méthodes de calcul des fonc-
tions usuelles (racine carrée, trigonométriques, ...), il s’agira non seulement de savoir calculer une valeur
numérique, mais aussi de pouvoir majorer 1’écart entre la valeur trouvée et la valeur exacte, en utilisant des
théorémes du cours. Les calculs se feront dans la mesure du possible sur ordinateur ou sur calculatrices.

Les thémes abordés seront :

Calcul exact et approché, représentation des données

Suites récurrentes, méthode du point fixe, de Newton.

Séries de Taylor et approximation des fonctions usuelles

Arithmétique des polynomes (PGCD, Bézout, factorisation, décomposition en éléments simples)

Interpolation polynomiale

AN o e

Intégration approchée.
7. Algebre linéaire.

L’ordre des deux premiers themes sera inversé en cours.
L’évaluation se fait sur :
— 1/4 : un DS a mi-semestre
— 1/4 : certains compte-rendus de TP (a rédiger seul ou en binome),
— 1/2 : I’examen final
Les calculatrices sont autorisées au DS et a I’examen final (prét possible pour le semestre).

2 Représentation des nombres et autres données, calcul exact/ap-
proché

Résumé :
Types de base : entier machine, entier long, flottant machine et multiprécision (Base 2, base 10, BCD).
Types composés : complexes, polynomes (représentation dense/creuse), symboles, listes (vecteurs, matri-
ces), expressions, fonctions.
Erreur relative, erreur absolue, erreur d’arrondi, +/-, */%
Algorithme, complexité, exemple puissance modulaire, algorithme de Horner.

Les principaux ensembles de nombres en mathématiques sont les entiers positifs N et relatifs Z, les
rationnels @, les réels R et les complexes C. Sur ordinateur, on peut représenter ces nombres de maniére
exacte dans certains cas, approchée dans d’autres.

2.1 Représentation des entiers

Proposition 2.1 Division euclidienne de deux entiers : si a et b sont deux entiers, a > 0,b > 0, il existe
un unique couple (q,r) tel que
a=bg+r, rel0,b

Preuve : On prend pour ¢ le plus grand entier tel que a — bg > 0.
Exemple : iquorem (23, 7)

3,2]

La division euclidienne permet d’écrire un nombre entier, en utilisant une base b et des caracteres pour
représenter les entiers entre 0 et b — 1. Nous écrivons les nombres entiers en base b = 10 avec comme
caracteres les chiffres de 0 2 9. Les ordinateurs utilisent des circuits binaires pour stocker les informations,



il est donc naturel d’y travailler en base 2 en utilisant comme caracteres 0 et 1 ou en base 16 en utilisant
comme caracteres les chiffres de 0 a 9 et les lettres de A a F. En général, pour trouver I’écriture d’un nombre
en base b (par exemple b = 2), on effectue des divisions euclidienne successives par b du nombre puis de
ses quotients successifs jusqu’a ce que le quotient soit 0 et on accolle les restes obtenus (premier reste a
droite, dernier reste a gauche). Inversement, pour retrouver un entier d a partir de son écriture d,,...dg, on
traduit les divisions euclidiennes successives en

d = (((dnb—l-dn,l)b-i-dn,Q)+d1)b+d0
= dpb" 4+ dp_ 10"+ ...+ dy

Par exemple, vingt-cinq s’écrit en base 16 0x19 car 25 divisé par 16 donne quotient 1, reste 9
convert (25, base, 16)

[9,1]

En base 2, on trouverait 0b11001 car 25 = 2% + 23 4+ 1.
convert (25, base, 2)

[1,0,0,1,1]

On peut effectuer les opérations arithmétiques de base (+,-,*, division) directement en base 2 (ou 16). Par
exemple la table de I’addition est 0+0=0, 0+1=1+0=1 et 1+1=0 je retiens 1, donc :

01001111
+ 01101011

10111010

Exercice : comment passe-t-on simplement de la représentation d’un nombre en base 2 a un nombre en
base 16 et réciproquement ?

Les microprocesseurs peuvent effectuer directement les opérations arithmétiques de base sur les entiers
“machine” (déclinés en plusieurs variantes selon la taille et la possibilité d’avoir un signe). Noter que la
division de deux entiers a et b n’a pas la méme signification que la division de deux réels, comme elle ne
tomberait pas forcément juste, on calcule le quotient et le reste de la division euclidienne.

Ces entiers machines permettent de représenter de maniére exacte des petits entiers relatifs par exemple
un entier machine signé sur 4 octets est compris entre [—23%, 231 — 1].

Ces entiers machines permettent de faire tres rapidement du calcul exact sur les entiers, mais a condition
qu’il n’y ait pas de dépassement de capacité, par exemple pour des entiers 32 bits, 230 + 230 4 230 4 230
renverra 0. IIs sont utilisables avec tous les langages de programmation traditionnels.

Les logiciels de calcul formel et certains logiciels de programmation permettent de travailler avec des
entiers de taille beaucoup plus grande, ainsi qu’avec des rationnels, permettant de faire du calcul exact,
mais on paie cette exactitude par un temps de calcul plus long, de plus pas mal de méthodes numériques
ne gagnent rien a faire des calculs intermédiaires exacts. Néanmoins, I’utilisation d’un logiciel de calcul
formel permettra dans certains cas d’illustrer certains phénomenes dus au calcul approché.

2.2 Lesréels

On se ramene d’abord au cas des réels positifs, en machine on garde traditionnellement un bit pour
stocker le signe du réel a représenter.



2.2.1 Virgule fixe et flottante.

La premiere idée qui vient naturellement serait d’utiliser un entier et de déplacer la virgule d’un nombre
fixe de position, ce qui revient a mulitplier par une puissance (négative) de la base. Par exemple en base
10 avec un décalage de 4, 1234 . 5678 serait représenté par 12345678 et 1.2345678 par 12345 (on
passe de ’entier au réel par multiplication par 10~%. L’inconvénient d’une telle représentation est qu’on ne
peut pas représenter des réels grands ou petits, comme par exemple le nombre d’ Avogadro, la constante de
Planck, etc.

D’ou I'idée de ne pas fixer la position de la virgule, on parle alors de représentation a virgule flot-
tante ou de nombre flottant : on représente un nombre par deux entier, I’'un appelé mantisse reprend les
chiffres significatifs du réel sans virgule, I’autre 1’exposant, donne la position de la virgule. Attention, le
séparateur est un point et non une virgule dans la grande majorité des logiciels scientifiques. On sépare
traditionnellement la mantisse de 1’exposant par la lettre e. Par exemple 1234 . 5678 peut étre représenté
par 12345678e~-8 (mantisse 12345678, exposant -8) mais aussi par 1234567800e-10.

Naturellement, sur un ordinateur, il y a des limites pour les entiers représentant la mantisse m et 1’ex-
posant e. Si on écrit les nombres en base b, la mantisse m s’écrira avec un nombre n fixé de chiffres (ou de
bits en base 2), donc m € [0, b"[. Soit un réel x représenté par

x=mb®, me[0,b"]

Sim € [0,b" 1], alors on peut aussi écrire x = m’b°~! avec m’ = mb € [0,b"[, quelle écriture faut-il
choisir ? Intuitivement, on sent qu’il vaut mieux prendre m’ le plus grand possible, car cela augmente le
nombre de chiffres significatifs (alors que des 0 au début de m ne sont pas significatifs). Ceci est confirmé
par le calcul de I’erreur d’arrondi pour représenter un réel. En effet, si « est un réel non nul, il ne s’écrit
pas forcément sous la forme mb®, on doit 1’arrondir, par exemple au plus proche réel de la forme mb®. La
distance de x a ce réel est inférieure ou égale a la moitié de la distance entre deux flottants consécutifs, mb®
et (m + 1)b°, donc I’erreur d’arrondi est inférieure ou égale a b°/2. Si on divise par > mb°®, on obtient
une erreur relative d’arrondi majorée par 1/(2m). On a donc intérét a prendre m le plus grand possible
pour minimiser cette erreur. Quitte a mulitplier par b, on peut toujours se ramener (sauf exceptions, cf.
ci-dessous), am € [b”’l, b™[, on a alors une erreur d’arrondi relative majorée par

1
2p7-1

On appelle flottant normalisé un flottant tel que m € [b" ™1, b"[. Pour écrire un réel sous forme de
flottant normalisé, on écrit le réel en base b, et on déplace la virgule pour avoir exactement n chiffres non
nuls avant la virgule et on arrondit (par exemple au plus proche). L’exposant est égal au décalage effectué.
Notez qu’en base 2, un flottant normalisé commence forcément par 1, ce qui permet d’économiser un bit
dans le stockage.

Ainsi, 'erreur d’arrondi commise lorsqu’on représente un réel (connu exactement) par un double
normalisé est une erreur relative inférieure & de 2753 (b = 2 et n = 52 + 1 pour les doubles).

Exemples :

— enbase 10 avec n = 6, pour représenter m = 3,14159265..., on doit décaler la virgule de 5 positions,

on obtient 314159.265. . . on arrondit a 314159 donc on obtient 314159%e-5.

— en base 2 avec n = 10, pour représenter trois cinquiemes (3/5 en base 10, noté 11/101 en base 2),

on pose la division en base 2 de 11 par 101, ce qui donne

11 | 101
110
-101 | 0.1001
— |
010 |
100 |
1000 |
- 101 |
————— |
011 |



on retrouve le nombre de départ donc le développement est périodique et vaut 0. 1001 1001 1001
On décale le point de 10 positions, on arrondit, donc trois cinquiémes est représenté par la mantisse
1001100110 et ’exposant —10. On observe aussi sur cet exemple que 3/5 dont ’écriture en base
10 0. 6 est exacte, n’a pas d’écriture exacte en base 2 (de méme que 1/3 n’a pas d’écriture exacte en
base 10).

Il existe une exception a la possibilité de normaliser les flottants, lorsqu’on atteint la limite inférieure
de I’exposant e. Soit en effet e,,, le plus petit exposant des flottants normalisés et considérons les flottants
x = b (14 1/b) et y = b™. Ces flottants sont distincts, mais leur différence n’est plus représentable
par un flottant normalisé. Comme on ne souhaite pas représenter  — y par 0, (puisque le test x == y
renvoie faux), on introduit les flottants dénormalisés , il s’agit de flottants dont I’exposant est I’exposant
minimal représentable sur machine et dont la mantisse appartient a [0, b~ 1[. Par exemple 0 est représenté
par un flottant dénormalisé de mantisse O (en fait O a deux reprsentation, une de signe positif et une de
signe négatif).

Enfin, on utilise traditionnellement une valeur de 1’exposant pour représenter les nombres plus grands
que le plus grand réel reprsentable sur machine (traditionnellement appelé plus ou moins infini) et les
erreurs (par exemple 0./0. ou racine carrée d’un nombre réel négatif, traditionnellement appelé NaN, Not a
Number).

Exercice : quels sont les nombres réels représentables exactement en base 10 mais pas en base 2 ? Si
on écrit 1/10 en base 2 avec 53 bits de précision, puis que 1’on arrondit avec 64 bits de précision, ou si on
écrit 1/10 en base 2 avec 64 bits de précision, obtient-on la méme chose ?

Les ordinateurs reprsentent généralement les flottants en base 2 (cf. la section suivante pour plus de pré-
cisions), mais cette représentation n’est pas utilisée habituellement par les humains, qui préferent compter
en base 10. Les ordinateurs effectuent donc la conversion dans les routines d’entrée-sortie. Le format stan-
dard utilisé pour saisir ou afficher un nombre flottant dans un logiciel scientifique est composé d’un nombre
a virgule flottante utilisant le point comme séparateur décimal (et non la virgule) suivi si nécessaire de la
lettre e puis de I’exposant, par exemple 1.23e-5ou 0.0000123. Dans les logiciels de calcul formel,
pour distinguer un entiers représentés par un entier d’un entier représenté par un flottant on écrit I’entier
suivi de . O par exemple 23. 0.

Remarque :

Les microprocesseurs ayant un mode BCD peuvent avoir un format de représentation des flottants en base
10, les nombres décimaux comme par exemple 0.3 peuvent étre représentés exactement. Certains logiciels,
notamment maple, utilisent par défaut des flottants logiciels en base 10 sur des microprocesseurs sans mode
BCD, ce qui entraine une baisse de rapidité importante pour les calculs numériques (on peut partiellement
améliorer les performances en utilisant evalhf en maple).

2.2.2 Les flottants au format double

Cette section développe les notions de la section précédente pour les flottants machine selon la norme
IEEE-754, utilisables dans les langage de programmation usuels, elle peut étre omise en premiere lecture.
La représentation d’un double en mémoire se compose de 3 parties : le bit de signe s = +1 sur 1 bit, la
mantisse M € [0,252] sur 52 bits, et 'exposant e € [0,2'[ sur 11 bits. Pour les nombres “normaux”,
I’exposant est en fait compris entre 1 et 2! — 2, le nombre représenté est le rationnel

M 10
+1-2
(1+ 2@)26
Pour écrire un nombre sous cette forme, il faut d’abord chercher par quel multiple de 2 il faut le diviser pour
obtenir un réel r dans [1, 2, ce qui permet de déterminer 1’exposant e. Ensuite on écrit la représentation en
base 2der — 1 € [0, 1[. Exemples :
-2
Signe négatif. Il faut diviser sa valeur absolue 2 par 2! pour étre entre 1 et 2 dont e + 1 — 210 = 1,
I’exposant est e = 2'°. On a alors r = 1, 7 — 1 = 0. Représentation
1 10000000000 00000000...0000
- 1.5=3/2
Signe positif, compris entre 1 et 2 dont 1’exposant vérifie e + 1 — 219 = 0 soit e = 210 — 1 =



29428 427426425494 423492421490 Onar—1=1/2 =271 Dol lareprésentation
0 01111111111 10000000...0000

- 6.4=32/5
Positif. Il faut le diviser par 22 pour avoir 8/5 € [1,2[ donc e + 1 — 219 = 2 soit e = 2!0 + 1. Ensuite
r = 3/5 qu’il faut écrire en base 2 (cf. section précédente), on écrit donc les 52 premiers éléments
du développement avec une regle d’arrondi du dernier bit au nombre le plus proche. Ici le bit suivant
le dernier 1001 est un 1, on arrondit donc @ 1010. D’ou la représentation
0 1000000001 100110011001...10011010

On observe que la représentation en base 2 de 6.4 a du étre arrondie (car elle est infinie en base 2) bien
qu’elle soit exacte (finie) en base 10. Seuls les entiers et les rationnels dont le dénominateur est une puis-
sance de 2 peuvent étre représentés exactement. Ceci entraine des résultats qui peuvent surprendre comme
par exemple le faitque 0.5 — 5x0.1 n’est pas nul.

Des représentations spéciales (avec e = 0 ou e = 2!1 — 1) ont été introduites pour représenter 400
(pour les flottants plus grands en valeur absolue que le plus grand flottant représentable), et pour représenter
les nombres non nuls plus petits que le plus petit flottant représentable de la maniere exposée ci-dessus (on
parle de flottants dénormalisés), ainsi que le nombre NaN (Not a Number) lorsqu’une opération a un résultat
indéfini (par exemple 0/0).

Remarque : Sur les processeurs compatibles avec les 1386, le coprocesseur arithmétique 1387 gere en
interne des flottants avec 80 bits dont 64 bits de mantisse. Sur les architectures 64 bits (x86 ou AMD), le jeu
d’instruction SSE permet de travailler avec des flottants de 128 bits. Le compilateur gcc permet d’utiliser
ces flottants longs avec le type 1long doubleoulestypes___float80et__ float128 en utilisant un
drapeau de compilation du type -msse

Voici un programme C++ affichant la représentation interne des flottants

2.2.3 Opérations sur les flottants

Les opérations arithmétiques de base sur les flottants se font de la maniére suivante :

— addition et soustraction : on détecte s’il faut additionner ou soustraire en valeur absolue en analysant
les signes, on détermine 1’exposant le plus grand et on décale la partie mantisse du flottant dont
I’exposant est le plus petit pour se ramener a additionner deux entiers (partie mantisses correspondant
au méme exposant), on décale a nouveau la partie mantisse en modifiant I’exposant apres I’opération
pour normaliser le flottant

— multiplication : on additionne les exposants et on multiplie les parties mantisses (vus comme des
entiers), on arrondit et on ajuste 1’exposant si nécessaire

— division : on soustrait les exposants et on divise les parties mantisses (division “a virgule”), on
tronque et on ajuste 1’exposant si nécessaire

2.2.4 Erreurs

La représentation des nombres réels par des doubles présente des avantages, les opérations arithmé-
tiques sont faites au plus vite par le microprocesseur. Les coprocesseurs arithmétiques (intégrés sur les
microprocesseurs de PC) proposent méme le calcul des fonctions usuelles (trigonométriques, racine car-
rée, log et exp) sur le type double et utilisent des formats de représentation interne ayant plus de 64 bits
pour les doubles, ce qui permet de limiter les erreurs d’arrondi. Par contre, des erreurs vont étre introduites,
on parle de calcul approché par opposition au calcul exact sur les rationnels. En effet, la représentation
doit d’abord arrondir tout réel qui n’est pas un rationnel dont le dénominateur est une puissance de 2.
Ensuite chaque opération va entrainer une propagation de ces erreurs et va y ajouter une erreur d’arrondi
sur le résultat. Enfin, I’utilisation du type double peut provoquer un dépassement de capacité (par exemple
100!'%100").

Pour diminuer ces erreurs et les risques de dépassement de capacité, il existe des types flottants multiple
précision, qui permettent de travailler avec un nombre fixé a 1’avance de décimales et une plage d’exposants
plus grande. Les calculs sont plus longs mais les erreurs plus faibles. Attention, il s’agit toujours de calcul
approché ! De plus, pour des quantités dont la valeur est déterminée de maniere expérimentale, la source



principale de propagation d’erreurs est la précision des quantités initiales, il ne sert souvent a rien d’utiliser
des types flottants multiprécision car les erreurs dus a la représentation (double) sont négligeables devant
les erreurs de mesure. Dans ce cas, il est pertinent lorsqu’on évalue f(x) avec z mal connu de calculer
aussi f'(x), en effet :

f(x(1+h)) = f(z) + zhf'(x) + O(h?)

Ierreur relative sur f(z) est donc au premier ordre multipliée par

zf'(x)
f(z)

Par exemple, I’erreur relative sur e® est au premier ordre I’erreur relative sur x multipliée par |z|.

a:=convert (100, interval); (right (a)-left
(a))/evalf(a,12)

[0.999999999999991¢2..0.100000000000000€e3], 0.136424205265939¢ — 13

b:=exp(a); (right (b)-left (b)) /evalf(b,12)

[0.268811714181369e44..0.268811714181736e44],0.136443784064836e — 11

2.2.5 Erreur absolue, relative, arrondi propagation des erreurs.

On a vu précédemment que pour représenter un réel, on devait I’arrondir, ce qui introduit une erreur
méme si le réel est connu exactement (par exemple 1/10). Voyons comment se propagent les erreurs dans
les opérations arithmétiques de base : on distingue 1’addition, la multiplication et I’inversion. La soustrac-
tion se ramene a 1’addition car le calcul de I’opposé n’introduit aucune erreur nouvelle. Pour I’addition, si
|z — zo| < egetsi|y — yo| < e alors par 'inégalité triangulaire (|a + b| < |a| + |b|), on a:

[(z+y) — (o +vo)| < |z — 20| + |y —yo| Se0+e1
on dit que les erreurs absolues s’additionnent.

Définition 2.2 L’erreur absolue est définie comme un majorant de la valeur absolue de la différence entre
le nombre réel et son représentant double :

|z —xo| <&

Mais comme il faut représenter z( + yo en machine, on doit ajouter une erreur d’arrondi, qui est propor-
tionnelle a la valeur absolue de xy + yo d’ou la notion d’erreur relative :

Définition 2.3 L’erreur relative est égale a I’erreur absolue divisée par la valeur absolue du nombre
|z — 20| < e|zo]

Remarquons au passage que les erreurs de mesure expérimentales sont pratiquement toujours des erreurs
relatives.

Donc lorsqu’on effectue une addition (ou une soustraction) de deux réels sur machine, on doit addi-
tionner les deux erreurs absolues sur les opérandes et ajouter une erreur d’arrondi (relative de 273, a titre
d’exercice, on pourra vérifier que cette erreur d’arrondi est majorée par 1’erreur absolue de la somme x + y
des I’instant ol x et y ont eux-méme une erreur d’arrondi).

Lorsqu’on effectue une multiplication de deux nombres x, y dont les représentants xg, yo sont non nuls,
ona
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Ierreur relative est donc la somme des erreurs relatives et du produit des erreurs relatives (on peut souvent
négliger le produit devant la somme). Il faut aussi y ajouter une erreur relative d’arrondi de 2753 sur zqyp.

On observe que la multiplication est une opération posant moins de problémes que 1’addition, car on
manipule toujours des erreurs relatives, par exemple si I’erreur relative sur deux doubles z et y non nuls est
de 2773, alors I’erreur relative sur zy sera de

2—53 + 2—53 + 2—106 4 2—53 ~ 3 x 2—53

Lorsque I’erreur relative sur les données est grande devant 2753, I’erreur relative d’arrondi final est nég-
ligeable, on peut alors dire que les erreurs relatives s’additionnent pour un produit (c’est aussi vrai pour un
quotient : exercice !). Par contre, si on additionne deux nombres dont le représentant de la somme est proche
de 0, la somme des erreurs absolues peut devenir non négligeable par rapport a la somme des représentants,
entrainant une erreur relative trés grande. Par exemple si 2 est représenté par 2o = 14272 avec une erreur
d’arrondi de 272 et y par yo = —1 avec la méme erreur d’arrondi, I’addition de z et y renvoie 27°2 avec
une erreur absolue de 2 * 2753 (ici il n’y a pas d’arrondi lorsqu’on fait la somme). C’est une erreur relative
de 1 (qui domine largement I’erreur d’arrondi) ce qui signifie que dans la mantisse, seul le premier bit sur
les 52 a un sens, la perte de précision est tres grande.

Une autre conséquence importante est que I’addition de réels sur machine n’est pas une opération
associative, par exemple

(2.07°% 42.07%) + 1.0 = 1 42752

alors que
2.07%% 4 (2.07°% +1.0) = 1

Dans Xcas, il n’y a que 48 bits de mantisse :

(2.7 (-48)+ (2.7 (-48)+1.))-1.; ((2.7(-48)+2."
(-48))+1.)-1.

0.0,7.1054273576 x 10~1°

Si on a plusieurs termes a additionner, il faut commencer par additionner entre eux les termes les plus petits,
pour que les petits termes ne soient pas absorbés un a un dans les erreurs d’arrondi (les petits ruisseaux
font les grands fleuves).

Exercice : pour calculer la valeur numérique d’une dérivée de fonction, il vaut mieux calculer (f(z +
h)— f(x—h))/(2h) que (f(z+h) — f(x))/h car le terme d’erreur est en O(h?) et non en O(h). Attention
toutefois a ne pas prendre h trop petit, sinon x + A = x en flottants et méme si « + h # x, I’erreur absolue
sur f(z + h) — f(xz — h) est (au moins) d’ordre £| f ()|, donc I’erreur relative est d’ordre €/h|f(z)|. Par
exemple pour h=1e-8 le reste est en O(h?) donc de I’ordre des erreurs d’arrondi mais 1’erreur relative
sur f(x + h) — f(x — h) est d’ordre ¢/h largement supérieure (en flottants double-précision). On choisira
plutdt i tel que €/ h soit proche de k2, donc de I’ ordre de 1e-5, qui fournira une valeur approchée avec une
erreur relative de 1’ordre de 1e—10. Exemple : calcul de la dérivée numérique de exp(sin(z)) enx = 1

f(x) :=exp(sin(x)); seqg(taux_accroissement
(f(x),1.0-10"(-k),1.0+10"(-k))—-f" (1.0),k,1,11)

T ST [—0.00673280473483, —6.75236243595 x 1077, —6.75255783733 x 1077, —6.74652511634 x 10~?,2.6132340735

Remarquons néanmoins que les erreurs calculées ici sont des majorations des erreurs réelles (ou si on
préfere I’erreur obtenue dans le pire des cas), statistiquement les erreurs sur les résultats sont moindres, par
exemple si on effectue n calculs susceptibles de provoquer des erreurs indépendantes suivant une méme
loi d’espérance nulle, la moyenne des erreurs divisée par I’écart-type de la loi tend vers une loi normale
centrée réduite. De maniere plus déterministe, on a I’'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev

2
P(IX| > a) < -

ol X est la variable aléatoire somme des n erreurs, « I’erreur et no? la variance de la somme n erreurs
supposées indépendantes, cette probabilité tend vers O pour n grand si « est d’ordre n, et ne tend pas



vers 0 si « est de I’ordre de y/n. Exemple : somme de n = 400 nombres répartis sur [—1, 1] selon la loi
uniforme (représentant des erreurs), on divise par v/n =20, on effectue plusieurs tirages (par exemple 500)
on trace ’histogramme et on compare avec la loi normale de moyenne nulle (I’espérance de la somme) et
d’écart-type celui de la loi uniforme.

m:=ranm(400,500,-1..1):;g9l_x=-2..2;histogram
(sum(m) /20/stddev (uniform,-1,1),-1,0.1);
plot (normald(0,1),-2..2)

;5/ ] \__ 10.3

1 N H0.2

10.1

0
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Attention, si on effectue la somme de n réels ) g les erreurs d’arrondis ne satisfont pas a ces
hypotheses. En effet, I’erreur d’arrondi a chaque opération est une erreur relative, I’erreur absolue cor-
respondante est €|x1 + xo| puis €|z + x2 + x3| puis ... €/z; + x2 + ... + z,|, que 'on peut majorer
par

e((n = Dlar] + (n = 2)[za| + ... + [aa]])

La majoration de I’erreur d’arrondi dépend donc de 1’ordre des termes, on a intérét & sommer en com-
mencant par les termes les plus petits en valeur absolue. Voici des programmes C++ illustrant cela
— uniquement avec des flottants. A compiler avec la commande c++ erreur2.cc —o erreur2,
ne pas utiliser d’option d’optimisation sinon les flottants intermédiaires seront probablement calculé
en précision plus grande (64 bits de mantisse)
— en comparant avec des flottants multi-précision (nécessite d’avoir Giac installé sous Unix/Linux, se
compile avec c++ erreur.cc -lgiac -lgmp -0 erreur).
Mais on peut faire mieux, il est possible de corriger les erreurs d’arrondi dans une somme avec le pro-
gramme suivant pour une liste (on peut bien sur adapter & la somme d’une expression dépendant d’une
variable entiere sans stocker de liste) :

Somme (1) :={

local x,s,cC;

s:=0.0;

c:=0.0;

pour x in 1 faire
c += (x—((stx)-s));
s += x;

fpour;

print (c);

return s+c;

b

En effet, ¢ devrait valoir O sans erreurs d’arrondis, avec les erreurs d’arrondis, on a le premier calcul s 4+ x
qui donnera une erreur opposée a celui du calcul de s a la ligne suivante, le 2iéme calcul effectué (s+z)—s
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donne une erreur absolue en €|z au pire (car ¢’est une erreur relative par rapport a (s + ) — s), et la 3iéme
erreur d’arrondi est négligeable (puisque la somme vaut 0). On a donc une erreur absolue sur s 4 ¢ qui est
au premier ordre au pire en O(e Y |z;|), bien meilleure que la majoration e((n — 1)|z1| + (n — 2)|x2| +
.. + |2y ||) calculée précédemment.

Par exemple

Digits:=14; n:=25000; l:=seq(l/3,3,1,n):;
Somme (1) ;

14, 25000, "Done", 10.703866768618

a comparer avec
S:=sum(1/73,3J,1,n):; evalf(S); sum(l. /3,3,1,n);

"Done", 10.703866768619, 10.703866768007

(le calcul de S est fait en exact, celui de sum (1. /3, j, 1, n) estapproché sans correction).

En conclusion, il est souvent tres difficile de calculer une majoration rigoureuse de I’erreur pour des
calculs (sauf les plus simples), et cette majoration est en général bien trop pessimiste. Lorsqu’on doute
de la précision d’un calcul, un test peu couteux consiste a refaire ce calcul en utilisant des flottants en
précision plus grande et tester si le résultat varie en fonction du nombre de chiffres significatifs utilisés,
ou faire varier 1égérement les données et observer la sensibilité du résultat. Si on veut travailler en toute
rigueur sans pour autant calculer les erreurs a priori, il faut utiliser un logiciel utilisant des intervalles pour
représenter les réels (section suivante)

2.3 L’arithmétique d’intervalle.

Certains systemes de calcul formel peuvent manipuler directement des intervalles réels, par exemple
par I’'intermédiaire de la bibliotheque C MPFI. Les opérations arithmétiques sur des intervalles renvoient
alors le meilleur intervalle possible contenant toutes les valeurs possibles lorsque les opérandes parcourent
leurs intervalles respectifs. Exemple en Xcas (version 1.1.1 et ultérieures) : [-1..2]%[-1..2] renvoie
[-2..4]. Attention ici on parcourt toutes les valeurs possibles de zy, = € [—1,2],y € [—1,2]. Ce qui
est différent du carré d’un intervalle ou plus généralement de I’évaluation d’un polyndme en un intervalle,
horner (x*2, [-1..2]) renvoie ainsi [0..4].

Les fonctions disponibles sont souvent moins riches qu’en arithmétique flottante, le calcul d’une fonc-
tion non monotone sur un intervalle peut s’avérer délicat, alors que si la fonction est monotone, il suffit de
calculer I'image des deux bornes de I’intervalle. Pour les polyndmes, Xcas décompose les coefficients en
deux parties P = P, — P_ en fonction du signe, puis utilise la monotonie de P, et P_ sur R* et R~
respectivement.

L’arithmétique d’intervalle dans C est beaucoup plus difficile a mettre en oeuvre puisqu’il n’y a plus
d’ordre ni de monotonie, on doit alors s’en remettre a des estimations sur les parties réelles et imaginaires
qui ne tiendront pas compte du phénomene ci-dessus sur la différence entre zy, = € [—1,2],y € [—1,2] et
z?, e [-1,2].

2.4 Types composés.

2.4.1 Les rationnels.

On sait donc représenter les entiers, pour les rationnels, il suffit de les représenter comme un couple
d’entiers correspondant a leur écriture sous forme de fraction irréductible avec un dénominateur positif.

Proposition 2.4 L’algorithme d’Euclide permet de calculer le PGCD (plus grand commun diviseur) de 2
entiers, écrit ici en syntaxe Xcas :

prgcd(x,vy) :={
local r;
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while (y!=0) {
r:=irem(x,y); // reste de x par y
x:=y; // PGCD(x,y)=PGCD(y,r) donc on decale
y:=r;

}

return x; // c’est le resultat car PGCD(x,0)=x

}

Preuve : on utilise le fait qu’un nombre divise a et b si et seulement si il divise 7 = a — bq et b. Le PGCD de
a et b est donc le PGCD de b et du reste de la division euclidienne de a par b. Comme le reste est en valeur
absolue plus petite que |b|, la taille des variables x, y, r décroit a chaque itération. Arrive un moment ou
le reste est nul, le PGCD est alors I’entier par lequel on a divisé. Il existe des variantes de cet algorithme
un peu plus efficaces lorsque les nombres sont représentés en base 2 (PGCD binaire, voir par exemple A.
Cohen).

On utilise cet algorithme et la division euclidienne pour simplifier une fraction d’entiers par le PGCD
du numérateur et du dénominateur pour 1’écrire sous forme irréductible.

Les calculs sont maintenant exacts et sans limitation de capacité (ou presque, la taille des entiers longs
est bornée parce que la taille du champ mémoire fixant la longueur de stockage est bornée) mais souvent
trop lents pour les calculs numériques usuels (par exemple pour calculer la valeur approchée de cosinus
23 degrés 27 minutes). On utilise alors un autre type dont les calculs de base sont souvent gérés par le
microprocesseur (ou son coprocesseur arithmétique).

2.4.2 Les complexes

Apres les nombres réels, on passe aux nombres complexes : on utilise un couple (partie réelle, imagi-
naire) de fractions (exacts) ou de flottants et les reégles habituelles sur les complexes.

2.4.3 Les polynomes

Apres les nombres, I’objet le plus utilis€ dans les systemes de calcul formel est probablement le
polyndme, toute simplification d’une expression se rameéne a un moment donné a mettre sous forme ir-
réductible une fraction de polyndmes. Les principales représentations possibles sont :

— les polyndmes a 1 variable, représentation dense, on stocke la liste des coefficients du polyndme par

ordre croissant ou décroissant

— les polyndmes a 1 variable, représentation creuse, on stocke des paires coefficients, degré pour les

coefficients non nuls

— les polyndmes a plusieurs variables, représenté récursivement de maniére dense ou creuse (i.e. P(x1, ...

vu comme polynéme en x,, a coefficients polyndmes dépendant des variables x1, ..., x,,—1), ce sont
des cas particuliers des 2 cas précédents
— les polyndmes a plusieurs variables distribués, on stocke des mondmes, qui sont des paires coeffi-
cient, liste d’entiers, la liste représentant les exposant des variables dans le mondme.
— la représentation symbolique (par exemple xy? — 5z + y*) beaucoup plus difficile & manipuler di-
rectement
Algorithmes de base sur les polyndmes : I’évaluation en un point (Horner, cf. TD/TP), la multiplication et
division euclidienne et le PGCD (méme algorithme que pour les entiers mais avec la division euclidienne
des polynomes, il existe des algorithmes plus efficaces, cf. le chapitre sur les polyndmes) Lien avec la
représentation en base z (TD).
Les polyndmes peuvent servir a représenter des nombres non rationnels de manicre exacte, par exemple
les nombres algébriques (qui sont solutions d’une équation polynomiale).

2.4.4 Calcul symbolique

Les symboles ou noms de variable désignent par exemple le nom d’une inconnue dans un polyndme,
ils sont représentés par une chaine de caractére et peuvent étre affectés a une valeur pendant une session (la
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valeur dépend d’un contexte d’exécution et le remplacement du symbole par sa valeur affectée est appelé
évaluation).

Les expressions, par exemple sin (x) +2+x"2, elles peuvent étre représentées par des arbres. L’éval-
uation d’une expression consiste a remplacer les symboles de 1’expression par leur valeur, puis a effectuer
les opérations en tenant compte de la substitution. Il est parfois souhaitable de ne pas effectuer certaines
opérations de substitution, on empéche 1’évaluation, explicitement (* /) ou implicitement (par exemple
I’affectation n’évalue pas le symbole qu’on va affecter).

Les fonctions ne doivent pas étre confondues avec les expressions, elles associent a leurs arguments
une expression. Par exemple sin est une fonction, alors que sin (x) est une expression.

2.4.5 Listes, séquences, tables

Les conteneurs contiennent plusieurs objets et permettent d’associer a un indice un objet. Il en existe
de plusieurs types, par exemple les listes et les séquences dont I’indice est un entier compris entre 1 (ou
0) et la taille (-1), les tables dont I’indice est plus général, et les tableaux (utilisés pour les vecteurs,
matrices) qui sont essentiellement des listes ou des listes de listes de méme taille. Les séquences sont des
listes d’objets ordonnés “non récursifs” (ils ne peuvent contenir des séquences), alors que les listes peuvent
contenir des listes, sinon il n’y a pas de différences. Dans les logiciels de calcul formel, la plupart du temps
les séquences se notent en indiquant les éléments séparés par des virgules. Les listes s’en distinguent par les
délimiteurs []. Il faut prendre garde au fait qu’en général affecter par exemple 1 [1] : =3; a une variable
libre 1 crée une table et non une liste. Remarque : certains logiciels accédent a certains types de conteneurs
uniquement par référence (par exemple maple pour les vecteurs et matrices), dans ce dernier cas une seule
copie des objets du conteneur existe si on copie de la maniere habituelle une variable contenant un vecteur
ou une matrice dans une autre variable, la modification d’un élément du conteneur modifie alors toutes les
copies pointant sur ce conteneur. Cette méthode est plus efficace mais peut étre surprenante.

3 Suites itératives et applications

Résumé :
Théoréeme du point fixe, méthode de Newton, convexité. Exemple : calcul de valeur approchée de racines
carrées, Résolution d’équations.

3.1 Rappel : suite récurrente
Une suite récurrente a un cran est définie par une valeur initiale ug et une relation de récurrence que
I’on va supposer ne pas dépendre explicitement de n, donc de la forme

Uny1 = fun)

On peut représenter graphiquement une suite de ce type par un graphe “en toile d’araignée”, par exemple
pour les cing premiers termes de f(x) = i—ﬁ et ug = 3,

gl_x=-0.5..2.5;plotseq((x+2)/(x+1),[0,0,21,5)
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La suite peut converger ou pas, par exemple avec f(x) = tan(x) — 0.1 et f(x) = cos(z)
plotseg(tan(x)-0.1,[0,-1.3,1.31,7);

-1 -05 0 0.5 1

plotseq(cos(x), [0,-2,21,5);

1-02
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3.2 Le point fixe

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b] de R, et & valeurs dans I (attention a bien
choisir I pour que I’image de I par f reste dans I). On s’intéresse a la suite

Uny1 = f(un), wo €1 ey

Supposons que u,, converge vers une limite [ € I lorsque n — 400, alors la limite doit vérifier

f) =1

puisque f est continue. On dit que [ est un point fixe de f. Ceci amene a 1’idée d’utiliser ces suites pour
résoudre numériquement 1’équation f(z) = x. Nous allons donner un théoréme permettant d’assurer que
la suite (1) converge, et que la limite est I’unique solution de f (1) = [ sur I.

Définition 3.1 On dit que f est contractante de rapport k < 1 sur I si f est définie de I dans I et

Ve,yel, [f(y) - f(z)] < kly — =]

En pratique, les fonctions f que I’on considerera seront continument dérivables, donc d’apres le théoreme
des accroissements finis

fy) = fx)=f(0)y—=x), 0¢clz,y]

ainsi pour vérifier que f est contractante, on étudie la valeur absolue de f’ sur I, il suffit de montrer que
cette valeur absolue est strictement inférieure & un réel k¥ < 1 pour conclure (il faut donc chercher le
maximum de | f/| sur I. Attention, il s’agit du maximum de |f’| et pas du maximum de f’, ce qui revient &
chercher le maximum de f’ et de — f").

On a alors le

Théoreme 3.2 (du point fixe)
si [ est contractante de I = [a,b] dans I de rapport k alors la suite (1) converge vers 'unique solution de
f() =1l dans I. On a de plus les encadrements :

[Unt1 — Un|

w— | <K"b—al, |u,—I<
fun = < Ko —al, Jup — 1] < P

@)
Démonstration : Tout d’abord si f est contractante, on montre a partir de la définition de la continuité
que f est continue. Soit g(x) = f(x) — x, alors g est continue, positive en a et négative en b, il existe donc
[ € [a,b] tel que g(I) = O (théoréme des valeurs intermédiaires). Soit u,, une suite définie par (1). On a
alors pour tout n
untr =1 = |f(un) = FD] < klun =1

Donc par une récurrence évidente :
|t — 1| < Ek™ug —

ce qui entraine d’ailleurs que |u, —!| < k™|a—>b|. Comme k € [0, 1[, la suite géométrique k™ converge vers
0 lorsque n tend vers I’infini, donc u,, tend vers . Notons que / est unique car si I’ est une autre solution
alors [l —=1U'| = |f() — f(I)| < k|l —=V|donc (1 — k)|l —1'| <0,or1—k>0et|l—1'| >0donc |l -]
doit étre nul.

Passons a la preuve de la majoration (2) qui est importante en pratique car elle donne un test d’arrét de
calcul des termes de la suite récurrente, on écrit pour m > 0 :

Up — 1 = Uy — Unp+l + Untl — Unt2 T oo F Untm—1 — Untm + Um — l

puis on majore avec 1’inégalité triangulaire

m—1

up — 1] < Z [Untj = Untjs1] + [um — 1
)
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puis on applique le fait que f est contractante de rapport k

m—1
lug — 1] < Z kj|un — Upt1| + |um — 1|
=0
soit
1— K™
|up, — 1] < 1— k& ‘un_un+1‘+|um_”
On fait alors tendre m vers 1’infini d’ou le résultat.
Exemple 1 :

Cherchons une valeur approchée de v/2 par cette méthode. II faut d’abord trouver une fonction f dont v/2

est un point fixe, par exemple
T+ 2
fla) =25

On vérifie que f(v/2) = v/2), puis que f' = —1/(z + 1)? donc f décroit. On va voir si les hypothéses
du théoreme du point fixe s’appliquent sur par exemple [1,2]. Comme f est décroissante f([1,2]) =
[£(2), f(1)] = [4/3,3/2] qui est bien inclus dans [1, 2]. De plus f’ est comprise entre —1/(1+1)? = —1/4
et —1/(2+1)? = —1/9 donc | f’| < 1/4, f est contractante de rapport 1/4. On peut donc itérer la suite a
partir par exemple de uo = 1 et on va converger vers v/2 (en s’en rapprochant 4 chaque cran d’un rapport
inférieur a 1/4).

f:=(x+2)/(x+1); fl:=factor(f’); x0:=fMin
(fl,x=1..2); £f1l(x=x0);

T+ 2 1 1 1
l‘+17 (LL'+1>2, ) 4

u:=1.0; pour j de 1 jusque 10 faire u:=f
(x=u); print(j,u); fpour; u;

1.0,0,1.4142135516461

Exemple 2 :
Considérons I’équation en x
x —esin(z) =t, eec][0,1]

c’est I’équation du temps utilisée en astronomie pour trouver la position (plus précisément 1’angle avec le
grand axe de I’ellipse) d’une planéte a I’instant ¢ sur son orbite elliptique (e étant I’excentricité de 1’ellipse).

gl _x=-3.5..3.5;9l_y:=-2.2..2.2;

E:=ellipse(-1,1,2,color=red); cercle(0,2); theta:=2;

line (0, slope=tan (theta)); angle(0,5,5%exp(ixtheta),"x");

D:=droite (x=2+xcos (theta)); M:=inter (D,E, i, legend="M(t)");
E:=ellipse(-1,1,2,color=red); cercle(0,2); theta:=2;

line (0, slope=tan (theta)); angle (0,5, 5xexp(ixtheta),"x");

D:=droite (x=2*cos (theta)); M:=inter (D,E, i, legend="M(t)", color=red)
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Il n’y a pas de formule exacte permettant de calculer x en fonction de ¢. Si on a une valeur numérique
pour ¢, on peut trouver une valeur numérique approchée de x par la méthode du point fixe, en réécrivant
I’équation sous la forme

f(z)=t+esin(z) ==z

On observe que f envoie R dans [t — e, t + €] donc on peut prendre I = [t —e,t+e], deplus |f'| < e < 1,
f est contractante de rapport e € [0, 1], le théoréme s’applique, il suffit de prendre une valeur initiale dans
[t — e, t + e] et d’itérer la suite jusqu’a obtenir la précision désirée. Par exemple si on veut une valeur
approchée de x a 10~C pres, il suffira que la différence entre deux termes successifs de la suite w,, vérifie

[tpt1 — un| < 1076(1 —e)
on aura alors bien :

|Un+1 - Unl
— €

‘un - -T| < < 1076

Par exemple, pour t = 7/2 et E = 0.0167 (la Terre), au bout de 3 itérations

E:=0.0167; t:=pi/2.; f:=t+E*sin(x); ul:=t;
ul:=f(x=ul0); u2:=f(x=ul); ul:=f(x=u2); abs(u3-u2)

0.0167,1.5707963267949, 1.57079632679494-0.0167 sin z, 1.5707963267949, 1.5874963267949, 1.5874939981175, 1.58749399

Cette méthode n’est pas toujours optimale, car la vitesse de convergence vers la limite [ est dite
“linéaire”, c’est-a-dire que le temps de calcul pour avoir n décimales est proportionnel a n (ou encore il faut
effectuer un nombre d’itérations proportionnel a n, chaque itération faisant gagner en précision de I’ordre
du rapport k de contractance). En effet, supposons que f’ est continue enletque 0 < L = |f'(I)| < 1.1l
existe alors un intervalle I = [l — 1,1 + 7] tel que

L 1+L
rel= 2 <|f(@) <0

Le théoréme des accroissements finis donne alors
[uny1 =1 = |f(un) — f(1)] = |f/(9)||un =1, 0 € [un,l]
Siug € I, alors 6 € I donc |u; — 1| < |ug —I| et uy € I, par récurrence on a pour tout n, u,, € I

1+ L

L
§|un_l|§‘un+1_”§ up =1
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on a donc par récurrence

L n 1—|—L n
<2> luo — 1] < Jup, —1] < <2> luo — |

Donc pour avoir |u, —I| < e il suffit que

1+ L\" In( =)
(iZ) ‘uo_l|§67$712‘iiigzy

et il faut que

<L>n|u —l\<e:>n>w
2 0= = (L)

Si f est suffisamment réguliere, il existe une méthode plus rapide lorsqu’on est proche de la racine ou
lorsque la fonction a des propriétés de convexité, c’est la méthode de Newton. Et méme si Newton n’est
pas applicable, une simple dichotomie peut étre plus efficace si la constante de contractance est supérieure
4 1/2 (y compris prés de la solution de f(z) = z).

def dicho(f,a,b,eps):
# local c,niter;
if f(a)*f(b)>=0:
return "erreur: f(a)x*f(b)>=0"
while b-a>eps:
c=(a+b) /2.0
if f(a)*f(c)>0:
a=c
else:
b=c
return c

f(x) :=cos(x)-x; dicho(f,0.0,1.0,1e-8);

x — cosx — x,0.73908513039351

Cette méthode a toutefois 1’avantage de se généraliser en dimension supérieure a 1, contrairement a la
dichotomie.

3.3 La méthode de Newton.

La méthode de Newton est une méthode de résolution de 1’équation f(z) = 0, attention a la différence
avec le théoréme du point fixe qui permet de résoudre numériquement f(z) = x. Si 2o est proche de la
racine r on peut faire un développement de Taylor a I’ordre 1 de la fonction f en zg :

f(x) = f(xo) + (z = x0) f'(x0) + O((z — 20)*)
Pour trouver une valeur approchée de r, on ne garde que la partie linéaire du développement, on résout :
f(r) =0~ f(zo) + (r — x0) f'(w0)
donc (si f'(xg) # 0):

Graphiquement, cela revient a tracer la tangente a la courbe représentative de f et a chercher ot elle coupe
I’axe des z.
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gl _x=-3..3;

f:=x"2-2;

G:=plot (f,x=-3..3);

x0:=1.9; M:=element (G, x0);
T:=tangent (G, x0, legend="",color=red) ;
N:=inter_unique (T, droite (y=0));
legend (-3, "xN="+round (abscisse (N), 3))

y.

xN=1.476,

On considere donc la suite récurrente définie par une valeur ug proche de la racine et par la relation :

f(un)

Up+1 = Up — f’(u )
n

Remarque : C’est un cas particulier de point fixe pour I’équation g(x) = x avec

IR V2T
g(z) = F(z)’ g (v) F(a)?

et donc ¢’ s’annule en un point ol f est nulle. On espére ainsi avoir une convergence trés rapide prés d’une
racine.

Il y a deux théorémes importants, I’'un d’eux prouve que si ug est “assez proche” de r alors la suite wu,,
converge vers 7, malheureusement il est difficile de savoir en pratique si on est “assez proche” de ug pour
que ce théoreme s’applique. Le second théoréme donne un critere pratique facile a vérifier qui assure la
convergence, il utilise les propriétés de convexité de la fonction.

Théoréme 3.3 Soit f une fonction de classe C? (2 fois continument dérivable) sur un intervalle fermé I.
Soit r une racine simple de f située a Uintérieur de I (telle que f(r) = 0 et f'(r) # 0). Alors il existe
€ > 0 tel que la suite définie par

f(un)

unH:un_f’(u 7’ lup —r| <e
n

converge vers r.
Sionalf"| < M er|1/f'| <m surun intervalle [r — n,r + 1) contenu dans I, alors on peut prendre
tout réel € > 0 tel que ¢ < 2/(mM) et <.

Démonstration : on a

Uppl — T =Up — T — =



En appliquant un développement de Taylor de f en u,, a I’ordre 2, on obtient pour un réel 8 situé entre r et

0=f(r)=f(un)+(r— un)f/(un) + (r— Un)Q@
donc : .
(un — T)f/(un) — fun) = (un — 7')2%@
d’otl:
2 L [f"(0)]

s = 7] <y =1
" " |f/(un)| 2

On commence par choisir un intervalle [r — e,7 + £] contenant strictement r et tel que |f"/| < M et
[1/f'| < m sur [r —e,r + €] (C’est toujours possible car f”/ et 1/’ sont continues au voisinage de r
puisque f(r) # 0). Si u,, est dans cet intervalle, alors 6 aussi donc

sMm _ |uy, —r|Mm
7| 5 <

= 2 |un_7n|v

[unt1 — 7] < |up —

On a |u,, — 7| < &, on diminue si nécessaire ¢ pour avoir € < 2/(Mm), on a alors :

eMm
= <

|1 — 7| < Klup — 7], k 5

donc d’une part u,, 1 est encore dans Iintervalle [r — e, 7 + ¢] ce qui permettra de refaire le méme raison-
nement au rang suivant, et d’autre part on a une convergence au moins géométrique vers r. En fait la
convergence est bien meilleure lorsqu’on est proche de 7 grace au carré dans |u,, — 7|2, plus précisément,
on montre par récurrence que

Mm ) 271

=l < o= (2

il faut donc un nombre d’itérations proportionnel & In(n) pour atteindre une précision donnée.

Remarque : ce théoreme se généralise sur C et méme sur R”.

Exemple : pour calculer /2, on écrit ’équation 2> — 2 = 0 qui a v/2 comme racine simple sur
I =[1/2,2], on obtient la suite récurrente

2
uy;, — 2

2u.,

Up+1 = Up —

Sionprendn = 1/2,0ona f' = 2z et f'/ = 2 donc on peut prendre M = 2etm = 1car |1/f'| < 1 sur
[V2 —1/2,4/2+1/2].Ona?2/(mM) = 1, on peut donc prendre £ = 1/2, la suite convergera pour tout
uo € [V2 —1/2,v/2+1/2].

Plus générallement, on peut calculer une racine k-ieéme d’un réel a en résolvant f(z) = x
méthode de Newton.

L’inconvénient de ce théoreme est qu’il est difficile de savoir si la valeur de départ qu’on a choisie se
trouve suffisamment pres d’une racine pour que la suite converge. Pour illustrer le phénomene, on peut par
exemple colorer les points du plan complexe en n + 1 couleurs selon que la suite définie par la méthode
de Newton converge vers 1’une des n racines d’un polyndme de degré n fixé au bout de par exemple 50
itérations (la n+ 1-ieme couleur servant aux origines de suite qui ne semblent pas converger). Session Xcas

Passons maintenant a un critére trés utile en pratique :

k _ q parla

Définition 3.4 (convexité)
Une fonction f continument dérivable sur un intervalle I de R est dite convexe si son graphe est au-dessus
de la tangente en tout point de 1.

Il existe un critére simple permettant de savoir si une fonction de classe C? est convexe :

Théoréme 3.5 Si f est C? et f' > 0 sur I alors f est convexe.
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Démonstration :
L’équation de la tangente au graphe en x( est

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0)
Soit
g(x) = f(x) = (f(zo) + f'(x0)(z — 20))
ona:
g(x0) =0, ¢'(z) = f'(x) = f'(z0), ¢'(x0)=0, ¢"=f">0

donc ¢’ est croissante, comme ¢’ () = 0, g’ est négative pour = < x et positive pour z > x5, donc g est
décroissante pour = < x et croissante pour x > xq. On conclut alors que g > 0 puisque g(xo) = 0. Donc
f est bien au-dessus de sa tangente.

On arrive au deuxieme théoréme sur la méthode de Newton

Théoreme 3.6 Si f(r) = 0, f'(r) > 0 et si f”' > 0 sur [r,b] alors pour tout uy € [r,b] la suite de la
méthode de Newton

et = T )
n

est définie, décroissante, minorée par r et converge vers r. De plus

f(un)
f'(r)

0<u, —r<

Démonstration :
Ona f"" > 0doncsi f'(r) > Oalors f/ > 0 sur [r,b], f est donc strictement croissante sur [r, b] on en
déduit que f > 0 sur ]r,b] donc u,41 < u,. Comme la courbe représentative de f est au-dessus de la
tangente, on a u,4+1 > 7 (car u,41 est ’abscisse du point d’intersection de la tangente avec I’axe des z).
La suite u,, est donc décroissante minorée par , donc convergente vers une limite [ > 7. A la limite, on a

)
10

= f(1)=0

donc ! =rcar f > Osur]r,b|.
Comme (u,,) est décroissante, on a bien 0 < wu,, — 7, pour montrer 1’autre inégalité, on applique le
théoréme des accroissements finis, il existe 6 € [r, uy,] tel que

flun) = f(r) = (un —7)£'(6)

comme f(r) =0,ona

we — = f(un)
! f'(9)

et la deuxiéme inégalité du théoréme en découle parce que f” est croissante.
Variantes :
Il existe des variantes, par exemple si f/'(r) < Oet f”/ > 0 sur [a,r]. Si f/ <0, on considere g = —f.
Application :
On peut calculer la valeur approchée de la racine k-iéme d’un réel @ > 0 en appliquant ce deuxieme
théoréme. En effet si @ > 0, alors ¥ — a est 2 fois continument dérivable et de dérivée premiere kxk—1 et
seconde k(k — 1)z*~2 strictement positives sur R** (car k > 2). 1l suffit donc de prendre une valeur de
départ ug plus grande que la racine k-ieme, par exemple 1+a/k (en effet (1+a/k)* > 1+ka/k = 1+a).
En appliquant I’'inégalité du théoreme, on a :

k k k
n—a U

<
ya ' = ka

0<u, — Ya< —
k
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Pour avoir une valeur approchée de /a a € prés, on peut donc choisir comme test d’arrét

ka
uk—ag

e

Par exemple pour V2, le test d’arrét serait u,% — 2 < 2e.

Remarque : Lorsque u,, est proche d’une racine, le calcul approché de f(u,,) peut poser des problemes
a cause de compensations entre deux valeurs proches que 1’on soustrait. Par exemple pour f(z) = 22 — 2,
si x est proche de V2, 22 sera proche de 2, et le calcul de la différence va perdre énormément de précision

relative.

f(x):=x"2-2;g:=1d-f/f";u:=2.0;
)11;pour j de 1 Jjusque 6 faire u=g(u);

([u,f(u)1); fpour:;1;

L

2
—2
X220
X

b

2.0

1.5
1.4166666666667
1.4142156862745
1.4142135623747
1.4142135623731

| 1.4142135623731

l:=[[u, f(u

1.append

2.0
0.25
0.0069444444444287
6.0073048757658 x 106
4.504840944719 x 10712
—1.4210854715202 x 1014
—1.4210854715202 x 10~ 14

, "DOHG",

2.0

1.5
1.4166666666667
1.4142156862745
1.4142135623747
1.4142135623731

| 1.4142135623731

On peut contourner ce probleme en utilisant des flottants multipfecision, ci-dessus en posant par exemple
u=evalf (u, 40). Dans le cas de la recherche de racines de polyndmes, on peut utiliser des rationnels
(u=2) mais un autre probleme se produit : la taille du numérateur et du dénominateur va en gros dou-
bler a chaque itération ! Pour éviter cela, on peut remplacer par un rationnel proche de taille de numéra-
teur/dénominateur plus petite par arrondi & une puissance de 2 dépendant de la précision attendue de u.,.

4 Développement de Taylor, séries entieres, fonctions usuelles

Résumé : Séries entieres. Calcul des fonctions transcendantes usuelles.
Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle I de R et o € I. On peut alors effectuer
le développement de Taylor de f en xg a 1’ordre n

(7] (4
Tal(f)(®) = £(@0) + (& — 70) (@) + o + (& — 7). n(! s

et se demander si T, (f) converge lorsque n tend vers I'infini, si la limite est égale & f(x) et si on peut
facilement majorer la différence entre f(x) et T,,(f)(z). Si c’est le cas, on pourra utiliser T, (f)(x) comme
valeur approchée de f(z).

On peut parfois répondre a ces questions simultanément en regardant le développement de Taylor de f
avec reste

Théoréme 4.1 Si f est de classe C"™ L sur [xg, ] (ou [, 1)), il existe  compris entre x et x tel que

(n+1](p
A _ Ry L ()]
Rafa) = J(@) = Tu(£)(w) = (@ = a0)"™* ey
[n]

La preuve se fait en considérant la fonction g(¢) := f(x) — (f(t) + (z — ) f'(t) + ... + (z — t)”fT,(t)) —
C(x — t)"*! qui vérifie g(z) = 0. On choisit C pour que g(x) = 0 et on calcule la dérivée qui s’annule
en 6 entre xq et x, ce qui donne la valeur de C.

C’est le cas pour la fonction exponentielle que nous allons détailler, ainsi que les fonctions sinus et
cosinus.
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4.1 La fonction exponentielle

Soit f(x) = exp(x) et zg = 0, la dérivée n-ieme de f est exp(z), donc R, (z) = exp(8)x" " /(n+1)!
avec 0 compris entre 0 et z, ainsi si z est positif | R, (z)| < e*2"1/(n + 1)! et si x est négatif, | R, (z)| <
2" /(n + 1)!. Dans les deux cas, la limite de R,, est 0 lorsque n tend vers I’infini, car pour n > 2x, on a

xn—i—l " T 1"
<

(n+1)!  nln+1-2n!

on a donc pour tout x réel

¢’ = lim T,(f)(z)= lm Z%:Zxﬁ

n—-4o0o n—-—+o0o

gl x=-1.5..1.5,gl_y=-4..4

,plot ([exp (x), 1+x, 1+x+x"2/2, 1+x+x"2/2+x"3/6,
1+x+x"2/2+x"3/6+x"4/24] ,x=-1.5..1.5,
color=[black,blue,cyan,green, red])

-1 -05 0 0.5 1 1.5

Comment en déduire une valeur approchée de e® ? 1l suffira d’arréter la sommation lorsque R :=
(—2)" Tt /(n 4+ 1)!'si x < 0 ou lorsque R := e®z"*1/(n + 1)!si & > 0 est inférieur a I’erreur absolue
souhaitée, le plus tot étant le mieux pour des raisons d’efficacité et pour éviter I’accumulation d’erreurs
d’arrondi. Si on veut connaitre ¢ a une erreur relative € donnée (par exemple e = 27°3 pour stocker le
résultat dans un double) il suffit que R/e® < ¢, donc si z est positif, il suffit que 2" ! /(n + 1)! < ¢, on
peut donc arréter la sommation lorsque le terme suivant est plus petit que €.

On observe que plus x est grand, plus n devra étre grand pour réaliser le test d’arrét, ce qui est facheux
pour le temps de calcul. De plus, le résultat final peut étre petit alors que les termes intermédiaires calculés
dans la somme peuvent étre grands, ce qui provoque une perte de précision relative, par exemple si on veut
calculer e~ Y ou plus générallement I’exponentielle d’un nombre négatif de grande valeur absolue.

Exercice : combien de termes faut-il calculer dans le développement de 1’exponentielle de -10 pour que
le reste soit plus petit que 277 ? Quel est la valeur du plus grand terme rencontré dans la suite ? Quelle est
la perte de précision relative occasionné par cette méthode de calcul ?

On peut utiliser les propriétés de la fonction exponentielle pour éviter ce probleme. Pour les nombres
négatifs, on peut utiliser I’équation e~* = 1/e® (ne change pas I’erreur relative). Pour les grands réels,
on peut utiliser e2* = (e%)? (multiplie par 2 I’erreur relative). On peut aussi, si on connait une valeur
approchée de In(2), effectuer la division euclidienne de x par In(2) avec reste symétrique :

In(2
z=aln(2) +r, aEZ,MS%
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puis si r est positif, on somme la série de T'(f)(r), si r est négatif, on calcule T'(f)(—r) et on inverse, on
applique alors :
ew — 2ae7‘

11 faut toutefois noter que In(2) n’étant pas connu exactement, on commet une erreur d’arrondi absolu
sur r d’ordre an, ol i est I’erreur relative sur In(2), il faut donc ajouter une erreur d’arrondi relative de
an/In(2) qui peut devenir grande si z est grand. Puis il faut ajouter la somme des erreurs d’arrondi due
au calcul de e", que 1’on peut minimiser en utilisant la méthode de Horner pour évaluer T,,(f)(r) (car
elle commence par sommer les termes de plus haut degré qui sont justement les plus petits termes de la
somme). Les coprocesseurs arithmétiques qui implémentent la fonction exponentielle ont un format de
représentation interne des double avec une mantisse plus grande que celle des double (par exemple 64 bits
au lieu de 53), et une table contenant des constantes dont In(2) avec cette précision, le calcul de e* par
cette méthode entraine donc seulement une erreur relative d’arrondi au plus proche sur le résultat converti
en double (donc de 27%3).

Notons que en général = lui-méme a déja été arrondi ou n’est connu qu’avec une précision relative. Or
si ¢ > 0 est connu avec une erreur relative de e (donc une erreur absolue de ¢|z|, alors

I6€|I|

ex+5|:1:\ — ¢

donc on ne peut pas espérer mieux qu’une erreur relative de e/*l — 1 sur I’exponentielle de . Si ez est petit
cette erreur relative (impossible a éviter, quel que soit I’algorithme utilisé pour calculer I’exponentielle) est
d’ordre e|z|. Si ex est grand alors I’erreur relative devient de I’ordre de 1, et la valeur de I’exponentielle
calculée peut étre tres éloignée de la valeur réelle ! Notons que pour les double, il y aura dans ce cas
débordement soit vers I’infini soit vers 0 (par exemple si x est supérieur a 709, I’exponentielle renvoie
infini).

Exercice : refaire les mémes calculs pour les fonction sinus ou cosinus. On utilise par exemple sin(x +
m) = —sin(x), sin(—x) = —sin(x), sin(z) = cos(mw/2 — ) pour se ramener au calcul de sin(z) ou de
cos(x) sur [0, 7/4].

o p2n+l 0 n r2n
sin(z) = ngo(—l)"m, cos(z) = ,;0(_1) @n)!

Cette méthode a toutefois ces limites, car il peut devenir impraticable de calculer la dérivée n-ieme
d’une fonction (par exemple avec tan(z)), et encore plus de la majorer. D’ou I’intérét de développer une
théorie des fonctions qui sont égales a leur développement de Taylor a I’infini d’une part, et d’avoir d’autres
méthodes pour majorer le reste, nous présentons ici le cas des séries alternées.

Remarque : pour calculer la fonction exponentielle en optimisant le nombre d’opérations a effectuer,
on utilise des approximants de Padé, ce sont des fractions rationnelles qui ont le développement de Taylor
souhaité en = = 0, et présentent des symétries permettant de les calculer efficacement.

P:=pade (exp (x),x,10,6); series(P,x=0,10);

—25 — 302* — 42022 — 336022 — 151202 — 30240 1+x+x72+m73+x74+x75+x76+ 27 n 28 n 29 n 210 !
x5 — 30z* + 42023 — 336022 + 151202 — 30240 ’ 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800
Le programme suivant permet de calculer ’exponentielle sur [— In(2)/2,1n(2)/2] en 12 opérations avec

une précision proche de 1e—15

def f(x):
X=x*X
g=((X+420) *X+15120) »x
r=(30X+3360) xX+30240
return (r+q)/ (r-q)

£(0.34); exp(0.34)

1.4049475905636, 1.4049475905636

En ajoutant une division par In(2) avec arrondi a I’entier le plus proche, on a 1’exponentielle en 16 opéra-
tions arithmétiques de base.
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4.2 Séries entieres.

Les séries de type prendre la limite lorsque n tend vers I’infini du développement de Taylor en x=0 sont

de la forme i

ianac” = lim Zanx",an = ik (0)
n=0

k——+oo n!
n=0

On peut s’intéresser plus générallement & > a,z™ lorsque a, est un complexe quelconque, c’est ce
qu’on appelle une série entiere, on peut aussi les voir comme des polyndmes généralisés.
S’il existe un point zq tel que |a,x{| est borné (ce sera le cas en particulier si la série converge en x),
alors . "
n n n n
Jana"| = gl ]| - |" < M| |
To o

la série converge donc en z si || < |zg| et on peut majorer le reste de la série au rang n par

x |n+1
‘Rn| < leoi

— 351

Zo

la vitesse de convergence est donc du méme type que pour le théoreme du point fixe (le nombre de termes
a calculer pour trouver une valeur approchée avec k£ décimales dépend linéairement k, les constantes sont
d’autant plus grandes que || est grand).

Théoreme 4.2 S’il existe un rang ng, un réel M > 0 et un complexe x tels que pour n > ng, on ait :
lanzo|™ < M

alors la série converge pour |x| < |xg| et pourn > ng, ona:

2z |n+1
|R.| <M 19617\3”4 3
o

On en déduit qu’il existe un réel positif & > 0 éventuellement égal a +oo tel que la série converge
(la limite de la somme jusqu’a I'infini existe) lorsque |z| < R et n’existe pas lorsque |z| > R, ce réel est
appelé rayon de convergence de la série. Par exemple ce rayon vaut +oo pour I’exponentielle, le sinus ou
le cosinus. Il est égal & 1 pour la série géométrique > 2™ (car elle diverge si || > 1 et converge si |z| < 1).
On ne peut pas dire ce qui se passe génériquement lorsqu’on est a la limite, c’est-a-dire lorsque |x| = R
(si R # 400). Mais cela n’a en fait pas trop d’importance en pratique car méme si la série converge, elle
converge souvent trop lentement pour donner de bonnes approximations. En fait, la vitesse de convergence
d’une série entiére de rayon R # +o0 est en gros la méme que celle d’une série géométrique de raison
|z[/R.

Lorsque deux séries ont un rayon de convergence non nul, alors on peut effectuer leur somme, leur
produit comme des polyndmes et la série somme/produit a un rayon de convergence au moins égal au plus
petit des 2 rayons de convergence des arguments. On peut inverser une série entiere non nulle en 0 en
appliquant

A4z t=1—a4+2?—23+ ..

et on obtient une série entiere de rayon de convergence non nul. On peut aussi composer deux séries entieres
get fengo f (avec les regles de calcul de composition des polyndmes) si f(0) = 0. On peut enfin dériver
et intégrer une série entiere terme a terme dans son rayon de convergence.

On dit qu’une fonction est développable en série entiere en O si elle est égale a son développement
de Taylor en 0 sommé jusqu’en I'infini dans un disque de centre O et de rayon non nul. Les fonctions
exponentielle, sinus, cosinus sont donc développables en série entiere en 0. La fonction tangente également
car le dénominateur cosinus est non nul en 0, mais son rayon de convergence n’est pas I’infini et le calcul
des a, est assez complexe. La fonction (1 + x)® est développable en séries entieres pour tout & € R avec
un rayon de convergence 1 (ou I’infini pour « entier positif).

ala—1) , ala=1)..(a=n+1) ,

(l—i—x)"‘zl—l—ax—l—Tm +..+ o "+ .
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Pour o = —1, c’est la série géométrique de raison —z, en effet si |z| < 1:

k
n 1-— (7‘I)k+1 1
2 ()" = T e 1

En intégrant par rapport a x, on obtient que In(1 + z) est développable en série entiere en 0 de rayon de
convergence 1 et

=, (—a) !
In(l+z) = Z —
— n+t 1

On peut calculer de maniére analogue le développement en série entiere de arctan(z) en iintégrant celui

de 1/(1 + x?), de méme pour arccos(x) et arcsin(z) en intégrant celui de (1 — z2)~1/2,
e 2n+1
x
t = -1H"
arctan(z) 3:0( ) 1l

On peut donc calculer In, arctan, ... par ces formules, mais il faut répondre a la question ol arréte-t-on la
somme pour obtenir une précision donnée ? Dans le cas de In(1 + x), on pourrait répondre comme avec
I’exponentielle en majorant la dérivée n + 1-iéme, mais ce n’est plus faisable pour arctan, arcsin, arccos.
On va donner un autre critere qui ne nécessite pas de calculer cette dérivée mais utilise 1’alternance des
signes dans la somme.

4.3 Série alternée

Théoreme 4.3 Soit S,, = Z:O(—l)kuk la somme jusqu’au rang n d’une série de réels tels que la suite
des uy, décroit a partir d’un rang ny et tend vers 0 lorsque k — +o0. Alors S, converge vers une limite S.
Sin > ny, la limite est comprise entre deux sommes partielles succesives Sy, et Sy, 1 et le reste est majoré
par la valeur absolue du premier terme non sommé :

|Rn| < ‘un+1‘

Démonstration :
on montre que les suites v,, = Sy, et w, = Ss,+1 sont adjacentes. On a

_ (_1)2n+2

2 1
Un41 — Unp = 52n+2 - SQn - (_1) nt

Ugpt2 + Ugpt1 = U2pt2 — U2pt1 <0

donc v,, est décroissante, de méme w,, est croissante, et v,, — w, = Ugn+1 est positif et tend vers 0. On en
déduit que v,, et w,, convergent vers la méme limite S telle que v,, > S > w, et les inégalités du théoreme
s’en déduisent.

Remarque
lorsqu’on utilise une suite alternée pour trouver une valeur approchée, il faut que w,, tende assez vite vers
0, sinon il y aura perte de précision sur la mantisse lorsqu’on effectuera wug,, — u2,+1. On sommera aussi
les termes par ordre décroissant pour diminuer les erreurs d’arrondi.

4.4 La fonction logarithme
Si nous voulons calculer In(1 + x) pour € [0, 1] avec une précision &, il suffit de calculer
k+1

;(_Mk +1

k=0

pour n tel que la valeur absolue du terme suivant soit plus petit que € :

n+1

n tel que <e
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en effet, les signes sont alternés et la suite ik—_: décroit vers 0.

Si la suite décroit lentement vers 0, cette méthode est mauvaise numériquement et en temps de calcul
car il y a presque compensation entre termes successifs donc perte de précision sur la mantisse etil y a
beaucoup de termes a calculer. C’est le cas pour le logarithme, si x est voisin de 1, il faut calculer n termes
pour avoir une précision en 1/n, par exemple 1 million de termes pour avoir une précision de le — 6 (sans
tenir compte des erreurs d’arrondi). Si x est proche de 1/2 il faut de I’ordre de — In(e)/ In(2) termes ce qui
est mieux, mais encore relativement grand (par exemple 50 termes environ pour une précision en le — 16,
13 termes pour le — 4). On a donc intérét a se ramener si possible a calculer la fonction en un x ot la
convergence est plus rapide (donc |x| le plus petit possible). Par exemple pour le calcul de In(1 + z) on
peut :

— utiliser la racine carrée

In(1+z) =2In(v1+ )

on observe que :

x x
X=Vl+zr-1=—"—<—
1+V14+2 = 2
il faut toutefois faire attention a la perte de précision sur X par rapport a = lorsque x est petit.

— utiliser I’inverse
—

In(l+2)=—-In(1/1+2z)) =—In(1+ )
lorsque x est proche de 1, —2/(1 + x) est proche de —z/2, on a presque divisé par 2. Attention
toutefois, on se retrouve alors avec une série non alternée, mais on peut utiliser 3 pour majorer le
reste dans ce cas.

— trouver une valeur approchée g de In(1 + z) a une précision faible, par exemple le — 4, et utiliser
la méthode de Newton pour améliorer la précision. Soit en effet y = In(1 + ), alors e¥ = 1 + z, on
pose f(y) = e¥ — (1 + ), on utilise la suite itérative

14z

eV — (1+x)

Yn+1 = Yn —
eYn

Comme y est proche a 1le — 4 de y, on peut espérer avoir une valeur approchée de y a 1e — 16 en 2
itérations. Notez que y est proche de 0, on est dans un domaine ot le calcul de e¥ est rapide et précis
et de plus la méthode de Newton “corrige” les erreurs intermédiaires.
— En fait pour calculer le logarithme a la précision usuelle pour = € [1/2, 2], il existe une autre opti-
14t

misation, résoudre x = {5 et utiliser le développement en séries

1+t — 7R
In(——) =2
n(1 =) 1;)2k+1

pour |t| < 1/3. Cette méthode nécessite d’aller jusque k = 14 pour majorer le reste en 1le—16, ce
qui donne une méthode de calcul du log en une trentaine d’opérations.
Nous sommes donc en mesure de calculer précisément le logarithme In(1 + z) pour |z| < 1/2. Pour
calculer In sur R™, on se raméne a [1/2, 1] en utilisant I’écriture mantisse-exposant.
Remarquons que si x est connu a une erreur relative € pres, comme

In(z(1+e¢)) =In(z) +In(1 L)

In(z) est connu & une erreur absolue de |In(1 4 ¢)| = €. Si In(x) est proche de 0, on a une grande perte de
précision relative.

Finalement, nous savons calculer In et exp sous réserve d’avoir dans une table la valeur de In(2). Pour
calculer In(2) précisément, on peut utiliser

In(2) = —In(1/2) = —In(1 — 1/2)
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et le développement en série calculé en mode exact avec des fractions a un ordre suffisant, on majore le
reste en utilisant que le terme général de la série In(1 + ) est borné par M = 1 en x = 1, donc d’apres
3): )

1Bl < 5
(on peut méme obtenir 1/(n2™) car on a besoin de M uniquement pour les termes d’ordre plus grand que
n, on peut donc prendre M = 1/n). Par exemple, pour avoir In(2) avec une mantisse de 80 bits, on effectue
une fois pour toutes avec un logiciel de calcul formel :

ar=sum((1/2)"k/k,k=1..80)

6794597744424689115850938435319845455458095064 784927626871
9802532470716835403503964719722241212423852789247613337600

puis la division en base 2 avec 81 bits de précision
g:=iquo (numer (a) x2781,denom(a)); evalf (gx2”(-81))

1675927046744002482639815, 0.69314718055995

Exercice : pour les fonctions trigonométriques, il faut une méthode de calcul de 7. On peut par exemple
faire le calcul de 16 arctan(1/5) — 4 arctan(1/239) en utilisant le développement de la fonction arctan a
un ordre suffisant.

4.5 Autres applications
On peut calculer certaines intégrales de la méme maniere, par exemple
1/2 1

0 V143

mais aussi des fonctions définies par des intégrales (cas de nombreuses fonctions spéciales).

4.5.1 Exemple : la fonction d’erreur (error fonction, er f)

Cette fonction est définie a une constante multiplicative pres par :

flx) = /Ow et dt

On peut développer en séries entieres I’intégrand (rayon de convergence +00), puis intégrer terme a terme,
on obtient

too 2+l
flz) = WZ::O(—U m

Ce développement converge trés rapidement pour |z| < 1. Par contre, pour |z| grand, il faut calculer
beaucoup de termes avant que le reste soit suffisamment petit pour étre négligeable, et certains termes
intermédiaires sont grands, ce qui provoque une perte de précision qui peut rendre le résultat calculé com-
pletement faux. Contrairement a la fonction exponentielle, il n’y a pas de possibilité de réduire 1’argument
a une plage ou la série converge vite. Il faut donc

— soit utiliser des flottants multiprécision, avec une précision augmentée de la quantité nécessaire pour

avoir un résultat fiable
— soit, pour les grandes valeurs de x, utiliser un développement asymptotique (en puissances de 1/x)

de
—+oo
7t2
/ e dt
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ainsi que

+oo
/ et dt = ﬁ
0 2

Le développement asymptotique s’obtient par exemple en changeant de variable v = ¢ et en ef-
fectuant des intégrations par parties répétées en intégrant e~* et en dérivant u~'/? et ses dérivées
successives. Ce type de développement asymptotique a la propriété inverse du développement en
0 : les termes successifs commencent par décroitre avant de croitre et de tendre vers I’infini. Il faut
donc arréter le développement a un rang donné (dépendant de z) et il est impossible d’obtenir une
précision meilleure pour cette valeur de x par un développement asymptotique (on parle parfois de
développement des astronomes).

Exercice : donner une valeur approchée de f(1) a 1e— 16 pres. Combien de termes faut-il calculer dans
la somme pour trouver une valeur approchée de f(7) & le—16 pres ? Comparer la valeur de f(7) et la valeur
absolue du plus grand terme de la série, quelle est la perte de précision relative si on effectue les calculs en
virgule flottante ? Combien de chiffres significatifs faut-il utiliser pour assurer une précision finale de 16
chiffres en base 10 ? Calculer le développement asymptotique en 1’infini et déterminer un encadrement de
f(7) par ce développement. Combien de termes faut-il calculer pour déterminer f(10) a 1e — 16 prés par
le développement asymptotique et par le développement en séries ? Quelle est la meilleure méthode pour
calculer f(10)?

4.5.2 Recherche de solutions d’équations différentielles

On peut aussi appliquer les techniques ci-dessus pour calculer des solutions de certaines équations dif-
férentielles dont les solutions ne s’expriment pas a I’aide des fonctions usuelles, on remplace dans 1’équa-
tion la fonction inconnue par son développement en séries et on cherche une relation de récurrence entre
Gn+1 €t a,. Sion arrive 2 montrer par exemple qu’il y a une solution ayant un développement alternée, ou
plus générallement, si on a une majoration |a,+1/a,| < C, alors le reste de la série entiére est majoré par
lanz™|/(1—|Cz]|) lorsque |z| < 1/C, on peut alors calculer des valeurs approchées de la fonction solution
a la précision souhaitée en utilisant le développement en séries entieres.

4.5.3 Exemple : fonctions de Bessel d’ordre entier

Soit m un entier positif fixé, on considere I’équation différentielle

x2y”—|—xy’+ (1'2 —m2)y:O

dont on cherche une solution série entiere y = > -, arz®. En remplacant dans I’équation, si 2 est dans le
rayon de convergence de la série (rayon supposé non nul), on obtient

o0 o0 o0
Z k(k — 1)apz® + Z kapa® + Z(m2 —m?)apz® =0
k=0 k=0 k=0
soit encore
oo
0 = Z(l{2 —m? + 2¥)apa”
k=0
o0
= —m?ap+ (1 —mHarz + Z[(k2 —m%)ay + ap_o)z*
k=2
Par exemple, prenons le cas m = 0. On a alors ag quelconque, a; nul et pour & > 2
ak—2
—3
Donc tous les a d’indice impair sont nuls. Les pairs sont non nuls si ag # 0, et ils sont de signe alterné.
Soit z fixé, on observe que pour 2k > ||,

ap =

|a2;€x2k| < |a2k_2x2k_2|
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donc la série Y- arz" est alternée a partir du rang partie entiere de |z| plus un. Donc elle converge pour
tout x (le rayon de convergence de y est +00) et le reste de la somme jusqu’a 1’ordre 2n est inférieur en

valeur absolue a :

|Ron (2)| < |agnioa®t?|

Par exemple, pour avoir une valeur approchée & 1le — 10 prés de y(z) pour ag = 1 et || < 1, on calcule
Y = Zi’lo az®, on s’arréte au rang n tel que

|azn 222" 2| < |agnia] < 10710

On remarque que :
N Gt A GO
2242 (2n)2 2272

a2n

donc n = 7 convient.

Pour m # 0, on peut faire un raisonnement analogue (les calculs sont un peu plus compliqués).

On a ainsi trouvé une solution ¥ de 1’équation différentielle de départ dont on peut facilement calculer
une valeur approchée (aussi facilement que par exemple la fonction sinus pour |z| < 1), on peut alors
trouver toutes les solutions de 1’équation différentielle (en posant y = ygz et en cherchant z).

Exercice : faire de méme pour les solutions de ¢y’ — xy = 0 (fonctions de Airy).

4.6 Développements asymptotiques et séries divergentes

Un développement asymptotique est une généralisation d’un développement de Taylor, par exemple
lorsque le point de développement est en I’infini. De nombreuses fonctions ayant une limite en 1’infini
admettent un développement asymptotique en 1’infini, mais ces développements sont souvent des séries qui
semblent commencer par converger mais sont divergentes. Ce type de développement s’avere néanmoins
tres utile lorsqu’on n’a pas besoin d’une trop grande précision sur la valeur de la fonction.

Nous allons illustrer ce type de développement sur un exemple, la fonction exponentielle intégrale,

définie a une constante pres par
+oo et
F@) = / o
= t

On peut montrer que 1’intégrale existe bien, car Iintégrand est positif et inférieur 2 e~ (qui admet —e™
comme primitive, cette primitive ayant une limite en +o00). Pour trouver le développement asymptotique
de f en 400, on effectue des intégrations par parties répétées, en intégrant 1I’exponentielle et en dérivant la
fraction rationnelle

—et 400 _et
fl@) = [ / G

t

T 12 —t3
T T +oo —t
e e 2e
= — - — dt
x x? +/L t3
{1 1 2 (—=1)"n! T (—1)(n+1)le?

S(a) = e (1 e W) . R()=- /m D @



Le développement en séries est divergent puisque pour z > 0 fixé et n tendant vers 1’infini

n!

lim —— =4
n—-+oo pntl

mais si z est grand, au début la série semble converger, de maniere trés rapide :
! >> ! >> 2
x x? a3

On peut utiliser S(z) comme valeur approchée de f(z) pour x grand si on sait majorer R(z) par un nombre
suffisamment petit. On a

T (4 Dlemt (n+1)le®
Rai< [P -

On retrouve une majoration du type de celle des séries alternées, I’erreur relative est inférieure a la valeur
absolue du dernier terme sommé divisé par e~* /x. Pour x fixé assez grand, il faut donc trouver un rang n,
s’il en existe un, tel que (n+1)!/2" ! < € ol € est la précision relative que 1’on s’est fixée. Par exemple, si
x > 100, n = 11 convient pour € = 12!/100'? = 5¢ — 16 (a peu pres la précision relative d’un “double”).
Ceci permet d’avoir une approximation de la fonction avec une bonne précision et peu de calculs, mais
contrairement aux séries entieres, il n’est pas possible d’améliorer cette précision de maniere arbitraire en
poussant le développement plus loin, il y a une précision maximale possible (qui dépend de x).

Ce type de développement asymptotique peut étre effectué pour d’autres fonctions du méme type, par

exemple
/+°° g /+oo sin(t) &t
&
x ’ x t '

Digression : calcul approché de la constante d’Euler ~
On peut montrer que

n
. 1
ngr-ir-loo Unp,y Up = — E - ln(n) (5)

existe (par exemple en cherchant un équivalent de u,,+; — u, qui vaut %) et on définit v comme sa
limite. Malheureusement, la convergence est trés lente et cette définition n’est pas applicable pour obtenir
la valeur de «y avec une tres grande précision. Il y a un lien entre v et la fonction exponentielle intégrale,
plus précisément lorsque © — 0, f(x) admet une singularité en — In(x), plus précisément f(x) + In(z)
admet un développement en séries (de rayon de convergence +00), car :

1 -t +oo —t
-1
f(z)+In(z) = /%dt—{—/ ert
T 1

1 _—t +oo —t T —t
-1 -1
/eidt-‘r/ e—dt—/ S
0 13 1 t 0 13

Que vaut la constante du membre de droite :

! 1 ‘oo 1
C’:/ (e_t—l)fdt—i—/ e = dt

Il se trouve que C' = —~y (voir plus bas une démonstration condensée) et donc :

T1—et
Y= /O Lt ()~ In(a) ©)

Pour obtenir une valeur approchée de +, il suffit donc de prendre un z assez grand pour pouvoir calculer
f(x) par son développement asymptotique a la précision requise, puis de calculer I’intégrale du membre
de droite par le développement en séries en x = 0 (en utilisant une précision intermédiaire plus grande
puisque ce développement en séries va sembler diverger au début avant de converger pour n suffisamment
grand). Par exemple, on pose = 13, on calcule f(13) par (4) avec n = 13 (qui correspond au moment out
le terme général de la série est minimum puisque le rapport de deux termes successifs est en n/x) et une
erreur absolue inférieure & e 1313!/13 = 4e — 12
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f(13) = exp (-13) *sum( (-1) “n*n!/13.”~ (n+1l),n=0..13)

puis on remplace dans (6), avec

T 1— e—t S N xn—i—l
/0 = 21 (n+1)(n+1)!

n=0

dont on obtient une valeur approchée, en faisant la somme jusqu’au rang 49 (pour lequel le terme général est
de’ordre de 1e—12), le reste de cette somme R est positif et est inférieura (-1) *50«13.751/51/51!)
qui est de I’ordre de 8e—-12

evalf (sum((-1)"*n*13"(n+l)/(n+l)/ (n+1l)!,n=0..49))

La somme argument de evalf étant exacte, il n’y a pas de problemes de perte de précision, on peut aussi
faire les calculs intermédiaires en arithmétique approchée, on doit alors prendre 4 chiffres significatifs de
plus pour tenir compte de la valeur du plus grand terme sommé dans la série, terme que I’on détermine par
exemple par

seq(13.” (n+1)/ (n+1) /(n+1)!,n=0..20)
ceterme vaut 13711/11/11! soit 4000 environ)
Digits:=16; sum((-1)"n*x13."~(n+1)/(n+l)/(n+l)!,n=0..49)
On obtient finalement comme valeur approchée de

—exp (-13)*sum((-1)*n*n!/13.%(n+1),n=0..13)-1n(13)+
sum((-1)*n*13"(n+1)/(n+l)/ (n+1)!,n=0..49)

soit 0.577215664897 avec une erreur inférieure a 1 . 2e—11. Bien entendu, cette méthode est surtout
intéressante si on veut calculer un grand nombre de décimales de la constante d’Euler, sinon on peut par
exemple appliquer la méthode d’accélération de Richardson a la suite convergente (5) qui définit v ou
d’autres méthodes d’accélération (en transformant par exemple la série en série alternée). On calcule alors
de deux manieres différentes f(x) pour x plus grand (déterminé par la précision qu’on peut obtenir par le
développement aymptotique de f).

On peut calculer 7 de la méme maniere avec le développement en séries et asymptotique de la fonction
sinus intégral (on remplace exponentielle par sinus dans la définition de f) et 1’égalité (dont un schéma de

preuve est aussi donné plus bas)
+00o o
sin(t
[
0

T
t 2

(7
Calcul de C (et preuve de (7)) :

Pour cela on effectue une intégration par parties, cette fois en intégrant 1/¢ et en dérivant ’exponentielle
(moins 1 dans la premiére intégrale).

1 1 +oo 1
/ (et —1)= dt + / e = dt
0 t 1 l

1 “+o0
= [(e7" =)@+ /0 In(t)e™" dt + [e " In(t)]7> + /1 In(t)e™" dt

+o0o
= / In(t)e " dt
0

Pour calculer cette intégrale, on utilise I’égalité (qui se démontre par récurrence en faisant une intégration

par parties) :
+o0
n! = / the ! dt
0
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On va a nouveau intégrer par parties, on integre un facteur multiplicatif 1 et on dérive I’intégrand, on
simplifie, puis on intégre ¢ et on dérive I’autre terme, puis ¢ /2, etc.

“+o0
C = [te*tln(t)]g“’—/o te*t(%—ln(t))dt

—+oo —+oo
= 0—/ et dt+/ te”"In(t) dt
0 0

:.4+ﬁf4m@mw—4 CetG — (o) di

1 1 oo gn

= —-1--- —7+/ —e tIn(t) dt
2 n o nl
1 1

e (DR

+oo m —t
@:A L e tn(t) - n(n) dt

n!

Pour déterminer I,, on fait le changement de variables t = nu

“+o0 n
I, = / (nu') e ™ 1n(u)n du
0 n!

nn-i—l +oo
= ' / eI =) Iy (y) du,
n- 0

Or en faisant le méme changement de variables t = nu :
+o0 +oo
n! = / the~t dt = n" ! / enin(w)=u) gy,
0 0

Donc
f0+oo e =) n () du

f0+°<> en(in(w)—u) dy,

Lorsque n tend vers I’infini, on peut montrer que I,, — 0, en effet les intégrales sont équivalentes a leur
valeur sur un petit intervalle autour de u = 1, point out I’argument de 1’exponentielle est maximal, et comme
Iintégrand du numérateur a une amplitude In(u) qui s’annule en v = 1, il devient négligeable devant le
dénominateur. Finalement on a bien C' = —.

On peut remarquer qu’en faisant le méme calcul que C' mais en remplacant e~¢ par e~ pour R(a) >
0, donne lim I, = — In(«) (car le point critique ol la dérivée de la phase s’annule est alors 1/«). Ceci peut
aussi se vérifier pour « réel en faisant le changement de variables at = u

/ (e —1)= dt +/ e = dt = —y — In(a)
0 t 1 t
En faisant tendre o vers —i, — In(c) tend vers In(i) = 7 et on obtient
1 “+oo
. 1 1 ™
T 1)= dt Todt = —y+iz
[ ngas [ e a= i

dont la partie imaginaire nous donne (7), et la partie réelle une autre identité sur + faisant intervenir la
fonction cosinus intégral.

I, =
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5 Polynomes : arithmétique, factorisation, interpolation

5.1 Arithmétique des polynomes : Bézout et applications

On considere les polyndomes a une variable a coefficients dans R ou C ou Q. Les algorithmes de base
déja évoqués sont I’évaluation en un point (méthode de Horner), I’addition, la soustraction, la multiplication
et la division euclidienne de A par B # 0 :

A=BQ+ R, deg(R) < deg(B)

A T’aide de la division euclidienne, on peut calculer le PGCD de deux polyndmes par 1’algorithme
d’Euclide. Nous allons présenter 1’algorithme d’Euclide étendu (ou de Bézout)

Théoréme 5.1 Etant donnés 2 polynémes A et B, il existe deux polynomes U, V tels que
AU + BV = pgcd(A, B), deg(U) < deg(B),deg(V') < deg(A)

Algorithme :
On construit en fait 3 suites (U, ), (V;,) et (R,,) telles que :

AU, + BV, = R,

— oninitialise Uy = 1,V =0, Ry = AetU; =0,V; =1,R =B
— on calcule les indices n + 2 en fonction de n et n + 1 en effectuant la division euclidienne de R,, par
Rn+1
R, = Qan+1 + Rn+27 Un+2 =U, - QnUn+1a Vn+2 =Vn - QnVnJrl

— on s’arréte au dernier reste non nul

Exemple :
A=23—1,B = 2?41, les rangs 0 et 1 sont donnés ci-dessus. Au rang 2, Q est le quotient euclidien de
A par B (fonction quo) donc x, d’out

U2:17%2—$7R2:—$—1
Puis on divise 22 + 1 par —z — 1, quotient —x + 1, donc
Us=x—1,Va=14+z(—z+1)=1+2—2* Rz =2

Preuve de I’algorithme :
On montre facilement par récurrence que la relation AU,, + BV,, = R,, est conservée. Comme R,, est la
suite des restes, le dernier reste non nul est bien le pged de A et B. D’autre part, examinons les degrés
des Vj. Supposons que deg(A) > deg(B) (sinon on échange A et B). Aurang n = 0, V5 = 0 donc
Vo = —Qy V1, aux rangs suivants le degré de @),, est non nul (car le degré de R,, 1 est strictement inférieur
au degré de R,,) On montre donc par récurrence que la suite des degrés de V;, est croissante et que :

deg(Vn+2) = deg(Qn) + deg(Vn-l-l)

Comme deg(Q,,)=deg(R,,)-deg(R,+1), on en déduit que
deg(Vin+2) + deg(Rn41) = deg(Viny1) + deg(Ry) = ... = deg(V1) + deg(Ro) = deg(A)

Donc si n+ 2 est le rang du dernier reste non nul, V,, 1o = V et degV'=degA-degR,,+1 est donc strictement
inférieur au degré de A (car R, 1, ’avant-dernier reste non nul, est de degré plus grand ou égal a 1). On
en déduit enfin que le degré de U est strictement inférieur au degré de B, car AU = R — BV, le degré de
BV est strictement inférieur a celui de B plus celui de A.

L’identité de Bézout permet de résoudre plus générallement une équation du type

Au+ Bv=C
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ot A, B, C sont trois polynémes donnés, a condition que C' soit divisible par le pgcd de A et B. L’ensemble
des solutions s’obtient a partir d’une solution particuliere U, V' de Bézout, notons ¢ = C'/gcd(A, B), on a
alors

A(cU)+ B(cV) =cged(A,B) =C

et I’ensemble des solutions est donné par u = cU — PB,v = ¢V + P A ol P est un polyndme quelconque.
Si le degré de C est plus petit que le degré de A plus le degré de B, il existe une solution “priviligiée”, on
prend pour u le reste de la division euclidienne de cU par B, v est alors le reste de la division euclidienne
de ¢V par A pour des raisons de degré.

Exemple : si on veut résoudre

(2 — Du+ (22 + 1)v = 222
on multiplie U = x — 1 etV =1+ 2 — 22 par 2% ce qui donne une solution
u=2x2%(x—1), v=2z’1+z—2?
I’ensemble des solutions est de la forme
u+ P(z?+1), v—P®-1)
et la solution priviligiée (de degrés minimaux) est
—z4+1=rem(z?(z —1),22 +1), 2°> —z+1=rem(z?(1+ 2z —2?),2% - 1)

L’identité de Bézout intervient dans de nombreux problémes en particulier la décomposition en élé-
ments simples d’une fraction rationnelle. Si le dénominateur D d’une fraction se factorise en produit de 2
facteurs D = AB premiers entre eux, alors il existe deux polyndmes u et v tels que N = Au + Bv, donc

N Au+Bv _wu n v
D AB B A
Si de plus N/D est une fraction propre (degré de N plus petit que celui de D), alors u/B et v/A sont
encore des fractions propres (en calculant le reste de la division euclidienne pour u et v comme expliqué
ci-dessus).
Par exemple :
222 (—z+ 1)@ -1+ (22 —z+1)(22+1) —-a+1 22-2+1

(@3 —1)(2? + 1) (@3 —1)(22 + 1) Tl o1

Les applications sont diverses, citons
— le calcul de primitive de fraction rationnelles (et tout ce qui s’y ramene), par exemple

/ 222 __/—m+1+/x2—x—|—l
(3 -1D)(2+1) ) 22+1 3 —1
Puis on fait apparaitre la dérivée du dénominateur au numérateur pour éliminer les z, 2z = (224 1)’
/—x—|—1 B 1/(x2—|—1)’+/ 1 +/x2—x—|—1
22+1 2] w241 2?2 41 a3 —1

1 2z +1
~3 In(z? + 1) + arctan(z) + / %

pour faire le calcul complet, il faut aussi décomposer la fraction restante (exercice !)

— Le calcul de la fonction exponentielle (a nouveau). Au lieu d’utiliser 7" le développement de Taylor en
0 par exemple a I’ordre 10, on cherche une fraction rationnelle N/D ayant le méme développement
de Taylor que I’exponentielle en 0 avec degré de N et de D majorés par 5. Pour trouver N et D on
multiplie la condition N/D = T + O(z!!) par D ce qui donne

N = DT + O(z'") = DT + Pz'!
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on applique I’algorithme de Bézout aux polyndmes z'! et T" en s’ arrétant prématurément, lorsque le
reste est de degré 5, on montre alors que le reste est [V et le coefficient de Bézout de 1" est D. On
peut alors montrer que 1’approximation est un peu meilleure, et nécessite moins d’opérations (il y a
une certaine symétrie entre les termes de NV et D).

— le calcul de transformée de Laplace inverse de fractions rationnelles, 1’idée est la méme, sauf qu’on
remplace I'intégrale par la transformée de Laplace inverse (et les formules donnant la transformée
inverse de 1/(x —p), 1/(2? +p?), p/(x* + p?) respectivement exp(px), sin(xp) /p, cos(px)) (calcul
non exigible a I’examen)

— le calcul du terme d’ordre n du développement de Taylor en O d’une fraction rationnelle. On décom-
pose, et on se raméne 2 des séries dont le terme général est connu, comme (a + )~ ™. Par exemple
pour connaitre le développement de 1/(x? — 3z +2), on factorise le dénominateur 1/((z—1)(z—2)),

on décompose

1 I N S B O
(x-1)(z-2) -1 2-2 1l-z 21-F

et on développe, le terme d’ordre n est donc 1 — (1/2)"+1,
Il faut néanmoins savoir factoriser un polynéme, ce dont nous parlerons dans la section suivante.
Exercice : Calculer I’intégrale

1
/ (@ - D@+ 1)
en utilisant I’identité de Bézout pour décomposer la fraction rationnelle. Trouver a I’aide de cette décom-
position le terme d’ordre n du développement de Taylor de la fraction a intégrer, vérifier avec un logiciel
de calcul formel que les termes d’ordre O a 3 sont corrects.
Una autre application est 1’élimination dans les systeémes polynomiaux, par exemple considérons le
systéme de 2 équations a 2 inconnues (intersection d’une ellipse et d’un cercle) :

e +y*—9=0,2"+2° - 22y —7=0

En calculant les coefficients de Bézout des 2 polynémes en = 22 4 y? — 9 et 22 + 2y — 22y — T eten
multipliant au besoin par le PPCM (plus grand commun multiple) des dénominateurs, on obtient a droite de
I’équation de Bézout un polyndme ne dépendant que de y et qui s’annule aussi aux solutions du systeme,
on peut alors résoudre en y (en factorisant) puis en x. Ici par exemple ce polynome est 5y* — 32y2 + 4.
Cette méthode se systématise, le polynome obtenu par élimination d’une variable est appelé résultant.

5.2 Factorisation des polynomes

Soit P un polyndme de degré non nul. Factoriser P n’a pas une signification unique, tout dépend d’une
part si on veut une factorisation exacte ou approchée, et d’autre part quels seront les types des coefficients
de la factorisation (complexes, réels, entiers).

5.2.1 Multiplicité des racines.

On dit que r est une racine de multiplicité k de P si P(z) = (z — r)*Q et Q(r) # 0.
En faisant le développement de Taylor de P en r a ’ordre degré de P, on voit que cela équivaut a :

P(r)=P'(r)=..=PF U@y =0, PHM(r)#£0
En particulier si P(r) = 0, on peut factoriser P par X — r.
On peut donc détecter les racines de multiplicité supérieure a 1 en cherchant un facteur commun a P et

P’ en effet x — r divisera P et P’.

Théoréme 5.2 Si P et P’ sont premiers entre eux (pgcd = 1), alors les racines de P sont simples (de
multiplicité 1).

On a aussi le résultat suivant :
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Proposition 5.3 Soit P un polyndome a coefficients réels ou complexes, et soit Q = P/pgcd(P, P'). Alors
P et Q ont les mémes racines et les racines de () sont simples.

Preuve : si P(z) = C [, (2—z;)™ avec z; les racines distinctes de P, alors pged(P, P') = [];(z—z;)™ !
etQ=[[(z— z).

Ce résultat est tres utile si le polyndme donné est 4 coefficients exacts, car les méthodes numériques
d’approximation de racines ne fonctionnent bien que pour des polyndmes a racines simples.

Il existe un algorithme (di 2 Yun) qui permet d’écrire un polynome quelconque comme produit de
polyndémes dont les racines sont simples en effectuant uniquement des calculs de PGCD de polynomes.

yun (P) := {
local W,Y,G, res;
W:=P;
Y:=diff (W, x);
res:=NULL;
while (true) {
if (Y==0) {
return res[l..size(res)-11,W;
}i
G:=gcd (Y, W) ;
res:=res, G;
W:=normal (W/G) ;
Y:=normal (Y/G-diff (W, x));
}i
}

L’instruction squarefree ou équivalente de votre logiciel de calcul formel effectue cette décomposition.

5.2.2 Factorisation dans C.
Reste maintenant a trouver des racines ! On a le :

Théoréme 5.4 (d’Alembert)
Soit P un polynome de degré non nul, alors P admet au moins une racine complexe.

On peut alors factoriser P par X — r si r est la racine, et recommencer avec le quotient, d’ ot le corollaire.

Théoreme 5.5 Soit P un polynome de degré n non nul, alors P admet n racines complexes (comptées
avec multiplicité) x1, ..., Tn, on a donc :

P(X) = an [[(X - x) ®)

ou a,, est le coefficient dominant de P.

Démonstration du théoréme de d’ Alembert :
On va montrer que le minimum de la valeur absolue de P est atteint en un nombre complexe puis que ce
minimum est forcément nul. Soit

P(z) =an2" +...+ap, an#0

Lorsque |z| tend vers I'infini,

P(x)| tend vers I’infini, en effet

Qp—1 1 ag n

P(z) =apx™(1
(I) asc( + a, T Ay L™

plus précisément il existe R > 0 tel que si [z| > R alors |P(z)| > |ay||z|™/2. Quitte & augmenter R
on peut donc supposer que |P(x)| > |P(0)| si |z|] > R, donc il existe un complexe xo qui réalise le
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minimum de |P| sur C (ce minimum est en fait le minimum pour |z| < R). On va montrer par |’absurde
que ce minimum est nul (donc que xq est la racine cherchée). Supposons donc que P(xz) # 0. On fait le
développement de Taylor de P en xg a 1’ordre n=degré de P, donc le développement n’a pas de reste :

n P[n] (JJQ)

P(z) — P(x0) = (z — o) P'(x0) + .. + (z — 20) ol

Comme P n’est pas constant, I’un des termes du membre de droite est non nul, soit k£ I’indice du premier
terme non nul, on a alors :

P(xz) = P(xo) + (z — xo)k% +o((x — x0)")
Comme P(zg) # 0, on peut le factoriser en :
P ()
P(a) = Pao) (1 + (@ —20)* 5o + ol(@ = 20)")

on pose alors x = xg + tw ol w est une racine k-ieme (cela existe dans C) de
_ plk] (z0)

P(x) = P(x0)(1 —t* + o(t*+1))

lorsque ¢ est positif, suffisamment petit, on a0 < 1 — t* + o(tFT! < 1, donc | P(x)| < |P(z)|, ce qui est
absurde (x( réalisant le minimum de P sur C).

Remarque :
Si on développe la relation (8), on obtient des relations entre les coefficients du polynome et les racines,
par exemple :

-1

on a alors :

p_1 = aan =1"(-zj),..., ao=ay 1_[(—30]-)7
j=1

5.2.3 Calcul approché des racines complexes simples

La section précédente nous a montré qu’on pouvait se ramener a la recherche de racines simples, ce qui
donne envie d’essayer la méthode de Newton. On a malheureusement rarement la possibilité de pouvoir
démontrer qu’a partir d’une valeur initiale donnée, la méthode de Newton converge, parce que les racines
peuvent étre complexes, et méme si elles sont réelles, on n’a pas forcément de résultat sur la convexité
du polynome (cf. cependant une application des suites de Sturm dans la section suivante qui permet de
connaitre le signe de P’ sur un intervalle sans le factoriser).

On effectue donc souvent des itérations de Newton, en partant de 0.0, en espérant s’approcher suff-
isamment d’une racine pour que le théoreme de convergence théorique s’applique. On se fixe un nombre
maximal d’itérations, si on le dépasse on prend alors une valeur initiale aléatoire complexe et on recom-
mence.

Une fois une racine déterminée, on I’élimine en calculant le quotient euclidien @ de P par X — r (par
I’algorithme de Horner), puis on calcule les racines du quotient () (qui sont des racines de P).

Un probléme pratique apparait alors, ¢’est que  n’est pas exact donc le quotient ) non plus, au fur et a
mesure du calcul des racines de P, on perd de plus en plus de précision. Il existe une amélioration simple, si
r' est une racine approchée de Q, alors elle est racine approchée de P et on a toutes les chances qu’elle soit
suffisamment proche d’une racine de P pour que le théoreme s’ applique, on effectue alors 1 ou 2 itérations
de Newton avec r’ mais pour P (et non @) afin d’améliorer sa précision comme racine de P. Si P est a
coefficients exacts, pour éviter les erreurs de calculs en approché, on remplace r par un rationnel proche et
on effectue ces itérations de Newton en calcul exact (entre deux itérations, pour des raisons d’efficacité, on
peut remplacer r par un rationnel proche a la précision attendue a cette étape mais dont le numérateur et
dénominateur ont une écriture moins longue).
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5.2.4 Localisation d’une racine complexe preés d’une racine approchée

On peut montrer a postériori des estimations sur la distance entre une racine approchée et la racine la
plus proche d’un polynéme, plus précisément cette distance est inférieure ou égale au degré du polyndme
multiplié par le module de P/ P’ en la racine approchée.

Proposition 5.6 Le disque de centre z et de rayon degre(P)|P(z)/P'(z)| contient au moins une racine de
P.

En effet

P’ 1
F(Z):ZZ—Zk

k

donc si |z — 2| >degre(P)|P(z)/P’(z)| pour toutes les racines zj, alors |%(z)| > |P'(z)/P(z)| contra-
diction.

En combinant des méthodes d’approximation numérique des racines d’un polyndme et ce résultat on
peut ainsi localiser tres précisément des racines complexes de polyndome. C’est un cas oll une méthode
hybride exacte-approchée donne des résultats excellents !

Remarque : pour des polyndmes de degré n dépassant la dizaine, on utilise des méthodes permettant
de trouver toutes les racines a la fois (diagonalisation numérique de la matrice companion) plutét que la
méthode de Newton qui les détermine une par une. Lorsque le degré dépasse quelques centaines, il devient
nécessaire d’utiliser des approximations multi-précision ou des résutats de fonction a variable complexes.

5.2.5 Factorisation dans R, localisation des racines

Pour factoriser un polynome a coefficients réels, on commence par le factoriser dans C. On observe
ensuite que si r est une racine complexe non réelle de P, alors son conjugué 1’est aussi (il suffit de prendre
le conjugue de la relation P(r) = 0) et avec la méme multiplicité (les dérivées successives de P étant aussi
a coefficients réels). On regroupe alors les facteurs correspondant a des racines complexes conjuguées :

(X=-r(X-7)=X>~(r+7)X +17=X>-2R(r)X + |r|?
Finalement, on ale :

Théoreme 5.7 La factorisation d’un polyndome a coefficients réels sur R donne un produit de facteurs
de degré 1 (correspondant a des racines réelles) et de degré 2 (correspondant a des paires de racines
complexes conjuguées)

Il existe un algorithme utilisant 1’algorithme de calcul du PGCD de P et P’ qui permet de déterminer
le nombre de racines réelles d’un polyndéme P sans racine multiple sur R ou dans un intervalle de R.

Théoréme 5.8 On définit la suite de polynomes Ay = P, A1 = P', ..., Ay, 0 en prenant I’opposé du reste
de la division euclidienne des deux précdents :

A =Ai1Qivo — Aigo )

Soit Ay, le dernier reste non nul, c’est un polynéme constant puisque P n’a pas de racine multiple. On
définit s(a) comme étant le nombre de changements de signes de la suite A;(a) en ignorant les 0. Alors le
nombre de racines réelles de Ay = P sur Iintervalle ]a, b est égal a s(a) — s(b).

Exemple :
Quel est le nombre de racines réelles de P = 23 + z + 1 sur [—2,2] ? sur [0,2] ?
On a donc

2 31
AOZQTS—‘rl‘—Fl, A1:P/:3I‘2—|—1, Ag:—rem(Ao,Al,m)z—gx—l, AS:_Z
En z = —2 on obtient la suite —9, 13,1/3, —31/4 (2 changements de signe), en 2 = 2 on obtient la suite
11,13,—7/3,—31/4 (1 changement de signe), il y a donc 1 racine réelle entre -2 et 2. En 2 = 0 on obtient
la suite 1,1, —1, —31/4 (1 changement de signe) donc la racine réelle est entre -2 et 0.
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Preuve
On considére la suite des signes en un point : elle ne peut contenir deux O successifs (sinon toute la suite
vaudrait 0 en ce point en appliquant (9), or Ay, est constant non nul). Elle ne peut pas non plus contenir
wests0,+,... ni ...,-,0,-,... & cause de la convention de signe sur les restes de (9). Donc si b est une racine de
A; pour 0 < i < k, alors en b on a soit ...,-,0,+,... soit ...,+,0,-,... . Regardons le premier cas (le deuxi¢me
cas se traite de maniére analogue), pour x proche de b, on va avoir ...,-,-,+,... OU ...,~,+,+,... dans les 2 cas la
contribution au nombre de changements de signe est constant (égal a 1).

Comme Ay, est constant, seules les racines de Ay = P sont susceptibles de faire varier s. Comme
A1 = P’, le sens de variations de Ag au voisinage d’une racine de Ag est déterminé par le signe de Aq,
donc lorsque x augmente en traversant une racine r de P, il y a deux possibilités soit P est croissant et on

passe de -,+,... & +,+,..., soit P est décroissant et on passe +,-,... & -,-,.... Dans les deux cas, on diminue s
d’une unité.
Application :

Si il n’existe pas de racines réelles dans un intervalle donné, alors le polyndme garde un signe constant sur
cet intervalle, que 1’on peut déterminer en calculant la valeur du polyndme en un point de cet intervalle.
On peut ainsi établir dans certains cas que la méthode de Newton pour trouver une racine d’un polyndme
convergera.

Par exemple pour le polyndome P = 32° — 1023 + 3022 —x — 45, ona P" = 60(z3 — x + 1), est positif
sur R (exercice : calculer la suite de Sturm correspondante pour le vérifier). On vérifie que P(1) < 0 et
P’(1) > 0 donc il existe une racine r > 1 telle que P’(r) > 0, toute valeur de départ de Newton supérieure
a r assure la convergence.

Remarque :

On peut aussi déterminer les racines réelles d’un polyndme a coefficients rationnels en faisant uniquement
des calculs exacts par dichotomie. Cette méthode de localisation des racines réelles se généralise d’ailleurs
au cas complexe. On peut ainsi déterminer les racines complexes d’un polyndme a coefficients complexes
rationnels de maniere déterministe a la précision voulue (cf. Eisermann).

5.2.6 Factorisation exacte

Soit P un polyndome a coefficients entiers. Lorsqu’on demande a un logiciel de calcul formel de fac-
toriser P, par défaut il ne calcule pas les racines complexes approchées, mais renvoie une factorisation
exacte, sous forme de produit de facteurs a coefficients entiers. Les degrés des facteurs peuvent étre plus
grand que 2. Par exemple z* + x + 1 ne peut pas étre factorisé en produit de polyndmes a coefficients
entiers (bien qu’il ait 2 facteurs de degré 2 dans R et 4 de degré 1 dans C).

Commencons par une méthode simple de calcul des racines rationnelles de P (les racines rationnelles
correspondent & des facteurs entiers de degré 1 de la forme ¢X — p de P). Soit x = p/q une racine
rationnelle écrite sous forme de fraction irréductible de P = a,,X™ + ... + ag, on a alors

Py_q P, ) ot o tag = anp" + an_1p" g+ . 4 a1pg” T + apq”
= an -

q q gt q

Donc :
planp™ ' +ap_1p" g+ .. +a1q" ) = —apq"

et p divise donc agq™. Comme p/q est irréductible, cela entraine que p divise ag. De méme ¢ divise a,,.
11 suffit donc de tester quelles sont les racines de P parmi toutes les fractions irréductibles de la forme un
diviseur de ag sur un diviseur de a,, (attention a ne pas oublier les diviseurs négatifs !).

Exemple : racines rationnelles de 222 + 32 + 1 = 0. On a p divise 1 donc vaut 1 ou -1, ¢ divise 2 donc
vaut 1 ou 2. On teste donc 1, -1, 1/2, -1/2. On obtient ici la factorisation complete du polynome (les racines
sont -1 et -1/2)

222 + 324+ 1=2(x+1)(xz+1/2)

Remarques :
— Pour un polynome aléatoire, on ne trouvera aucune racine rationnelle.
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— Cette méthode n’est pas tres efficace, car factoriser un entier peut étre long, le nombre de tests
peut étre tres grand (si a,, et ag ont beaucoup de facteurs), les logiciels de calcul formel utilisent
des méthodes appelées p-adiques pour trouver les racines rationnelles d’un polynome (on calcule
d’abord les racines de P modulo p puis modulo p* pour k assez grand). On pourrait aussi penser a
calculer les racines complexes approchées et voir si en multipliant par a,, on est proche d’un entier,
on testerait alors le rationnel correspondant.

Pour déterminer les facteurs & coefficients entiers de plus grand degré, il n’existe pas de méthode aussi

simple. On peut calculer des valeurs approchées des racines complexes et essayer de créer des paquets de
racines complexes, puis tester si a,, Hrepaquet(X —r) est & coefficients entier (aux erreurs d’arrondi pres).

Par exemple si on calcule les racines complexes approchées de 2 4 223 — 22 + 1, on pourra composer un
facteur de degré 3 a coefficients entiers en rassemblant les racines de 2% + 2 + 1. Les logiciels de calcul
formel utilisent des algorithmes modulaires et p-adiques (consistant a factoriser le polynome modulo p).

5.3 Approximation polynomiale

Etant donné la facilité de manipulation qu’apportent les polynomes, on peut chercher a approcher une
fonction par un polynome. La méthode la plus naturelle consiste a chercher un polyndme de degré le plus
petit possible égal a la fonction en certains points xg, ..., Z,, €t a trouver une majoration de la différence
entre la fonction et le polyndme. Le polynome interpolateur de Lagrange répond a cette question.

Soit donc zg, ..., ©,, des réels distincts et yq, ..., Y, les valeurs de la fonction a approcher en ces points
(on posera y; = f(x;) pour approcher la fonction f). On cherche donc P tel que P(z;) = y; pour
j €[0,n].

Commencons par voir s’il y a beaucoup de solutions. Soit P et ) deux solutions distinctes du probleme,
alors P — @ est non nul et va s’annuler en xy, ..., x,, donc posseéde n + 1 racines donc est de degré n + 1
au moins. Réciproquement, si on ajoute 2 P un multiple du polynome A = H?:o (X —x;), on obtient une
autre solution. Toutes les solutions se déduisent donc d’une solution particuliere en y ajoutant un polynome
de degré au moins n + 1 multiple de A.

Nous allons maintenant construire une solution particuliere de degré au plus n. Sin = 0, on prend P =
x( constant. On procede ensuite par récurrence. Pour construire le polyndme correspondant a zg, ..., 41
on part du polynodme P,, correspondant a xg, ..., z,, et on lui ajoute un multiple réel de A

Poy1 =Py + apsr H(X — ;)
j=0

Ainsi on a toujours P, y1(z;) = y; pour j = 0,..n, on calcule maintenant cv, 41 pour que P41 (zp41) =
Yn+1- En remplacant avec I’expression de P, ci-dessus, on obtient

n

Pu(@ng1) + ongr [ [ (@ng1 — 25) = ynpa
Jj=0

Comme tous les x; sont distincts, il existe une solution unique :

Yn+1 — Pn(xn—i-l)
Hj:o(xn-&-l - ;)

Ap41 =

On a donc prouvé le :

Théoreme 5.9 Soit n+ 1 réels distincts xg, ..., T, et n+ 1 réels quelconques vy, ..., Yy. Il existe un unique
polynéme P de degré inférieur ou égal a n, appelé polynome de Lagrange, tel que :

P(x;) =y

Exemple : déterminons le polynome de degré inférieur ou égal a 2 tel que P(0) = 1, P(1)
1. On commence par Py = 1. Puis on pose P, = Py + a1 X = 1+ a1 X. Comme P( ) =2=1+ao;0n
entire «; = 1 donc P, = 1+ X. Puison pose P, = P} + as X (X — 1), ona P»(2) = 3+ 2as = 1 donc
ay = —1, finalement P, =14+ X — X (X —1).

Reste a estimer 1’écart entre une fonction et son polynome interpolateur, on a le :

2,P(2) =
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Théoreme 5.10 Soit f une fonction n + 1 fois dérivable sur un intervalle I = [a,b] de R, xy, ..., x,, des
réels distincts de I. Soit P le polynome de Lagrange donné par les x; et y; = f(x;). Pour tout réel x € I,
il existe un réel &, € [a,b] (qui dépend de x) tel que :

[n+1] n
ﬂ@—P@ﬂ:iingIﬂx—@> (10)

Ainsi I’erreur commise dépend d’une majoration de la taille de la dérivée n + 1-iéme sur ’intervalle, mais
aussi de la disposition des points x; par rapport a x. Par exemple si les points x; sont équidistribués, le
terme | [[j_, (2 — ;)| sera plus grand prés du bord de I qu’au centre de /.

Preuve du théoreme : Si x est I’'un des x; 1’égalité est vraie. Soit

C = (f(z) - P@)/ [ (= — =)

J=0

on considere maintenant la fonction :
g(t) = f(t) = P(t) = C ][] (¢t — =)
=0

elle s’annule en x; pour j variant de 0 & n ainsi qu’en z suite au choix de la constante C, donc g s’annule
au moins 7 + 2 fois sur Iintervalle contenant les x; et x, donc g’ s’annule au moins n + 1 fois sur ce méme
intervalle, donc ¢’’ s’annule au moins n fois, etc. et finalement g[”H] s’annule une fois au moins sur cet

intervalle. Or
g[n—Q—l] — f[n—i-l] _ C(n + 1)'

car P est de degré inférieur ou égal a n et H?:O('T — xj) — 2™ "1 est de degré inférieur ou égal & n. Donc
il existe bien un réel £, dans I’intervalle contenant les x; et  tel que

_ M)
- (n41)!

Calcul efficace du polynome de Lagrange.
Avec la méthode de calcul précédent, on remarque que le polyndme de Lagrange peut s’écrire a la Horner
sous la forme :

P(z) = ap+oar(z—x0)+ ... +an(x—xzq)...(x — 2p_1)
ag+ (z —xzo)(ag + (z —z1)(ag + .. + (x — zp—2) (1 + (& — Tp_1)an)...))

ce qui permet de le calculer rapidement une fois les «; connus. On observe que

f(z1) = f(2o)

ag = f(wo), 1=
Tr1 — X0

On va voir que les «y; peuvent aussi se mettre sous forme d’une différence. On définit les différences
divisées d’ordre n par récurrence

Jlwivt, oo Trpivr] = flog, o Trgi]
Th4i4+1 — T4

flwi] = f(@i),  flri, o Trriz1] =

On va montrer que o, = f[xo, ..., xg]. C’est vrai au rang 0, il suffit donc de le montrer au rang k +
1 en I’admettant au rang k. Pour cela on observe qu’on peut construire le polyndéme d’interpolation en
ZQ, ..., Tx+1 a partir des polyndmes d’interpolation Py en xg, ..., xx et Qk en x1, ..., 41 par la formule :

(Th1 — @) P + (2 — 20)Qy,

Penlo) = Trt1 — To
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en effet on vérifie que P41 (z;) = f(z;) pour i € [1,k] car Py(z;) = f(z;) = Qr(x;), et pour i = 0 et
i=k+1,onaaussi Py,y1(xo) = f(z0) et Pot1(Trt1) = f(2r11). Or agy1 est le coefficient dominant
de Py 1 donc c’est la différence du coefficient dominant de Q. et de Py, divisée par x4 1 — xg, ¢’est-a-dire
la définition de f[xo, ..., 2x+1] en fonction de f[z1, ..., zx11] et flxo, ..., Tx]-

Exemple : on reprend P(0) = 1, P(1) =2,P(2) =1.0na

z; fla] fli, ziga] flzo, x1, 2]

2-1)/(1-0)=[1]

19 (-1-1)/(2-0) =[]
(1-2)/(2—1)=—1

2 1

done P(z) =[1]+ (z —0)(1]+ @z = D)(-1])) = 1 + 2(2 — 2).
On peut naturellement utiliser I’ordre que I’on souhaite pour les z;, en observant que le coefficient
dominant de P ne dépend pas de cet ordre, on en déduit que f[xzo, ..., z)] est indépendant de I’ordre des x;,

on peut donc a partir du tableau ci-dessus écrire P par exemple avec 1’ordre 2,1,0, sous la forme

Pr)=1+(x—2)(-1+ (x—1)(=1)) =1+ (z — 2)(—2)

6 Intégration numérique

Les fractions rationnelles admettent une primitive que I’on calcule en décomposant la fraction avec
Bézout comme expliqué précédemment. Mais elles font figure d’exceptions, la plupart des fonctions n’ad-
mettent pas de primitives qui s’expriment a 1’aide des fonctions usuelles. Pour calculer une intégrale,on
revient donc a la définition d’aire sous la courbe, aire que 1’on approche, en utilisant par exemple un poly-
nome de Lagrange.

Le principe est donc le suivant : on découpe Iintervalle d’intégration en subdivisions [a,b] = [a,a +
hl+[a+ h,a+2h] + ...[a+ (n — 1)h,a + nh = b, ot h = (b — a)/n est le pas de la subdivision, et sur
chaque subdivision, on approche 1’aire sous la courbe.

6.1 Les rectangles et les trapezes

Sur une subdivision [, 8], on approche la fonction par un segment. Pour les rectangles, il s’agit d’une
horizontale : on peut prendre f(a), f(5) (rectangle a droite et gauche) ou f((« + 3)/2) (point milieu),
pour les trapezes on utilise le segment reliant [, f(a)] &[5, f(B)]-

Exemple : calcul de la valeur approchée de fol t3dt (on en connait la valeur exacte 1/4 = 0.25) par ces
méthodes en subdivisant [0, 1] en 10 subdivisions (pas h = 1/10), donc o = j/10et 5 = (§ + 1)/10 pour
j variant de 0 2 9. Pour les rectangles & gauche, on obtient sur une subdivision f(«) = (5/10)® que I'on
multiplie par la longueur de la subdivision soit h = 1/10 :

9

1 j.s 81
=3 (£)F = — =0.202
102(10) a00 ~ 0202

j=0

Pour les rectangles a droite, on obtient

1 <X j 121
o Zl(ljo)i" = 4o = 03025
iz
Pour le point milieu f((a + 8)/2) = f((j/10 + (j + 1)/10)/2) = f(5/10 + 1/20)

9

11
_ Z(f + —)3 = 199/800 = 0.24875
10 g 10 20
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Enfin pour les trapézes, 1’aire du trapeze délimité par I’axe des z, les verticales y = «, y = [ et les points
sur ces verticales d’ordonnées respectives f(«a) et f(5) vaut

1)+ (8)
2
donc

9 . .
1 Jos d+1s) 101
— S ()P ) = = 0.2525
10 &~ ((10) T0)) = o

Dans la somme des trapezes, on voit que chaque terme apparait deux fois sauf le premier et le dernier.
Plus générallement, les formules sont donc les suivantes :

n—1
rectangle gauche = h Z fla+jh) 11
§=0
rectangle droit = h Z fla+jh) (12)
j=1
n—1 h
0t il _ o h |
point milieu hjz:;)f(a+jh+2) (13)
_ o [f@ri®) e
trapezes = h 5 + 32::1 fla+ jh) (14)

ol h = (b — a)/n est le pas de la subdivision, n le nombre de subdivisions.

On observe sur I’exemple que le point milieu et les trapezes donnent une bien meilleure précision
que les rectangles. Plus généralement, la précision de 1’approximation n’est pas la méme selon le choix
de méthode. Ainsi pour les rectangles a gauche (le résultat est le méme a droite), si f est continument
dérivable, de dérivée majorée par une constante M; sur [a, b, en faisant un développement de Taylor de f
en «, on obtient

B B B B —a)?
|/a f(t)dt —/a fla)dt] = |/a F0)(t — )dt] < Ml/ (t —a)dt = Ml%

«
Ainsi dans I’exemple, on a M = 3, ’erreur est donc majorée par 0.015 sur une subdivision, donc par 0.15
sur les 10 subdivisions.
Pour le point milieu, on fait le développement en (« + 3)/2 a ’ordre 2, en supposant que | est deux
fois continument dérivable :

R e A e

2
B //et
B
< ]\522/%@—0‘;6)%&
A3

Dans I’exemple, on a My = 6, donc ’erreur sur une subdivision est majorée par 0.25¢ — 3, donc sur 10
subdivisions par 0.25e — 2 = 0.0025.

Pour les trapézes, la fonction g dont le graphe est le segment reliant [a, ()] a [8, f(B)] est f(a) +
(t —a)/(B — a)f(B), c’est en fait un polynome de Lagrange, si f est deux fois continument dérivable, on
peut donc majorer la différence entre f et g en utilisant (10), on integre la valeur absolue ce qui donne

p B B pn o)
[ swa- [ Cgwal < [ e -0 - < an P
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ol M, est un majorant de | f”'| sur [a, b].

Lorsqu’on calcule I'intégrale sur [a, b] par une de ces méthodes, on fait la somme sur n = (b — a)/h
subdivisions de longueur 5 — a = h, on obtient donc une majoration de 1’erreur commise sur ’intégrale :

— pour les rectangles a droite ou gauche nM;h?/2 = Mih(b— a)/2

— pour le point milieu Mah?(b — a)/24

— pour les trapezes Mah?(b — a)/12.
Lorsque h tend vers 0, I’erreur tend vers 0, mais pas a la méme vitesse, plus rapidement pour les trapezes
et le point milieu que pour les rectangles. Plus on approche précisément la fonction sur une subdivision,
plus la puissance de h va étre grande, plus la convergence sera rapide lorsque h sera petit, avec toutefois
une contrainte fixée par la valeur de My, borne sur la dérivée k-ieme de f (plus k est grand, plus M, est
grand en général). Nous allons voir dans la suite comment se comporte cette puissance de h en fonction de
la facon dont on approche f.

6.2 Ordre d’une méthode

On appelle méthode d’intégration I’écriture d’une approximation de I’intégrale sur une subdivision
sous la forme

B k
/ fdt~ 1) =Y w;f(y)
[eY j=1

ot les y; sont dans I’intervalle [, 5], par exemple équirépartis sur [, 5]. On utilise aussi la définition :

B k
| =10 = 6 )Y w5 )

On prend toujours » Wi = B —a(oud Wy = 1) pour que la méthode donne le résultat exact si la
fonction est constante.

On dit qu’une méthode d’intégration est d’ordre n si il y a égalité ci-dessus pour tous les polyndmes
de degré inférieur ou égal a n et non égalité pour un polyndme de degré n + 1. Par exemple, les rectangles
a droite et gauche sont d’ordre 0, le point milieu et les trapezes sont d’ordre 1. Plus générallement, si on
approche f par son polyndme d’interpolation de Lagrange en n + 1 points (donc par un polynéme de degré
inférieur ou égal a n), on obtient une méthode d’intégration d’ordre au moins n.

Si une méthode est d’ordre n avec des w; > 0 et si f est n + 1 fois continument dérivable, alors sur

une subdivision, on a :
’ (8 -0+ 1
-1 < M,
[ s =1 < M e

En effet, on fait le développement de Taylor de f par exemple en « a I’ordre n

+1) (15)

_ (t —a)nt? -
f(t) - Tn(f) + W‘f (007
Tn(f) = f(a)+(t—a)f’(a>++(t_n7'a)nf[n](o()
Donc , ] ) B
—« n+1 W o
[ o= [ s [ o) < [ )
De plus,

—a n+1 k o n+1
() = HT () = 1T (ﬂ"*” (9»%) = 2 lean+1%

=1

IN

2
(8 —a)™*
; |w; [ M 41 NCESE
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Donc comme la méthode est exacte pour T,,(f), on en déduit que

I/jf—f(f) - |/ / T.(f)) - 1(5)]

< | f—/ DI+ ITa(f) - 1)
(B — )+ (B — )+
< Mn-‘er + Z |w]‘Mn+1W

Siles w; > 0, alors Z?zl lw;| = Z§=1 w; =  — o et on obtient finalement (15)
On remarque qu’on peut améliorer la valeur de la constante en faisant tous les développement de Taylor
en (a+ f3)/2 au lieu de o, Aprés sommation sur les n subdivisions, on obtient que :

Théoreéme 6.1 Pour une méthode d’ordre n a coefficients positifs et une fonction f n + 1 fois continument
dérivable
hn+1

b
|/a F= I < Mo v +1)

1
(b*a)(m

On observe que cette majoration a la bonne puissance de h sur les exemples déja traités, mais pas
forcément le meilleur coefficient possible, parce que nous avons traité le cas général d’une méthode d’ordre
n.

6.3 Simpson

11 s’agit de la méthode obtenue en approchant la fonction sur la subdivision [« 8] par son polynome de
Lagrange aux points «, (a + 3)/2, 5. On calcule I'intégrale par exemple avec un logiciel de calcul formel,
avec Xcas :

factor (int (lagrange ([a, (a+b)/2,b], [fa, fm, fb]l), x=a..b))

qui donne la formule sur une subdivision

1) = 25 + 4152y + 1)
etsur [a, b] :
I(f):% fla)+ f(b +4Zfa+jh+ +2Zfa+]h (16)

7=0
Si on integre 3 sur [0, 1] en 1 subdivision par cette méthode, on obtient

1 1

0 4—+1
c’est-a-dire le résultat exact, ceci est aussi vérifié pour f polynome de degré inférieur ou égal a 2 puisque
I’approximation de Lagrange de f est alors égale a f. On en déduit que la méthode de Simpson est d’ordre 3
(pas plus car la méthode de Simpson appliquée a I’intégrale de ¢* sur [0, 1] n’est pas exacte). On peut méme
améliorer (cf. par exemple Demailly) la constante générale de la section précédente pour la majoration de

I’erreur en : ”
— —a)M.
[ 1101 < g0 s

Cette méthode nécessite 2n + 1 évaluations de f (le calcul de f est un point étant presque toujours 1’opéra-
tion la plus couteuse en temps d’une méthode de quadrature), au lieu de n pour les rectangles et le point
milieu et n + 1 pour les trapézes. Mais on a une majoration en h* au lieu de h2 donc le “rapport qualité-
prix” de la méthode de Simpson est meilleur, on I’utilise donc plutot que les méthodes précédentes sauf si
f n’apas la régularité suffisante (ou si My est trop grand).
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6.4 Newton-Cotes

On peut généraliser I'idée précédente, découper la subdivision [c, 5] en n parts égales et utiliser le
polynéme d’interpolation en ces n + 1 points g = «a, z1, ...,z, = (. Ce sont les méthodes de Newton-
Cotes, qui sont d’ordre n au moins. Comme le polyndme d’interpolation dépend linéairement des ordon-
nées, cette méthode est bien de la forme :

I(f) = (B—a) > _w;f(x;)

=0

De plus les w; sont universels (ils ne dépendent pas de la subdivision), parce qu’on peut faire le changement
de variables x = o + ¢(8 — «) dans 'intégrale et le polyndme d’interpolation et donc se ramener a [0, 1].

Exemple : on prend le polyndme d’interpolation en 5 points équidistribués sur une subdivision [a, b]
(méthode de Boole). Pour calculer les w;, on se ramene a [0, 1], puis on tape

int (lagrange (seq(j/4,3,0,4), [f0,f1,£f2,£3,f4]),x=0..1)

et on lit les coefficients de £0 a £4 qui sont les wg a wy : 7/90, 32/90, 12/90, 32/90, 7/90. La méthode est
d’ordre au moins 4 par construction, mais on vérifie qu’elle est en fait d’ordre 5 (exercice), la majoration
de I’erreur d’une méthode d’ordre 5 est

elle peut étre améliorée pour cette méthode précise en

Ms
| / F=INI= Tg35350" ¢~ )

En pratique, on ne les utilise pas tres souvent, car d’une part pour n. > 8, les w; ne sont pas tous
positifs, et d’autre part, parce que la constante M, devient trop grande. On préfere utiliser la méthode de
Simpson en utilisant un pas plus petit.

Il existe aussi d’autres méthodes, par exemple les quadratures de Gauss (on choisit d’interpoler en
utilisant des points non équirépartis tels que 1’ordre de la méthode soit le plus grand possible) ou la méthode
de Romberg qui est une méthode d’accélération de convergence basée sur la méthode des trapezes (on
prend la méthode des trapézes en 1 subdivision de [a, b], puis 2, puis 22, ..., et on élimine les puissances
de h dureste [ f — I(f) en utilisant un théoréme d’Euler-Mac Laurin qui montre que le développement
asymptotique de I’erreur en fonction de h ne contient que des puissances paires de h). De plus, on peut étre
amené a faire varier le pas h en fonction de la plus ou moins grande régularité de la fonction.

6.5 En résumé

Intégration sur [a, b], h pas d’une subdivision, M}, majorant de la dérivée k-ieme de la fonction sur
[a, 0]

formule | Lagrange degré | ordre erreur
rectangles (14) 0 0 Mih(b—a)/2
point milieu (14) 0 1 Myh?(b—a)/24
trapezes (14) 1 1 Myh?(b—a)/12
Simpson (16) 2 3 Myh*(b — a)/2880

7 Algebre linéaire

7.1 Le pivot de Gauss

Cet algorithme permet de créer des zéros en effectuant des manipulations réversibles sur les lignes
d’une matrice. Ces lignes peuvent représenter les coefficients d’un systeme linéaire, on obtient alors un
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systeme linéaire équivalent, ou les coordonnées d’un systeme de vecteur, on obtient alors les coordonnées
d’un systeme de vecteur engendrant le méme sous-espace vectoriel. On peut également représenter 2 ma-
trices A et B reliés par une relation Ax = B, cette relation reste alors vraie au cours et donc apres la
réduction.

7.1.1 L’algorithme

L’algorithme est le suivant :

1. on initialise ¢ = 1 et [ = 1, ¢ désigne le numéro de colonne ¢ a réduire, et [ le numéro de ligne a
partir duquel on cherche un “pivot” (au début [ et ¢ valent donc 1, en général les 2 augmentent de 1
a chaque itération)

2. Sicoul est plus grand que le nombre de colonnes ou de lignes on arréte.

3. Silacolonne c n’a que des coefficients nuls a partir de la ligne /, on incrémente le numéro de colonne
cde 1 et on passe a I’étape 2. Sinon, on cherche la ligne dont le coefficient est en valeur absolue le
plus grand possible (en calcul approché) ou le plus simple possible (en calcul exact), on échange
cette ligne avec la ligne . Puis on effectue pour toutes les lignes sauf [ ou pour toutes les lignes a
partir de [ + 1 (selon qu’il s’agit d’une réduction de Gauss complete ou d’une réduction de Gauss
sous-diagonale) la manipulation réversible

Lj+ Lj— 3¢,

le

On incrémente c et [ de 1 et on passe a 1’étape 2.

7.1.2 Efficacité de I’algorithme

Si la matrice possede L lignes et C' colonnes, le nombre maximal d’opérations pour réduire une ligne
est C divisions, C multiplications, C' soustractions, donc 3C' opérations arithmétiques de base. [lya L — 1
lignes a réduire a chaque étape et min(L,C') étapes a effectuer, on en déduit que le nombre maximal
d’opérations pour réduire une matrice est 3LCmin(L, C). Pour une matrice carrée de taille n, cela fait 3n>
opérations.

7.1.3 Erreurs d’arrondis du pivot de Gauss

Comme |ajc| < |a;|, une étape de réduction multiplie au plus I’erreur absolue des coefficients par 2.
Donc la réduction complete d’une matrice peut multiplier au pire 1’erreur absolue sur les coefficients par
2™ (ou n est le nombre d’étapes de réduction, inférieur au plus petit du nombre de lignes et de colonnes).
Ceci signifie qu’avec la précision d’un double, on peut au pire perdre toute précision pour des matrices
pas si grandes que ¢a (n = 52). Heureusement, il semble qu’en pratique, I’erreur absolue ne soit que tres
rarement multipliée par un facteur supérieur a 10.

Par contre, si on ne prend pas la précaution de choisir le pivot de norme maximale dans la colonne, les
erreurs d’arrondis se comportent de maniére bien moins bonnes, cf. I’exemple suivant.

Exemple
Soit a résoudre le systeme linéaire

ex+1.0y=10, z4+2.0y=3.0

avec ¢ = 2754 (pour une machine utilisant des doubles pour les calculs en flottant, plus générallement on
choisira € tel que (1.0 + 3¢) — 1.0 soit indistinguable de 0.0).

Si on résoud le systeéme exactement, on obtient x = 1/(1 — 2¢) (environ 1) et y = (1 — 3¢)/(1 — 2¢)
(environ 1). Supposons que I’on n’utilise pas la stratégie du pivot partiel, on prend alors comme pivot
¢, donc on effectue la manipulation de ligne Lo < Lo — 1/eL; ce qui donne comme 2&éme équation
(2.0 - 1.0/¢)y = 3.0 — 1.0/e. Comme les calculs sont numériques, et a cause des erreurs d’arrondis, cette
2&me équation sera remplacée par (—1.0/e)y = —1.0/e d’ott y = 1.0, qui sera remplacé dans la lere
équation, donnant ex = 1.0 — 1.0y = 0.0 donc z = 0.0.
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Inversement, si on utilise la stratégie du pivot partiel, alors on doit échanger les 2 équations L, = L et
Y = Lo puis on effectue Ly <+ L) — €L}, ce qui donne (1.0 — 2.0¢)y = 1.0 — 3.0¢, remplacée en

raison des erreurs d’arrondi par 1.0 x y = 1.0 donc y = 1.0, puis on remplace y dans L ce qui donne

r=3.0-2.0y=1.0.

On observe dans les deux cas que la valeur de y est proche de la valeur exacte, mais la valeur de x dans le

premier cas est grossicrement eloignée de la valeur correcte.

On peut aussi s’intéresser a la sensibilité de la solution d’un systeme linéaire a des variations de son
second membre. Le traitement du sujet a ce niveau est un peu difficile, cela fait intervenir le nombre de
conditionnement de la matrice A du systéme (qui est essentiellement la valeur absolue du rapport de la
valeur propre la plus grande sur la valeur propre la plus petite), plus ce nombre est grand, plus la solution
variera (donc plus on perd en précision).

7.2 Applications de Gauss
7.2.1 Base d’un sous-espace

On réduit la matrice des vecteurs écrits en ligne, puis on prend les lignes non nulles, dont les vecteurs
forment une base du sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs du départ.

Exemple : base du sous-espac engendré par (1,2, 3), (4,5,6),(7,8,9). On réduit la matrice, la 3éme
ligne est nulle donc on ne garde que les 2 premieres lignes (1,0, —1), (0, 1,2) (remarque : une réduction
sous-diagonale aurait suffi).

7.2.2 Déterminant

On réduit la matrice (carrée) en notant le nombre d’inversions de ligne, et on fait le produit des coeffi-
cients diagonaux, on change le signe si le nombre d’inversions de lignes est impair.

7.2.3 Réduction sous forme échelonnée (rref)

On réduit la matrice puis on divise chaque ligne par son premier coefficient non nul. Si la matrice
représentait un systeme linéaire inversible on obtient la matrice identité sur les colonnes sauf la derniere et
la solution en lisant la derniere colonne. La relation conservée est en effet Az = b ou x est la solution de
I’équation, et a la fin de la réduction A = I.

Par exemple pour résoudre le systéme

cccx+2y+3z2 = 5
dx+5y+6z = 0
Tr + 8y = 1

on réduit sous forme échelonnée la matrice [[1,2,3,5],[4,5,6,0],[7,8,0,11], ce qui donne
[(1,o0,0,-91,100,1,0,81,100,0,1,-2/31]1,doulasolutionz = -9,y =8,z = —2/3.

7.2.4 Inverse

On accolle la matrice identité a droite de la matrice a inverser. On effectue la réduction sous forme
échelonnée, on doit obtenir a droite I’identité si la matrice est inversible, on a alors a gauche la matrice
inverse. La relation conservée est en effet Az = B ol z est I’inverse de la matrice de départ, et en fin de
réduction A = I.

Par exemple, pour calculer I'inverse de [[1,2,31, [4,5,61,[7,8,01], on réduit avec rref
(r1,2,3,1,0,01, (4,5,6,0,1,01,17,8,0,0,0,111.

7.2.5 Noyau

On réduit la matrice sous forme échelonnée. Puis on introduit des lignes de O afin que les 1 en téte
de ligne se trouvent sur la diagonale de la matrice. On enléve ou on rajoute des lignes de 0 a la fin pour
obtenir une matrice carrée. Une base du noyau est alors formée en prenant chaque colonne correspondant

49



a un O sur la diagonale, en remplacant ce O par -1. On vérifie qu’on obtient bien 0 en faisant le produit
de ce vecteur par la matrice réduite. De plus les vecteurs créés sont clairement linéairement indépendants
(puisqu’ils sont échelonnés), et il y en a le bon nombre (théoréme noyau-image).

Exemple : calcul du noyaude [[1,2,3,41,[1,2,7,12]], on réduit la matrice avec rref, ce qui
donne [[1,2,0,-2],[0,0,1,2]1], on ajoute une ligne de 0 entre ces 2 lignes pour mettre le 1 de la
2¢me ligne sur la diagonale ce qui donne [ [1,2,0,-2],[0,0,0,01,[0,0,1,2]1, puis on ajoute
une ligne de 0 a la fin pour rendre la matrice carrée. On obtient ainsi le systéme équivalent de matrice
(r1,2,0,-21,10,0,0,01,10,0,1,21,10,0,0,0]].La2eme colonne donne le premier vecteur
de la base du noyau, (2,—1,0,0), la 4¢éme colonne donne le deuxiéme vecteur (—2,0,2, —1), on vérifie
aisément que ces 2 vecteurs forment une famille libre du noyau, donc une base car la dimension du noyau
est égale a 2 (dimension de 1’espace de départ moins le rang de la matrice, ¢’est-a-dire le nombre de lignes
non nulles de la matrice réduite).

7.2.6 La méthode de factorisation LU

Nous ne la développons pas a ce niveau, elle permet d’écrire une matrice A comme produit de deux
matrices triangulaire inférieures et supérieures, ce qui permet de ramener la résolution de systeme a la
résolution de deux systeémes triangulaires.

7.3 Réduction exacte des endomorphismes

On calcule le polynome caractéristique ou le polynome minimal, on le factorise, et on calcule ensuite
le noyau de A — AI pour les A racines. Il existe des méthodes évitant le calcul de noyau, méthode de
Fadeev-Laguerre-Souriau que nous ne présentons pas ici.

7.3.1 Polynome caractéristique

On peut le calculer en développant le déterminant detA — A1, mais il est plus efficace de le calculer
par interpolation. Soit A une matrice carrée de taille n, on sait que son polynome caractéristique est un
polynome de degré n, il suffit de connaitre sa valeur en n + 1 points distincts, on calcule donc n + 1
déterminants detA — AI en remplacant A par sa valeur (il y a plus de déterminants a calculer mais ce sont
des déterminants sans parametre A donc beaucoup plus simple a calculer), ce qui permet de reconstruire le
polynome caractéristique par interpolation de Lagrange.

Exercice : pour [ [1,-1], [2,4]], calculer det(A — AI) en A\ = 0, 1, 2 puis le polynome d’interpo-
lation, vérifier que c’est bien le polynome caractéristique.

1l faut effectuer n + 1 calculs de déterminants, ce qui nécessite O(n?) opérations. Il existe des méth-
odes plus efficaces, par exemple le calcul du polynome minimal probabiliste présenté plus bas (O(n?)
opérations).

7.3.2 Polynome minimal

Définition 7.1 Le polynome minimal d’une matrice A est un polynéme M de degré minimal tel que
M(A) = 0 et de coefficient dominant égal a 1. Un tel polynome divise tous les polynomes tels que
P(A) = 0, il divise le polynome caractéristique de A et il a les mémes racines que le polynome car-
actéristique.

Preuve :

D’abord M divise tous les polynomes tels que P(A) = 0, car si R désigne le reste de la division de P par
M alors R(A) = (P —QM)(A) = P(A) — Q(A)M(A) = 0, donc R est nul car son degré est plus petit
que celui de M.

En particulier le polynome minimal divise le polynome caractéristique C, car C(A) = 0 (on peut
montrer que C'(A) = 0 en faisant le produit de la matrice A— AI par sa comatrice, on obtient le déterminant
fois I’identité, soit C(A)I. Comme C(X)I —C/(A) peut se factoriser par Al — A en appliquant (17) a chaque
monome de C, on en déduit que C(A) se factorise par A — A, donc C(A) = 0 en regardant les termes de
plus haut degré de ces polynomes en A a coefficients matriciels).
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Montrons enfin que les racines du polynome caractéristique sont racines du polynome minimal. En
effet soit A une racine du polynome caractéristique alors A — AI n’est pas inversible. Or M (A) — M (\)I

se factorise par A — AI car
k—1

AF = MT = (A= XD N4 a7

=0

donc M(A) — M(A)I ne peut pas étre inversible. Comme M (A) = 0 on en déduit que M (A)I n’est pas
inversible donc M () = 0, X est une racine de M. Donc si le polynome caractéristique n’a pas de racines
multiples, il est égal au polynome minimal.

Pour calculer M, on peut chercher une relation de degré minimal entre les puissances de A, en les
voyant comme des vecteurs a n2 composantes (ce qui revient a aplatir en un long vecteur tous les coeffi-
cients de la matrice). Cela revient a calculer le noyau de I’application linéaire dont les colonnes sont les
coefficients des puissances de A (de 0 & n), en gardant le premier vecteur obtenu par 1’algorithme calcul du
noyau ci-dessus.

Cette méthode est toutefois couteuse, car il faut réduire une matrice ayant n? lignes et n + 1 colonnes.
Il existe une autre méthode moins couteuse et qui marche presque toujours. Elle consiste a calculer le
polynome minimal de A par rapport a un vecteur v ¢’est-a-dire le polynome de degré minimal (et coefficient
dominant 1) tel que M, (A)v = 0. Comme M (A) = 0, on a M (A)v = 0, donc M, divise M qui divise
le polynome caractéristique. Si par chance, on trouve que M, est de degré n, alors M, sera égal a M et
au polynome caractéristique. On fait donc le calcul du noyau de I’application linéaire dont les colonnes
sont les A7v pour j variant de 0 & n. Si I’on trouve un espace de dimension 1, alors M, est de degré n et
on a simultanément le polynome minimal et caractéristique avec le polynome correspondant a ce vecteur
du noyau. Si le degré n’est pas n, on peut essayer un ou quelques autres vecteurs, et faire le PPCM des
polynomes minimaux obtenus. Si on obtient un polynome de degré n on conclut, sinon on peut tester si ce
polynome évalué en A est nul, ce sera alors le polynome minimal.

Exemple, on reprend la matrice [[1,-1], [2,4]], et comme vecteur aléatoire v = (1,0), on a
Av = (1,-1) et A(Av) = (=1, —5). On calcule donc le noyau de la matrice [ [1,1,-11, [0,-1,-5]]
(on écrit en colonnes v, Av, A%v), on trouve que (—6,5, —1) engendre le noyau, donc le polynome minimal
relatif au vecteur v est (au signe prés) —6 + 5z — x2. Comme il est de degré maximal 2, c’est le polynome
minimal et caractéristique.

7.4 Réduction approchée des endomorphismes

On pourrait trouver des valeurs propres approchées d’une matrice en calculant le polynome caractéris-
tique ou minimal puis en le factorisant numériquement. Mais cette méthode n’est pas idéale relativement
aux erreurs d’arrondis (calcul du polynome caractéristiaue, de ses racines, et nouvelle approximation en
calculant le noyau de A — \I), lorsqu’on veut calculer quelques valeurs propres on préfere utiliser des
méthodes itératives directement sur A ce qui évite la propagation des erreurs d’arrondi.

7.4.1 Méthode de la puissance

Elle permet de déterminer la plus grande valeur propre en valeur absolue d’une matrice diagonalisable
lorsque celle-ci est unique. Supposons en effet que les valeurs propres de A soient x1, ..., x,, avec |x1| <
|zo| < ... < |xp_1| < |zy| et soient eq, ..., e, une base de vecteurs propres correspondants. On choisit un
vecteur aléatoire v et on calcule la suite v,, = Av,—; = A™v. Si v a pour coordonnées V1, ..., V,,) dans la

base propre, alors
n n
Un = jIj €j = T, Wn, Wy = 7 733 €j
. n
Jj=1

L’hypotheése que z,, est 'unique valeur propre de module maximal entraine alors que lim, o, w, =
Vnen puisque la suite géométrique de raison x;/x,, converge vers 0. Autrement dit, si V,, # 0 (ce qui a
une probabilité 1 d’étre vrai pour un vecteur aléatoire), v,, est équivalent a V,,z] e,,. Lorsque n est grand,
v, est presque colinéaire au vecteur propre e, (que 1’on peut prendre comme v,, divisé par sa norme), ce
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que I’on détecte en testant si v, 41 et v, sont presques colinéaires, et de plus le facteur de colinéarité entre
Up41 €t v, est presque x,, la valeur propre de module maximal.

Exercice : tester la convergence de A™v vers 1’espace propre associé a A = 3 pour lamatrice [ [1,-1],
et le vecteur (1,0).

Lorsqu’on applique cette méthode a une matrice réelle, il peut arriver qu’il y ait deux valeurs propres
conjuguées de module maximal. Le méme type de raisonnement montre que pour n grand, v, 42 est presque
colinéaire a I’espace engendré par v,, et v,,41, la relation v, 1o + 2V, 41 + z2v, =0 permet de calculer les
valeurs propres.

La convergence est de type série géométrique, on gagne le méme nombre de décimales a chaque itéra-
tion.

7.4.2 Itérations inverses

La méthode précédente permet de calculer la valeur propre de module maximal d’une matrice. Pour
trouver une valeur propre proche d’une quantité donnée x, on peut appliquer la méthode précédente a la
matrice (A — zI)~!. En effet, les valeurs propres de cette matrice sont les (z; — ) ! dont la norme est
maximale lorsqu’on se rapproche de x;.

7.4.3 Elimination des valeurs propres trouvées

Si la matrice A est symétrique, et si e,, est un vecteur propre normé écrit en colonne, on peut considérer
la matrice B = A — z,,e,,¢!, qui posséde les mémes valeurs propres et mémes vecteurs propres que A avec
méme multiplicité, sauf x,, qui est remplacé par 0. En effet les espaces propres de A sont orthogonaux
entre eux, donc

Be,, = z,e, — xneneflen =0, Bey = xep — xneneflek = Tpeg

On peut donc calculer la 2eéme valeur propre (en valeur absolue), I’éliminer et ainsi de suite.

Si la matrice A n’est pas symétrique, on peut utiliser une technique analogue lorsque 0 n’est pas valeur
propre de A (on peut s’y ramener en ajoutant a A un multiple de I’identité). En effet on peut construire un
vecteur propre de B pour une valeur propre x; # 0 a partir d’un vecteur propre de B, en cherchant y tel
que tel que

B(er — yen) = zi(ex — yen)

On obtient pour le membre de gauche :
Bey, — yBe,, = Bey, = (A — zpenel))er = xper — Tpen.epen

et pour le membre de droite

Trer — YTren
d’ou I’équation

YT = Tn€n €k

Néanmoins cette méthode n’est pas stable, en particulier si la valeur propre ey est proche de 0, car les
vecteurs propres se rapprochent alors tous de e,,.

8 Guide rapide KhiCAS sur calculatrices

8.1 Installation
8.1.1 Installation Casio Graph 90

(Ceci s’applique dans une certaine mesure aux Casio Graph 35eii). Rendez-vous ici pour installer.
Documentation Casio
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8.1.2 Imstallation TT Nspire CX/CX II

Vous pouvez installer KhiCAS sur TI Nspire CX/CX II a condition de ne pas avoir installé la toute
derniere mise a jour de I’OS de TI. Rendez-vous ici pour installer. Documentation Nspire.

8.1.3 Installation Numworks N0110 non verrouillée.

Pour les Numworks, il faut un modele NO110 (juillet 2019 ou plus tard) et ne surtout pas avoir fait
de mise a jour vers Epsilon 16 ou supérieur. Rendez-vous sur cette page avec un navigateur compatible
web-USB. Documentation Numworks.

8.2 Le shell KhiCAS

Si KhiCAS n’est pas lancé :

— Sur Casio, depuis le menu (touche MENU), sélectionner Xcas puis EXE.

— Sur TI Nspire, touche maison, puis Parcourir, puis depuis le répertoire ndless, sélectionner khicas.tns
et valider. Si une erreur de format non pris en charge apparait, (re-)lancez I’installation de ndless.

— Sur Numworks, touche Maison puis OK.

Pour éteindre la calculatrice, il faut quitter KhiCAS sur les TI Nspire (taper doc deux fois avant ctrl on) et
les Casio (taper MENU avant shift AC/ON).

Attention, sur les TI Nspire et Numworks, le shell de KhiCAS peut étre configuré pour utiliser un
interpréteur MicroPython, le bandeau du bas apparait alors en jaune, et sur les TI Nspire un interpréteur
Javascript, le bandeau du bas apparait alors en orange. Pour changer d’interpréteur, sur les Nspire utiliser
la touche calculatrice (entre esc et tab) puis 2. Sur les Numworks shift ) 8.

Vous étes maintenant dans le shell de KhiCAS, vous pouvez y taper des commandes Xcas en vous
aidant des menus qui apparaissent dans le bandeau et de raccourcis claviers (F1 a F6 ou shift F1 & F6 sur
Casio, shift puis une touche 1 a 0, et les parentheses sur Nspire et Numworks). Les mots clefs apparaissent
en couleur et il y a une aide a la saisie des parentheses et crochets. La touche curseur vers le bas permet de
compléter une commande dont on a saisi le début ou/et d’afficher de I’aide et exemples sur cette commande.

Pour bloquer le clavier en mode alphabétique : sur les Casio, taper sur la touche F5, sur les Numworks
taper 2 fois la touche alpha. Pour quitter le mode alphabétique, taper sur la touche alpha.

Exemples :

— pour définir une fonction, sur Casio faire shift F6 (ou shift PRGM), sur TI/Numworks faire shift

), puis sélectionner f (x) := et entrer I’expression de la fonction. Changez si nécessaire le nom de
fonction.

— pour définir une expression (attention a la différence avec une fonction), taper 1’expression puis sur
Casio la touche fleche vers la droite (au-dessus de AC/ON) puis F5 puis le nom de variable, sur TI
ctrl sto, sur Numworks shift sto.

— Pour dériver une fonction ou une expression par rapport a x, on peut utiliser / (menu F2 ou shift-2).
Sinon utiliser diff (mé&me menu)

— Pour tracer le graphe d’une fonction, saisir la commande plot ( depuis shift-F4 (casio) ou shift-3
(TI/Numworks). Tapez I’expression a tracer. Ou fleche vers le bas pour voir de 1’aide et des exemples.

— Les commandes les plus utiles sont accessibles par les menus rapides via les raccourcis claviers. Pour
voir plus de commandes : F4 sur Casio, menu sur Nspire, touche Toolbox sur Numworks.

— Pour entrer ou éditer une matrice, taper shift Matr sur Casio ou shift 7 sur TI/Numworks puis 1
matrice, donner le nom de la matrice, puis nombre de lignes/colonnes pour une nouvelle matrice,
puis entrer les coefficients un par un puis EXE ou OK ou enter.

8.3 Programmation

Pour saisir un programme, depuis le shell KhiCAS, taper sur EXIT (Casio) ou esc (Nspire) ou Back
(Numworks). Vous pouvez choisir entre syntaxe Xcas ou Python (shift SETUP sur les Casio). Le parser
détecte aussi automatiquement la syntaxe, par exemple si vous commencez a taper def en début de
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programme. Les menus rapides F1 a F3 sur Casio et shift 1 a shift 3 sur TI/Numworks contiennent les
structures de programmation les plus utiles.

Pour tester la syntaxe d’un programme, taper sur la touche de validation (EXE, enter ou OK). Utiliser
shift-EXE pour passer a la ligne sur Casio, ret sur TI Nspire, ou EXE sur Numworks. S’il n’y a pas d’er-

reurs,

pensez a sauvegarder votre programme avant de I’exécuter pour ne pas risquer de tout perdre en cas

de crash.

Puis vous pouvez taper EXIT, esc ou Back pour revenir au shell, d’ou vous pouvez exécuter le pro-
gramme. On peut interrompre 1’exécution d’un programme en appuyant sur la touche AC/ON ou ON ou
Back selon la calculatrice. Si un programme ne fonctionne pas comme prévu, la commande debug ()
permet de I’exécuter en pas a pas en affichant les variables locales et permet de le mettre au point.
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A La moyenne arithmético-géométrique.

A.1 Définition et convergence
Soient a et b deux réels positifs, on définit les 2 suites

Uy, + Up
Up = a, Vg = b7 Un4+1 = Ta Un+1 = V/UnUn (18)

On va montrer que ces 2 suites sont adjacentes et convergent donc vers une limite commune notée M (a, b)
et il se trouve que la convergence est tres rapide, en raison de I’identité :

1 1
Up+1 — Un41 = i(M_ m)Z = W(Un - Un)2 (19)

la convergence est quadratique.
On suppose dans la suite que a > b sans changer la généralité puisque échanger a et b ne change pas la
valeur de u,, et v, pour n > 0. On a alors u,, > v,, (d’apres (19) pour n > 0) et u,+1 < u, car

1
Un+41 — Un = i(vn _un) <0

et Upy1 = /UnUn > /UnUn = vpn. Donc (u,) est décroissante minorée (par v), (v,) est croissante
majorée (par ug), ces 2 suites sont convergentes et CoOmme U, +1 = “;” , elles convergent vers la méme
limite  qui dépend de a et b et que ’on note M (a,b). On remarque aussi que M (a,b) = bM(a/b,1) =
aM(1,b/a).

Précisons maintenant la vitesse de convergence lorsque @ > b > 0. On va commencer par estimer le
nombre d’itérations nécessaires pour que u,, et v, soient du méme ordre de grandeur. Pour cela, on utilise

la majoration

In(upt1) — In(vpg1) < In(uy,) — In(vp41) = %(ln(un) —In(vy))

donc ) 1
Un, a
In o In(uy,) — In(v,) < %(ln(a) —1In(d)) = o In 3
Donc sin > W alors In :j—: < m (par exemple, on peut prendre m = 0.1 pour avoir u, /v, €

[1,€%1]). Le nombre minimum d’itérations nq est proportionnel au log du log du rapport a /b. Ensuite on est
ramené a étudier la convergence de la suite arithmético-géométrique de premiers termes a = u,,, etb = vy,
et méme en tenant compte de M (a,b) = aM(1,b/a)aa=1etb=v,/u,donc0<a—b<1—e 0L

Alors I’équation (19) entraine
1
Un+1 — Un+1 S é(un - Un)Q

puis (par récurrence) .

W(a - b)2

Donc comme M (a, b) est compris entre v,, et u,,, I’erreur relative sur la limite commune est inférieure a
une précision donnée € au bout d’un nombre d’itérations proportionnel au In(In(1/¢)).

Typiquement dans la suite, on souhaitera calculer M (1,b) avec b de I’ordre de 2" en déterminant n
chiffres significatifs, il faudra alors O(In(n)) itérations pour se ramener 2 M (1,b) avec b € [e~ %1, 1] puis
O(In(n)) itérations pour avoir la limite avec n chiffres significatifs.

Le cas complexe
On suppose maintenant que a,b € C avec R(a) > 0,R(b) > 0. On va voir que la suite arithmético-
géométrique converge encore.

Etude de I’argument
On voit aisément (par récurrence) que R(u,,) > 0; de plus R(v,,) > 0 car par définition de la racine carrée
R(v,) > 0 etest de plus non nul car le produit de deux complexes d’arguments dans | — 7/2, 7/2[ ne peut

0<uy, —v, <
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pas étre un réel négatif. On en déduit que arg(u,+1) = arg(u, + v,,) se trouve dans I'intervalle de bornes

arg(u,,) et arg(vy,) et que arg(v,41) = 5(arg(u,) + arg(v,)) donc

1
| arg(unt1 — arg(vn+1)| < Sl arg(un) — arg(vs)|

Apres n itérations, on a

™
|arg(un) — arg(vn)| < o

Apres quelques itérations, u,, et v, seront donc presque alignés. Faisons 4 itérations. On peut factoriser
par exemple v,, et on est ramené a I’étude de la suite de termes initiaux a = u,, /v,, d’argument arg(u, ) —
arg(vy, ) petit (inférieur en valeur absolue & 7/16) et b = 1. On suppose donc dans la suite que

Un /16
—) <
Jarg(22)| < 7L

Etude du module
Ona:

Unp+1 _1 u7n + 1
Un41 2 Un Unp,
\/ vn

Posons %= = p,e ona:

Unt1 1 0,2, L o2
— _ etfn + —e n
et~ 2l -

1 9/[’), .
= 5 ‘(\/pn + cos o +i(y/pn =

L )
VPn
1 6 1 g2t

1 ,
= 51/ (VPn+ —=)%cos? - + (\/pn — ——)?s
2 \/ VPn 2 VPn 2
1 1
= \/pn + — +2cosb,
2 On
Si p désigne le max de p,, et 1/p,,, on a alors la majoration
Up+1 1
[ SaVetet2e=yo
donc en prenant les logarithmes
1 1
Inppe1 < =lnp==|lnp,| (20)
2 2
On rappelle qu’on a la majoration
Up, /16 1
Jarg(22)] = 10 < 52 < 5
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qui va nous donner la minoration de p,, 4

U, 1 1
Pnt1 = | +1| = \/pn++22(1c030n)
Un+41 2 n
1 1 6,
= 2\/ﬂn + o +2 —4sin2(7)
1 1
> 3 \/pn +— 4202
1 / 62
R~ + — + 2 x
2 " on + oo+ pnt L +2
02
> 1/7 + + 2 X "
1 2
> _ o
VP 4
S 1
= \/ﬁ \/ T4 x 22n+2
en prenant les log et en minorant In(1 — z) par —2z
1 1
Inppi1 > (—\ Inp,| +In(1 m)) (|lnpn| + 22%3)
Finalement avec (20)
1
|In ppy1| < (| In pp| + 22n+3)
On en déduit
1 1 1 1
|1Inp,| < lnpo—l— + .. —&—7—1—7: lnpo—i—

2n+3 22n+1 22n+2 2n+2

S on

La convergence du In(u,, /v,) vers 0 est donc géométrique, donc u,, et v, convergent quadratiquement.

A.2 Lien avec les intégrales elliptiques

Le calcul de la limite commune des suites u,, et v,, en fonction de a et b n’est pas trivial au premier
abord. Il est relié¢ aux intégrales elliptiques, plus précisément on peut construire une intégrale dépendant de
deux parametres a et b et qui est invariante par la transformation w,,, v, — Up41, Vpt1 (18)

e dt
I(a,b) =
V(a2 +12) (b2 + 2)
On a en effet oo
I(a+b / du
\/ )2 4+ u?)(ab + u?)
On pose alors
1 ab
=—(t——), t>0
" 2( t ) t>
oll t — w est une bijection croissante de ¢ €]0, +o0o[ vers u €] — oo, +-00], donc
400 2(1 2
0 \/ 2 4 1/4(t — ab/t)?)(ab + 1/4(t — ab/t)?)
dt
= 2 =1I(a,b)

0o (a2 +2)(b2 +12)
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On note au passage que I est définie si a,b € C vérifient R(a) > 0,R(db) > 0, on peut montrer que la
relation ci-dessus s’étend (par holomorphie).
Lorsque a = b = [ (par exemple lorsqu’on est a la limite), le calcul de I(I,1) est explicite

Too gt T
wn=[  mimg

donc -
I(a,b) =I(M(a,b), M(a,b)) =
(0.) = 10 (ab). M(ah) = 77—
On peut transformer I(a,b) en posant ¢t = bu
teo du 2 [t du

I(a,b) = -
(a,0) =2 o V(@+v2u)(1+u?)  alo  /(1+(b/a)u)(1+ u2)

Puis en posant u = tan(z) (du = (1 +

2)dx)
1+ tan(z
b) d
Ia, / \/1—1— b/a2tan() o
sin(z)?
1—sin(x)?

I(a.b) /\/1— ~ ey

= [ s

alors on peut calculer K en fonction de I, en posant m = 1 — b?/a? soit b*/a? =1 —m

K(m) = 5[(a,aﬂ) - §M(a,a\/1 —m) - 2M(1,v/1 —m)

d’out I’on déduit la valeur de I’intégrale elliptique en fonction de la moyenne arithmético-géométrique :

et enfin en posant tan?(z) =

Si on définit pour m < 1

2 T T
™) /0 1 —msin(z)2  2M(1,v/1—m) @D

Dans I’autre sens, pour x et y positifs

K(E=Yy2) = Ul - T _ m _raty
Tty 2M(1, /1 — (54)2) 2M(1, 2 vay) 255, M(THY, Jay) 4 M(z,y)

et finalement N
™ z+y
M(xa y) ==

Yr ()

A.3 Application : calcul efficace du logarithme.

On peut utiliser la moyenne arithmético-géométrique pour calculer le logarithme efficacement, pour
cela on cherche le développement asymptotique de K (m) lorsque m tend vers 1. Plus précisément, on va
poser 1 —m = k? avec k €]0, 1], donc

2 dx

V1= (1 —k?)sin(x / V1—( l—k‘2 ) cos(y)?

K(m) =
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en posant y = w/2 — x, et
2 d
Km) = |7
0 +/sin(y)? + k2 cos(y)?2
la singularité de I’intégrale pour k proche de O apparait lorsque y est proche de 0. Si on effectue un
développement de Taylor en y = 0, on trouve

sin(y)2 + k2 cos(y)2 =k + (1-— kz)y2 + O(y4)

Il est donc naturel de comparer K (m) a I’intégrale

J—/g dy
N DT

qui se calcule en faisant par exemple le changement de variables

ou directement avec Xcas,

supposons (k>0 && k<1);
J:=int (1/sqgrt (k"2+ (1-k"2) xy"2),vy,0,pi/2)

qui donne apres réécriture :

1 T 1 k2
J:l_k2<ln(k)+ln<2 (,/1—k2+47r2+ 1—k2>>> 22)

et on peut calculer le développement asymptotique de J en 0

series (J,k=0,5,1)

J=1In (%) +0(<1n_(]1€)>5)

on peut alors préciser ce développement par

qui renvoie :

series (J+1n(k)-1n(pi), k=0,5,1)

qui renvoie (apres simplifications et ot la notation O peut contenir des logarithmes)

< 1 N In(7) — In(k) — 1) K2+ Ok

2 2

donc
J = —In(k) + In(x) + (732 ;- Infm) = ;n(k) - 1) K2 4+ O(kY) 23)

Examinons maintenant K — .J, il n’a plus de singularité en y = 0, et il admet une limite lorsque £ — 0,
obtenue en remplacant k par 0

(K = J) k=0 = /05 <sml(y) - ;) dy = [ln (tan (%)) - ln(y)}o2 = ln(%)

D’ou pour K
4 -1\’
o =i () +0( (7))
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Pour préciser la partie du développement de K en puissances de k, nous allons majorer K — J — In(4/7),

puis J — In(7/k). Posons
A =sin(y)? + k?*cos(y)?, B=vy*+ (1 —y*)k?

Majoration de K’ — J — In(4/7)
Lintégrand de la différence K — J — In(2) est

VAVB  ysin(y)
B—-A _ y —sin(y)

VAVB(WA++B)  ysin(y)
(y* —sin(y)®)(1 — k*) y —sin(y)

A VB

sin(y) y

11 < 1 1) VB -VA y—sin(y)

VAVB(VA + /B) ysin(y)

Soit

K—J-mm(%)= /O (y — sin(y))[(1 - k?)ysin(y)(y + sin(y)) — VAB(VA + VB)]

VAVB(VA+ VB)ysin(y)

™

(24)

(25)

(26)

27

On décompose I’intégrale en 2 parties [0, k| et [k, 7/2]. Sur [0, k] on utilise (26), on majore chaque terme

séparément et on minore A et B par

A=k +(1-K)sin(y)? >k, B=k+(1-k)y*>k?

k k k
B - Al / 11
< dy + - — =) dy
'/o' / o ) Gty "y

Donc

k2 : 2
y? — sin(y) k k

< /0 o dy+1n(tan(§)) —1n(§)

1E% + SLk + Lsin(2k) k k k
< 3 2 4 s . Ry i
< 573 + ln(51n(2)) ln(2) ln(cos(z))

1IR3 4 Sk 4 12k — 82 4 320 k
< 3 2 4 6 5! _1 v
= 2k3 n(COS(2))

k2 2
< — —In(l1- L[k )

30 21\ 2

k? K
< 4
- 30 + 4

Sur [k, /2], on utilise (27) et on minore A et B par

A =sin(y)® + K cos(y)® > sin(y)®, B =y’ + (1 —y)k* >y

H 2 (y—sin(y))|C|
|/k |§/k ysin(y)(y + sin(y))’

C = (1-k)ysin(y)(y + sin(y)) — AVB + BVA

on obtient

= —A(VB-y)— B(VA—sin(y)) — Ay — Bsin(y) + (1 — k*)ysin(y)(y + sin(y))

—A(VB —y) — B(WA —sin(y)) — k*(y + sin(y))
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Donc
IC| < A(B—1y)+ B(VA—sin(y)) + k*(y + sin(y))
B y? B A —sin(y)?
B \F—i-y VA + sin(y)
k2 k2
2y + B2sin(y)

N

+k(y +sin(y))

+ k% (y + sin(y))

et

|/ < / —sin(y))k (5, + g + (¥ +sin(y)
ysin(y)(y + sin(y))
On peut majorer y — sin(y) < y3 /6, donc

T k2T Ay By? y?
) 1=% /k 2sin(y)(sin(y) +y) | sin(y)2(siny) + ) | sin(y)

On majore enfin A et B par 1,
PR (E oy y?
| / | < — / 4+ =
k 6 J, 2sin(y) sin(y)

Le premier morceau se calcule par intégration par parties

6 J, 2sin(y)2 6 tan(y) s tan(y)

< — (1 —n(k))

k2 5 y2 k2 B T k23
e . < / Sy =
6 J, sin(y) 0 2

Finalement

4 31 1 1
|K—J—1n(7r)|§k2(—ln(k)+7r+ +—+ )

ou J est donné en (22).
Majoration de J — In(7/k)

Ona
T 1 s 1 1 k2
_ —_ — - _ - _ _ 1.2 . _ 1.2
7 ln(k>| (=5 1)ln<k>—|— 1_k2ln<2<\/1 R+ 4+ /1 k:))‘

et on va majorer la valeur absolue de chaque terme de la somme. Pour & < 1/2, 0on a
1 - k? < k?
V1I—k2 VI—E24+1-k2 = 3/4+/3/2

Pour le second terme, on majore le facteur W par 7, I’argument du logarithme est inférieur a 1 et

superleura
1 k2 E2(1- %) 1
(- =41 —— ) =1-k*1-=)>1-k
2( 7 " 2 ) ( 7r2)>
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donc le logarithme en valeur absolue est inférieur a
2k?

donc, pour k < 1/2,
T k2 T

|J_ln</€)§3/4+\/§/21n(k>+k2\l/1§

Finalement, pour k < 1/2

m(2 of w4 A9 1 1
L OIE (3/4+¢§/2+¢§+96+20 (3/4+¢§/2+6)1(’“)> @

que I’on peut réécrire
™

\m —In (:) | < k*(3.8 - 0.81n(k)) (29)

La formule (29) permet de calculer le logarithme d’un réel positif avec (presque) n bits lorsque & < 2-"/2
(ce a quoi on peut toujours se ramener en calculant le logarithme d’une puissance 2"-iéme de z ou le
logarithme de 2™, en calculant au préalable In(2)). Par exemple, prenons k& = 2727, on trouve (en 8
itérations) M (1,2727) = M; = 0.0781441403763. On a, avec une erreur inférieure a 19 x 275% =

1.1 x 1071°
™ m

T 2In(22%)  58In(2)’

M(1,2727) = My

On peut donc déduire une valeur approchée de 7 si on connait la valeur approchée de In(2) et réciproque-
ment. Si on veut calculer les deux simultanément, comme les relations entre In et 7 seront des équations
homogenes, on est obligé d’introduire une autre relation. Par exemple pour calculer une valeur approchée
de 7 on calcule la différence In(22° +1) —In(22%) dont on connait le développement au premier ordre, et on
applique la formule de la moyenne arithmético-géométrique. Il faut faire attention a la perte de précision
lorsqu’on fait la différence des deux logarithmes qui sont trés proches, ainsi on va perdre une trentaine
de bits, il faut grosso modo calculer les moyennes arithmético-géométrique avec 2 fois plus de chiffres
significatifs.

L’intérét de cet algorithme apparait lorsqu’on veut calculer le logarithme avec beaucoup de précision, en
raison de la convergence quadratique de la moyenne arithmético-géométrique (qui est nettement meilleure
que la convergence linéaire pour les développements en série, ou logarithmiquement meilleure pour I’ex-
ponentielle), par contre elle n’est pas performante si on ne veut qu’une dizaine de chiffres significatifs. On
peut alors calculer les autres fonctions transcendantes usuelles, telle I’exponentielle, a partir du logarithme,
ou les fonctions trigonométriques inverses (en utilisant des complexes) et directes.

On trouvera dans Brent-Zimmermann quelques considérations permettant d’améliorer les constantes
dans les temps de calcul par rapport a cette méthode (cela nécessite d’introduire des fonctions spéciales )
et d’autres formules pour calculer 7.
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