MAT244 : contrdle continu du 18 mars 2014, proposition de corrigé.

Exercice 1.
Soit @ : R? x R?* — R la fonction donnée par

T U1
o 2 |, | Y2 = 311Yy1 + T1Y2 + Tay1 + 3T2y2 + 2x3Y3.
T3 Y3

1. Montrons que ® est une forme bilinéaire symétrique.
Soit (1, w9, 23), (¥}, 24, %), (Y1, Y2, y3) € R® et A € R. Alors

/
T Ty U1
/
Ol Alxa |+ |25, | v =
/
T3 I3 Y3

= 3(Az1 + 27)y1 + (Az1 + 27)y2 + (Az2 + 25)y1 + 3(Az2 + 25)y2 + 2(Axs + 25)ys
= N3x1y1 + T1y2 + Tay1 + 3Ty + 223y3) + 3T y1 + 2y + xhyr + 3xhys + 225ys

T Y1 1 Y1
=\ To |, | ¥o + S B T , donc @ est linéaire a gauche. De plus,
T3 Y3 Ty Y3
hn I Ty W
o Y21, | T2 =& To |5 | Y2 )
Ys T3 T3 Y3

donc @ est symétrique, et bilinéaire.

2. La matrice M de ® dans la base canonique By = (e1, es, e3) de R? est donnée par M, ; =
D(e;, €5), et se lit sur la formule définissant @ :

3 10
M=11 3 0
0 0 2
12\ [-1/2\ /0
3. Soit By = /21,1 1/2 |,{0] |. Pour montrer que c’est une base de R3 on
0 0 1
considere (11,72, 73) € R3, et on montre que le systéme linéaire
1/2 ~1/2 0 1
X1 1/2 + X2 1/2 + X3 0] = T2
0 0 1 Z3

a une unique solution (X7, Xy, X3) dans R3. Soustraire la premiere ligne du systéme a la
deuxieme le rend triangulaire, et on trouve

(X1, X2, X3) = (21 + 22, —21 + 22, 3).

4. Ainsi, lorsque v est un vecteur dans R, et qu’on note (x1, 2, x3) ses coordonnées dans
la base By, la formule précédente exprime ses coordonnées (X7, X, X3) dans la base B;
en fonction de xy, x9 et x3. En considérant que cette formule est un systeme linéaire
d’inconnue (z1, 2, 3), on obtient apres résolution de ce systeme :

1

1
(@1, 20, 23) = (§(X1 — Xs), §(X1 +X2)7X3) .



5. Si g est la forme quadratique associée a ® alors, avec les notations de la question précédente,
pour tout v dans R3?,

3 1 3
q(v) = 307422 29 +303+223 = Z(Xl—X2)2+§(Xf—X§)+Z(X1+X2)2+2X§ = 2X 4+ X7 4+2X3.
On lit sur cette expression que la matrice N de ® dans la base B; s’écrit
2 00
N=10 10
0 0 2

6. La matrice de passage P de By vers By a ses colonnes formées des coordonnées dans B
des vecteurs constituant By, soit

1/2 —1/2 0
P=1|1/2 1/2 0
0o 0 1

7. La formule de changement de base qui relie M, N et P est N = P'M P (et sa vérification
pour les matrices calculées ci-dessus est laissée aux lecteurs(trices).

8. Le rang de ® est celui de sa matrice dans n’importe quelle base, donc 3, au vu de N.

9. Etant donnés deux vecteurs v et w dans R3, de coordonnées respectives (X1, X», X3) et
(Y1, Y5,Y3) dans la base By, on a ®(v, w) = 2X,Y) + XoYo +2X3Y3. 11 suffit donc de choisir
(X1, Xa, X3) = (1,0,0) et (Y7,Y5,¥3)) = (0,0, 1) pour avoir ®(v,w) = 0.

10. Par contre, si z est un vecteur non nul dans R?, de coordonnées (X1, X5, X3) dans la base
By, on a (X1, Xy, X3) # (0,0,0), et ®(v,w) = 2X? + X7 + 2X2 # 0. 1l n’existe donc pas
de vecteur z non nul dans R3? tel que ®(z,z) = 0.

Exercice 2.
Soit V' = Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a 2. On considere sur V' la forme bilinéaire symétrique définie par

(P, Q) = P(0)Q(0) + P(0)Q"(0) + P"(0)Q"(0).
1. La forme bilinéaire symétrique ® vérifie, pour tout P = aX? + bX + ¢ € Ry[X],
®(P, P) = P(0)>+ P'(0)* + P"(0)* > 0,
et méme (puisque P’ = 2aX + b et P" = 2a),
®(P, P) = ¢+ b* + 4a?,

donc ®(P, P) = 0 implique a = b = ¢ = 0, soit P = 0. Ainsi, ® est définie positive (ou
positive et non dégénérée), donc c’est un produit scalaire.
2. Par contre, ®(X3, X3) = 0, donc ® n’est pas un produit scalaire sur R3[X].

3. Pour tous réels a, b, c, o, 3,7y, on a
Plc+bX +aX? v+ BX +aX?) = cy+ b3 + daa,
donc la matrice de ® dans la base (1, X, X?) de V est

1
Mat(LX’)@)(Cb) = 0
0

S = O
= O O



4. Soit W ={P € V| P(1) = 0}. Il est clair que le polynome nul appartient & W. De plus,
si P,QeWetAeR, alors (AP +Q)(1) =AP(1)+ Q(1) =0, donc AP + Q € W. Ainsi,
W est un sous-espace vectoriel de V.

Enfin, si P = aX? +bX 4+ ¢ € V, P appartient & W si et seulement si a +b + ¢ = 0.
Cette relation est donc une équation définissant W, qui est par conséquent un plan (de
dimension 2) dans V' (de dimension 3). Une base en est par exemple (en prenant dans
I’équation définissant W soit (a,b) = (0,1) soit (a,b) = (1,0)) le couple (X — 1, X? —1).

5. Lorsque a,b,c € R, le polynome aX? + bX + c appartient & W+ si et seulement si il est
orthogonal (pour ®) aux deux constituant une base quelconque de W. En utilisant la base
ci-dessus, on trouve

W+ ={aX?*+bX +c€V |b—c=4a—c=0}.

Cette fois, 'analyse dimensionnelle indique que W+ est une droite, et elle est engendrée
(on prend ¢ = 4) par X% +4X + 4.
6. On pose P(X) =X —1let P(X)=X? - X.

(a) Remarquons tout d’abord que Py € W, P, € W et la famille (P, P) est libre, car
échelonnée en degré. C’est donc une base de W, de méme que (P, P, + AP;), pour
tout A € R. Une condition nécessaire et suffisante pour que (P, P, + AP;) soit une
base ®-orthogonale de W est donc ®(Py, Po+AP;) = 0, soit —1+2\ = 0, c’est-a-dire
A=1/2.

(b) Construisons une base ®-orthonormée de W. D’apres la question précédente, (P1, Py+

%Pl) est une base ®-orthogonale de W. Il suffit donc de normer chaque polynome.
Or, ®(P, P) =2et (P + %Pl, P+ %Pl) = 9/2. Donc une base ®-orthonormée de

1 1 V2 (., 1 1
W est (EX—E,?(X —§X—§>).

(¢) Pour completer la famille précédente en une base orthonormée de V', on lui adjoint un
élément de W+ de norme 1. Comme X2 44X +4 est un élément de W+, de norme 6,
1 1 2 1 1\ 1 2 2
—X - —, £ X?— X — - ),=X?+ ZX + = | est une base ®-orthonormée
V2 V2 3 2 2)°6 3 3
de V.



