MAT404-TD1 Algebre linéaire UGA

Exercice 1. ¢ Pour chaque espace vectoriel V', dire si oui ou non la famille ' d’éléments de V
est une base de V.

1 1 2 1 1 0
(1)V =R F = —1],101],(2 (Q)V =R* F = 1],10],(1
-1 1 6 0 1 1
T 1 1
BV cCV= yllz+y+2=0,, F={—-i],| 0 |}
z 0 1

(A)V =Ry[X], F={X?-3X+1,X*+3X —4,2X* -3}

BV =Ro[X], F={(X-1)7(X-1)1}.

x
Lorsque F est bien une base, donner les coordonnées du vecteur |y | (pour 1,2 et 3) ou du
z
polynome a + bX + c¢X? (pour 4 et 5) par rapport a F.

Exercice 2. ¢ Pour chaque espace vectoriel V', dire si oui ou non la partie W C V est un
sous-espace vectoriel.

8

1. V=R W = y|l eRjz+y—2=0
2

x
2.V =C W= y| eClz+y—iz=2+3i
z
3. V=C¥[0,1],R), W = {f € C*([0, 1], R)| f" + f = 0}.
4.V =Ry[X]|, W = {P € R3[X]|(P(3))* = P(2)}.
Lorsque W est bien un sous-espace vectoriel, donner une base de W et calculer les coordonnées
d’un élément arbitraire de W dans cette base.

Exercice 3. ¢ Pour quelles valeurs de k le systeme

kx+(1+dy=1
(I+dz+ky=1
admet-il a) aucune solution ?

b) une solution unique ?
¢) une infinité de solutions ?



Exercice 4. ¢ Calculer le noyau et I'image de chaque matrice.

Exercice 5. ¢ Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et si oui, calculer leur
1 11 1 11
(i ?) 11 1 1,11 2 4
111 139

Exercice 6. Démontrer que les équations de la chaleur et des ondes sont bien des équations
linéaires.

mverse.

Exercice 7. Soit f:V — V' une application linéaire entre deux espaces vectoriel. Démontrer
que Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de V' et V.

Exercice 8. ¢ Pour chaque application, indiquer si oui ou non elle est linéaire. Si oui, en donner
le noyau et 'image.

T r+y
1. L’application de R? dans R?® donnée par f | | v =|y—=2
z z+1
T 1T — 1y
2. L’application de C* dans C® donnée par f [ |y = | —iy—2
z 1+ 2

3. La fonction ¢ qui envoie C*(][0, 1], C) sur lui-méme donnée par

o(f) =1 —2f

Nous rappelons que C*([0, 1], C) est I'espace de fonctions sur I'intervalle [0, 1] & valeurs dans
C qui sont dérivables a tous ordres.

4. La fonction ¢ : R3[X] — R4[X] donnée par ¢(P) = P' — X P.
5. La fonction de R? dans R donnée par projection sur 'axe des z.

6. La fonction de R? en R? donnée par rotation d’'un angle § autour de I'origine.

Exercice 9. Montrer que les trois fonctions suivantes forment une famille liée dans I'espace
CO%(R;C) des fonctions continues de R dans C :

r—e® | xwesin(x) , zee

Donner la dimension de Vect(e™, sin(zx), e).

Exercice 10. * Soit n réels distincts ay, . . ., a,,. Montrer que la famille de fonctions (e*'?, ... e*"*)
est libre dans I'espace vectoriel C°(R; R).



Exercice 11. Soitn € Net Fy,..., P, des polynomes de C[X] tels que pour chaque i, le degré
de P; soit i. Montrer que la famille (5, ..., P,) est une base de C,[X].

Exercice 12. On se place dans le C-espace vectoriel C3[X] des fonctions polynémes de degré
au plus 3.

1. Montrer que I'ensemble des fonctions qui s’annulent en 1 est un sous-espace vectoriel de
C3[X]. Prouver que ce dernier est de dimension 3 et en préciser une base.

2. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 est-il un sous-espace vectoriel de
R3[X]? Qu’en est-il de ’ensemble des polynémes de degré égal a 27

Exercice 13. ¢

1. On considere I’équation différentielle 6” + w?# = 0. Montrer que ’ensemble des fonctions du
C-espace vectoriel C%(R;C) solutions de cette équation forme un sous-espace vectoriel de
C?*(R;C). En donner une base et la dimension.

2. On considere 1'équation différentielle §” 4+ w?sin@ = 0. Est-ce que I'ensemble des fonctions

du R-espace vectoriel C?(IR; R) solutions de cette équation forme un sous-espace vectoriel de
C*(R;R)?

Exercice 14.
Nous considérons C en tant que R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ? En préciser une
base.

Exercice 15. ¢
On considere P ’ensemble des polynomes sur R, de degré inférieur ou égal a 2. Un polynome
P de P sera noté P(X) = a+ bX + cX?. Nous admettrons que P est un espace vectoriel sur R.

1. Quelle est la dimension de P ? En donner une base.
2. On considere les sous-ensembles de P suivants :
(a) Wo ={P € P/P(0) =3},
(b) W1 ={P € P/ P n’a pas de racine réelle} et
(c) Wo={P € P/a=0}.

Lesquels sont des sous-espaces vectoriels de P 7 Pour ceux qui sont des sous-espaces vecto-
riels, en donner une base et donner le vecteur des coordonnées d’un polynome P arbitraire
dans cette base.

3. De méme, on considere les applications de P dans R suivantes :
(a) fo(P) = P(3),
(b) fi(P) =d (d € R),
(c) fo(P) = P'(1),
(d) Si P(X)=ap+0bpX +cpX? on pose f3s(P)=ap-a+bp-b+cp-c((a,b,c)eR?),
(e) f5(P) = (ap +bp + cp)*
Lesquelles sont des applications linéaires ?



