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1. ERREURS EN FLOTTANTS ET INTERPOLATION (7 PTS)

Soit T}, le n-iéme polynéme de Tchebyshev, défini par 7, (cos(x)) = cos(nx) sur [—1,1],
et x1,..,x, les racines de 7,,. On veut interpoler une fonction f en ces racines.

(1) Rappeler I’expression de x;. Quelles sont les couples de racines les plus proches
pour n=10? Pour n =407

(2) Combien de chiffres significatifs faut-il s’attendre a perdre dans le cas le pire si on
calcule x;» — x; a partir d’une valeur approchée de x; et x; ?

(3) Déterminer une expression de xp — x; dont 1’évaluation numérique n’entraine pas
une perte de précision relative aussi importante.

(4) On applique I’algorithme des différences divisées pour approcher une fonction f
dont la valeur et sa dérivée sont de I’ordre de grandeur de 1 sur [—1,1]. Combien
de chiffres significatifs faut-il s’attendre a perdre dans le calcul des premieres diffé-
rences divisées

S Cherr) = (%)
Xk+1 — Xk
selon qu’on utilise ou non la méthode d’évaluation de la question précédente ? On
pourra prendre comme exemple type la fonction définie par f(x) = exp(x).

(5) Rappeler la majoration de I’erreur d’interpolation de f sur [—1,1] en xj, .., x,. Pour
quelle valeur de n a-t-on une erreur théorique plus petite que 1e—12 pour la fonction
exponentielle ?

(6) Dans le cas de I’interpolation de la fonction exponentielle avec une précision de 12
chiffres, vous semble-t-il important de programmer un algorithme des différences
divisées specifique a I’interpolation en les racines du polyndéme de Tchebyshev uti-
lisant la question (3) ?

2. FONCTION PERIODIQUE ET FORMULE DES TRAPEZES. (4 PTS)
m
Soit f(x) =ag+ Y (axcos(kx) + by sin(kx)).
k=1
(1) Calculer I(f) = [ f(x) dx.

(2) Montrer que la valeur obtenue en approchant /(f) par la méthode des trapézes pour
N subdivisions (pas de & = 27 /N) est

Tu(f) = hn_Z‘,Of(jh)-

En déduire que pour N > m, alors I = Ty(f).

(3) Si f est périodique et de classe C/ avec j > 2, que peut-on dire de la décroissance de
ses coefficients de Fourier ? En déduire que la méthode des trapézes approche I(f)
avec une erreur en O(N /).



3. CALCULS DE POLYNOMES CARACTERISTIQUES (9 PTS)

Soient n € N*, M € #,(C) et yu son polyndme caractéristique.
(1) Méthode de Lagrange.

(a) Décrire brievement une méthode efficace permettant de calculer le déterminant
de M. Donner sa complexité asymptotique quand » tend vers 1’infini.

(b) Expliquer comment obtenir X, connaissant det(kl, — M) pour k € {0;...;n}.
Donner la complexité asymptotique de la méthode.

(c) Faire un essai de cette méthode pour n = 20 avec une matrice a coefficients
répartis aléatoirement uniformément dans I’intervalle [0; 1]. Que peut-on dire de
la stabilité de cette méthode (on pourra commenter le coefficient dominant du
polyndme d’interpolation obtenu) ?

(2) On dira qu’une matrice M est sous forme de Hessenberg, si elle a des 0 en-dessous
de la sous-diagonale : i > j+1 = H;; = 0. Ainsi une matrice de taille 3 est de

Hessenberg si son coefficient derniere ligne, premiere colonne est nul, par exemple :

1 8 5
H=| 9 7 3
0 9 8

(a) Déterminer le polyndme caractéristique d’une matrice de Hessenberg de taille 3
en développant det(Al — H) par rapport a la derniére ligne.

(b) Montrer par récurrence que le polyndme caractéristique h, (1) =det(Al — H) de

Hiy Hyp .. Hyuo Hu1 Hip
Hyy Hyp ... Hypo Hyy 1 Hpy
0 Hzp ... H3un H3, 1 Hiy
H= 0 0 H471172 H47,171 H4,n
0 0 .. 0 Hyi Hy,
vérifie
Iy (A) = (;\, - Hn,n)hnfl (A) - Hn,nlenfl,nhrHZ(l) +

- n,nlenfl,n72Hn72,nhnf3 ()L) e

(3) On va montrer qu’on peut se ramener a la forme de Hessenberg en conjuguant par
des matrice élémentaires de rotations (matrices de Givens).

(a) Soit M une matrice de taille 3, on pose

1 0 0
a=M1,b=Ms;,c=+Va*+b*> R=| 0 afc bJc
0 —b/c ajc

Vérifier que RMR' est une matrice de Hessenberg. Montrer que M et RMR' ont
le méme polyndme caractéristique.

(b) Généraliser pour une matrice de taille n pour annuler les coefficients de la pre-
miere colonne a partir de la ligne 3 (en utilisant les coefficients lignes 2 et k > 2
en colonne 1).

(c) Généraliser aux colonnes 2 a n — 2 pour déterminer une matrice de Hessenberg
semblable a M.

(d) Donner un équivalent du nombre d’opérations nécessaires pour calculer le poly-
ndme caractéristique de M en passant par sa forme d’Hessenberg lorsque n est
grand et comparer avec la méthode d’interpolation du (1).

(e) Que peut-on dire de la stabilité numérique de la réduction sous forme de Hes-
senberg par des rotations ? Comparer avec la méthode d’interpolation.



