Module MAT 307 Université Grenoble Alpes

Corrigé TD2

Exercice 2

1-Ici f: (t,x) = (x —a)(z —b). f est C' sur R x R. Ainsi, d’apreés Cauchy-Lipschitz, pour tout o € R, il
existe une unique solution telle que z(0) = « sur un intervalle maximal I. De plus cette solution sera C* sur
cet intervalle. Cette équation est & variables séparées: f(t,z) = F(2)G(t).

E‘Ea}gq 1: les solutions stationnaires (i.e. de la forme x(t) =cste) sont les deux fonctions constantes z, : t — a
Remarque : si a ¢ {a, b} alors z ne croise pas les solutions stationnaires. Ainsi, si @ < a alors z(t) < a ; si a > b alors z(t) > b
; sl a €]a, b[ alors z(t) €]a, b[ pour tout t € I.

Etape 2: Soit x une solution non stationnaire. On a #@ = 1 et en intégrant des deux c6tés, on obtient

/ot (2(s) —:Z)(ifg(s) —b) ds = /Ot ds =1t.

Pour calculer I'intégrale de gauche, commengons par faire une décomposition en éléments simples: cherchons
A et B tels que

1 A B
(%) : (x—a)(a:—b)_m—a+a:—b vz € R.

(8) % (& — )ear 215 = A
[(*) X (x - b)]r:bi ﬁ =B
Ainsi, on a

d’o‘l\l |x(t) — b‘ — |O[ — b| e(bfa)t.
e —al ol
Etape 3: Distinguons les cas:

b — glozbl (b-a)t
1. Si @ < a, alors z(t) = ‘afbal et comme |
1_ ||§:a|\e(b_a)t

la=b] _ b—a
a—al T a—a

> 1 on a I =]t,,+oo[ ol t, =

1 9, la—aqa] ! . _
5= I o5~ T est croissante. De plus, x(t) oy oo et z(t) 20 @
b+ qlo=blo(b-a)t
2. Sia < a<b,alors z(t) = locta] et I = R. x est décroissante. De plus, (t) — b et
1— [a—b] e(b—a)t t——o0
la—al
z(t) — a
t——+oo
bh— a||a—b|‘e(b—a)t bl
. . - a—a a—bl _ a—b _ N _
3. Si > b, alors z(t) = - ‘\a—b\le(bfa)t et comme 7= = 0=4 < lonal =] — 00,ta] OU t =
a—a

7 1In %. x est croissante. De plus, x(t) o, tooet x(t) B b.

o t o0



Voici une représentation graphique de = dans les différents cas:
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2- De méme que dans la question précédente, f : (t,z) — z? + a? étant C' sur R x R, on peut faire appel &
Cauchy-Lipschitz pour avoir & partir d’une condition initial de la forme z(0) = a 'existence et I'unicité (sur
un intervalle maximal) d’une solution.

Commengons par une étude rapide dans le cas @ = 0. Il y a une solution stationnaire x = 0. Soit = une

solution non stationnaire; par (CL) 'unique solution sur un intervalle maximal I & satisfaisant 2(0) = a. On
écrit

t t 19t
/ iSlds = ds — [—} =t
0 J;

(s) 0 (s)Jo
1 1 1
———==t < x(t) = 5
a z(t) St
Sia > 0alors I =] — o0, 2[. Si o < 0alors I =] +00[. z est croissante dans les deux cas. Voici une

représentation de x dans ces deux cas:

car 4

On peut donc maintenant supposer que |a| > 0 (en utilisant que a? = |a|?).



Etape 1: Il n’y a pas de solutions stationnaires.

t 1 1‘/(5)
<:>/ [ E—
o lal 14 (522
1 x(t) !
<= — | Arctan(—-) — Arctan(-—) ) = ¢
\a|< lal lal )

Is)

5

Etape 3: Ceci nous permet de trouver une expression pour x.

x(t) = atan (|a|t + Arctan(%)).

L’intervalle maximal est I = ] i( -5 Arctan(l)) L (g — Arctan(&)> [

lal lal/ )7 Ta] ]
Exercice 4

1-
On considere
' —x = cos(t). (1)

x est une équation linéaire scalaire du premier ordre & coefficient constant avec second membre. Le second
membre étant continue, on sait qu’il existe une unique solution qui sera globale.
Etape 1: On considére I’équation homogene associée (H) 2’ — 2 = 0 dont les solutions est

Sg = {t~ Ce', C e R}.

deg@ = 0, c’est & dire z,(t) = ae’. On a

iae’ — e ="'Vt —= (i—1)a=1
S R N (e S gy

1—i 1—il+i 2

— a=

Comme le coefficient est réel, une solution particuliere est

1, —1—i 1 1
zp(t) = Re(zp(t)) = Re( 3 Ze”) = Re( 5 Z(cost + isint)) =-3 cost + 5 sin t.
Etape 3: Conclusion : Les solutions de (1) sont les fonctions s’écrivant

1 1
z(t) = Ce' — §cost+ §sint



2- Voici une représentation graphique de cette fonction (notons la z)
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Quand t — —00, le graphe de z ressemble & celui de ¢t — —1 cost + % sint = v2 sin(t — T) (car 3et s 0).

Et a ce titre z(t) n’a pas de limite quand t — —o0.
Quand ¢ — +o00, comme ’g sin(t — %)’ <let %et 2% la limite de z(t) en 400 de = est +o0.
— 00

Exercice 5

Nous réécrivons 1’équation sous forme résolue :

x 2
t t+2

ol nous pouvons déja conclure que l'existence et 1'unicité d’une solution n’est vraie que sur |0, +ool.
Ftape 1. On associe & (F) ’équation différentielle homogene

(H):x/—%:()

qui a comme ensemble solution:
Sy ={t— Ce ") | CeR} ={t— Ct|C eR]}.

Etape 2. On cherchera une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante : considérons
la fonction z,(t) = C(t)t avec C(t) une fonction & déterminer.
Si on remplace en (E) on obtient:

! _ 2 ! — 2 — L
ct = t+2 ¢ = tt+2) i Tiie
Ainsi on a que
t+2
Cit)=—-In(t)+In(t+2) = ln(it )
Donc,
2
7y(t) = ()t
Etape 3. On a ainsi que
t+4 2
Sp = {t s Ct+ln(%)t | C eRY}.



Exercice 9

Cet exercice est un exercice d’application de la méthode pour trouver une solution particuliere quand le
second membre de I’équation différentielle est de la forme e’ : on peut chercher une solution particuliere
y(t) de la forme P(t)e avec P qui est un polynéme de degré 0,1 ou 2 en fonction de si § n’est pas solution
de I’équation caractéristique, est racine simple ou racine double respectivement.

a) On cherche & résoudre 2" + 32’ + 2x = e~*, qui est une équation linéaire & coefficients constants avec
second membre.

L’équation homogene associée est (H) : 2" +32'+2x = 0. L’équation caractéristique associée est X2+3X+2 =
0 qui a pour solutions X = —1 et X = —2. Les solutions & (H) sont donc les t — Ae~*+ Be~2! avec A, B € R.
Pour trouver toutes les solutions de ’équation originale, il ne reste qu’a trouver une solution particuliere.
Comme —1 est racine de I'équation caractéristique, on cherche y(t) = P(t)e™! avec P de degré 1.
Cherchons donc une solution particuliere sous la forme y(t) = ate™".

On a y/(t) =ae™ ! —ate™t et y'(t) = —2ae~" + ate™" et quand on injecte ces expressions dans (F) on a

y" () + 3y (t) + 2y(t) = ae ' = e ! <= a =1, donc y(t) = te~" est une solution particuliere.

Donc I’ensemble des solutions est donné par Sp = {t — (A +t)e~t + Be *; A, B € R}.

b) Pour 2" + 22 + 22 = e~!, I'équation homogene associée a pour équation caractéristique X2 4+ 2X + 2 =
(X +1)2 + 1 qui a pour solutions complexes X = —1 +1i et X = —1 — 4, donc les solutions de I'équation
homogene associée sont t — e~ *(Acost + Bsint) avec A, B € R.

Comme —1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, on peut chercher une solution particuliere sous la
forme Ce™?.

Or y(t) = Ce t donne ¥y’ +2y' +2y = Ce ! = e ! < C =1, donc y(t) = e~ * est une solution particuliere
et I'ensemble des solutions est donné par Sg = {t — e *(Acost + Bsint + 1); A, B € R}.

c) Pour 2" +2x'+x = e~t, I'’équation homogene associée a pour équation caractéristique X2+2X+1 = (X+1)2
qui a pour racine double X = —1, donc les solutions de 1’équation homogene associée sont t — (At + B)e™*
avec A, B € R.

Comme —1 est racine double, on cherche une solution de la forme P(t)e™! avec P de degré 2, et comme
(At + B)e™t € Sy, on peut juste essayer y(t) = Ct?e~*.

Or si y(t) = Ct?2e™t, on a y/(t) = C(—t2 + 2t)e™t et y'(t) = C(t? — 4t + 2)e~t, donc v + 2y +y =
Ct? —2t> + 4t + 12 — 4t +2)e ' =2Ce ' =e~! <= C =1, donc 3t?e! est une solution particuliere.

Donc I’ensemble des solutions est donné par Sg = {t — (% + At + B)e '; A, B € R}.

Exercice 12

Question 1: Valeur propres et vecteurs propres

A:(f§>.

Les valeurs propres sont données par les zéros du polynoéme caractéristique

Soit

p(\) =det(A—AIL) = (2-)A)2—-1=0.

Nous calculons A\; = 1, As = 3. L’espace propre pour la valeur propre Ay correspond a ker (A — A1), c.a.d.

(z,y)T € R? tel que
21 1) (=) _,
1 2-1) \y)~

mmA—Aﬂg:{a<1J, aeR}

De maniere analogue, I’espace propre pour la valeur propre Ay est donnée de

muA—Aﬂg:{ﬁ<D, BGR}

Il en suit



Question 2:

Notons que d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour chaque donnée initiale (a,b)? € R? il existe une
unique solution maximale pour ’équation homogene

x n 2 1\ (=) _
y' 1 2) \y)
L’ensemble de solutions est caractérisé par
Sy = {Pdiag(e ", e *") P! ¢, ceR?}

ou P est la matrice de transformation

(11 411 <1
P‘<1 1)’ F _2<1 1)

et le vecteur ¢ € R? est déterminé par la donnée initiale. Nous obtenons

_ [l —c)e" + (a1 +ea)e™™ _ T 2
o = {2 ((02 - Cl)e_t + (Cl + 02)6_3t ¢ c= (Cla 62) cR

Sachant que (a,b)” = (z(0),y(0))7, nous trouvons
ay _[Ca
b - Co ’

L’unique solution homogene avec donnée initiale (a,b)? est

Question 3 et 4

Pour a =1 et b = 0 ceci donne
Nous obtenons

En calculant Ca
i YO e 2 _
tJEHOO x(t) - tJI,nOO —e—t L3t e=2t 11

et
lim y(t) — z(t) = —o0.

t——o0

On déduit qu’on a une branche parabolique d’équation y = .

A:=[[2,1],[1,2]1;
T M™MY:=desolve([diff(y(t),t)+A*y(t)=0,y(0)= (2 1>(e*(3t)+rt g*(3t)—£7t)(0 0)

v W[1,0]1,y(t)); limit(Y,t,+infinity); 1 2 2 2

Y1:=1/2%(e™(-t)+e”((-3)*t)); ¥2:=1/2%
(-e™(-t)+e” ((-3)*t)); plotparam(Y1+i*¥2,t=— 6
1...10,color=red)

oo 4
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2
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Question 5:

Considérons

Y'(t)+ A-Y(t) = (cos(t),sin(t))T. (E)
On présente deux solutions pour trouver une solution particuliere:
1. par superposition

2. en éerivant b(t) = (p1(t), p2(t))te’

() =3 (st )

Nous considérons séparément

Nous observons que

et

Si Y7 est solution particuliere de (E1) et Y5 est solution particuliere de (E2), alors
Yp = Y1 + Y2

est une solution particuliere de (E). Pour (E1), nous posons

e )

sachant que 7 # A1 2 et deg(p1) = deg(p2) = 0. Substituant ¥; dans (E1) nous obtenons

ErRe- () -()

11 suffit de résoudre le systeme linéaire

(1.4 ()= ()

Nous calculons I'unique solution

du systeme linéaire et la solution particuliere

Yi(t) = % (_?2—+ii)> eit. (Y1)

Pour trouver une solution particuliere de (E2) posons

(1) ()=

Nous trouvons



Il en suit ) _
Yo(t) = — (?j;) eit, (Y2)

Sommant (Y1) et (Y2) nous trouvons

Finalement,
Sg =Sy + {Yp}
Donc,
L f(a—c)et H(ecrtea)e ™\ 1 [ 33 it o L (3N
Yit) =3 ((02 —c1)e” "+ (e +02)e3t> 10 (—(2 i)) Toli- 2)
1 f(a-c Ye t + (e + cp)e 3 1 % ((3 —i)ett + (3 — i)e‘”)
2 ((c; - cj)e_t + (ci + cz)e_‘%) *5 (% (—(2+i)e —(2—1i e“))
1 ((01 —co)e t + (c1 4 co)e 3 L ([ Re((3—1)e™)
T2 \(ca—c1)et +(e1 + 02)6_‘%) *s (Re (—(2+ z)e“))
_ 1 ((cl —c)e t+ (a1 + 02)6_3t> n 1 ( Re(3 —i)Re(e™) — Im(3 —i)Im(e™) )
2 \(c2 —c1)e "+ (c1 4+ co)e™ 5 \Re(—(2 +i)Re(e" — Im(—(2+ 1)) Im(e™)
1 ((01 —ca)e t+ (a1 + 62)6_3t> 1 ( 3 cos(t) + sin(t) >
2 \(c2 —c1)e ™t + (c1 + ca)e™3t 5 \ —2cos(t) +sin(t) )

Les coefficients cq, co sont déterminés de maniere unique par la donnée initiale.

Solution 2

Nous observons que I'm(a + ib) = Re(—i(a + ib) ce qui permet d’écrire

cos(t)\ [ Re(e)\ [ Re(e®) \ _ re( (1)t

sin(t) ) — \Im(e*)) — \Re(—ie’) ) — —i '
On cherche une solution particuliere de la forme Yp(t) = (a, 8)Te avec o, 8 € C. Substituant dans (E),
nous observons qu’il suffit de résoudre le systeme linéaire

(1 ah) ()= (1)

Nous trouvons la solution

De conséquence, la fonction

o:=g (o o6 L) e (L))
() 5 (e L)

Question 6

D’apres question 4 la solution homogene satisfait

lim 1 ((e1— ca)e 4 (c1 +e2)e 3\ 0
t=to0 2 \(ca —ec1)e ™t 4+ (c1 +co)e™3 ) —



tandis que la fonction

3 cos(t) + sin(t)
—2cos(t) + sin(t)

n’admet pas de limite. Néanmoins, on peut déduire des bornes pour la solution et faire I’étude de la courbe.

En dessous, le plot de la solution pour a =1 et b = 0.

X:=1/2%(e” (-t)+e” ((-3)*t))+1
/5% (3*cos(t)+sin(t)); Y:=1/2%

(-e”(-t)+e” ((=3)*t))+1/5*((-2)*cos(t)+sin(t));
plotparam(X+i*Y,t,-0.5,20,tstep=0.01)

L.5

— EM

Entér: saut de ligne, Ctrl-En




