Les exercices d’algorithmiques au baccalauréat
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Site web, page pédagogique et forum de Xcas :
— www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac_fr.html
— www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/irem.html
— http://xcas.e.ujf-grenoble.fr/’XCAS
Se reporter esection 7pour écrire, compiler et exécuter un programxoas .

1 Trois exercices classiques

1.1 La série harmonique

n 1

On considére la suite,, = ijl 7
1. Montrer queus, — u, €st une somme de termes et que chaque terme est
supérieur ou égal % En déduire que pour tout, on a
Uy — Uy > 1
n n —_ 2
2. En déduire que,, tend verstoo quandn tend verstoo.
3. On écrituys en faisant apparaitre,,, — u, (n = 1,2,4,8:

16 1 1 1. 1 1 1 1 &

um:Z;:1+2+(3+4)+(5+6+7+8)+Zj
Jj=1 Jj=9

Montrer queus > 3.

4. Ecrire un algorithme permettant de trouver la plus petite valeur peur
laquelle3 < u,.

5. Ecrire un algorithme permettant de trouver la plus petite valeur peur
laquellep < u,, avecp € R. Tester ce programme popr= 3,5, 10, 11.

La solution

U2p — Unp

+ etona: pourk = 1..n.

= — +. <
n+1 n—+mn n+n " n+k .
uo, — Uy @ doncn termes et chaque terme est supérieur ou é%al donc
n

n 1

Ugp, — Uy = 27 = 9"
Doncusg, — unnne tend pas vers zéro quandend verst+oo doncu,, n'est pas con-
vergente. Commae,, est croissante et non convergentg,n’est pas bornée donc
uy, tend verst-oo quandn tend verst-oco



L'algorithme en langage naturel

Entree : p entier
Variables : j entier,S reel
Initialisation : Affecter a S la valeur 0
Affecter a j la valeur 0
Traitement : Tant que S<p faire
Affecter a j la valeur j+1
Affecter a S la valeur S+1/j
FinTantque
Sortie : i

La solution en langageXcas

harmonique(p):={

local j, S;

S:=0;

j:=0;

tantque S<p faire
1=+,
S:=S+1/j;

ftantque;

retoune j;

¥
On tape harmonique(3) On obtient 111
On tape harmonique(5) On obtient :83

On tape harmonique(10) On obtient :12367
On tape harmonique(11) On obtient :33617

1.2 Le compte bancaire

Lors de la naissance de Pierre son grand-pére dépose sur un canpair®d
100 euros. A chaque anniversaire de Pierre, il dépose sur ce cd@pteuros
auquel il ajoute le double de I'age de Pierre.

— Ecrire un algorithme permettant de trouver le montant se trouvant sur son

compte le lendemain des 10 ans de Pierre

— Modifier I'algorithme précédent pour déterminer a quel age Pierrergour

acheter un objet de 2000 euros ?/leuros ?

— Modifier les algorithmes précédents lorsque le compte ou est déposhtarg

rapporte 2.5% I'an (net d'impots, de taxes et de droit de succession!).
La solution en langage naturel
MontantS du compte lorsque Pierreraans :

Entree : n entier
Variables : S reel, j entier
Initialisation : Affecter a S la valeur 100
Traitement : Pour j allant de 1 a n faire
Affecter a S la valeur S+100+2 * |
FinPour
Sortie : S



Somme disponible>=P et age correspondant de Pierre

Entree : P reel

Variables : S reel, j entier

Initialisation : Affecter a S la valeur 100
Affecter a j la valeur 0

Traitement : Tantque S<P
Affecter a j la valeur j+1
Affecter a S la valeur S+100+2 *j
FinTantque
Sortie : S

Si le compte rapporte 2.5% par an, on écrira dans le traitement des deux algo
rithmes précédentsAffecter a S la valeur S *1.025+100+2 *j

(au lieu deAffecter a S la valeur S+100+2 *j)

En langageXcas on renverra éventuellement la valeur 8$@arrondie avec seule-
ment 2 chiffres aprés la virgulevalf(S,2) ).

La solution en langageXcas

banque(n):={
/l Montant du compte lorsque Pierre a n ans
local S,j;
S:=100;
pour j de 1 jusque n faire
S:=S+100+2 *j;
fpour;
retourne S;
¥
banques(P):={
/Il Somme disponibleS>=P et age correspondant de Pierre
local S,j;
S:=100;
j:=0;
tantque S<P faire
=+
S:=S+100+2 *j;
ftantque;
retourne S,j;
k;
banquier(n):={
/l On appliqgue un interet de 2.5 pour cent
/[ Montant du compte lorsque Pierre a n ans
local S,j;
S:=100;
pour j de 1 jusque n faire
S:=S*1.025+100+2 «*j;
fpour;
retourne evalf(S,2);



banquiers(P):={
/Il On appliqgue un interet de 2.5 pour cent
// Somme disponible>=P et age correspondant de Pierre
local S,j;
S:=100;
j:=0;
tantque S<P faire
=+
S:=S*1.025+100+2 «*j;
ftantque;
retourne evalf(s,2),j;

¥

On tape banque(10) On obtient :1210

On tape banques(2000) On obtient :22106,17
On tape banquier(10) On obtient :1367.02
On tape banquiers(2000) On obtient :22027.75,14

1.3 Lasuite de Syracuse

Soita un entier positif. On veut étudier la suite de Syracuse définie par :

uy = a
Up = Up—1/2 Siu,_1 est pair
U, = 3up_1+1 Siu,_1 estimpair

Cette suite se termine toujours par 1, 4, 2, 1... mais on ne sait pas le démohtrer!!
— Ecrire un algorithme permettant de trouver la premiére vatete & pour
laquelleu; = 1.
— Modifier cet algorithme afin de connaitre en plus la plus grande valbeur
prise paruy lorsquek = 0..n.
— Tester ce programme pour=3,a =5,a =7,a =75 eta = 97.
— Tracer dans un repére orthogonal, peut 1...100, les points de coordon-
nées(a, n) (en rouge) et les points de coordonnéesn) (en noir).
La solution en langage naturel
Algorithme qui renvoie la premiere valeur édeour laquelleu; = 1.

Entree : a
Variables : k
Initialisation : Affecter a k la valeur 0
Traitement : Tant que a different de 1 faire
Si a est pair alors
Affecter a a la valeur a/2
Sinon
Affecter a a la valeur 3a+1
FinSi
Affecter a k la valeur k+1
FinTantque
Sortie : k



Algorithme qui renvoien est la premiére valeur depour laquellew, = 1 etm la
plus grande valeur prise paf, lorsquek = 0..n.

Entree : a
Variables : k,m
Initialisation : Affecter a m la valeur a
Affecter a k la valeur 0
Traitement Tant que a different de 1 faire
Si a est pair alors
Affecter a a la valeur a/2
Sinon
Affecter a a la valeur 3a+1
Si a>m alors Affecter a m la valeur a
FinSi
Affecter a k la valeur k+1
FinTantque
Sortie : k,m

La solution en langageXcas
\oici le programme qui renvoie (u, = 1) etm = max,—1._,ur quandug = a :

syracuse(a):={
local k,m;
k:=0;
m:=a;
tantque al=1 faire
si irem(a,2)==0 alors

a:=iquo(a,2);
sinon
a:=a  3+1,
si a>m alors m:=a; fsi;
fsi;
ki=k+1;
ftantque;
retourne k,m;
¥
On tape syracuse(3) On obtient :7, 16
On tape syracuse(5) On obtient 5, 16
On tape syracuse(7) On obtient :116, 52
On tape syracuse(62) On obtient :107, 9232
On tape syracuse(63) On obtient :107, 9232
On tape syracuse(75) On obtient :14,340
On tape syracuse(97) On obtient :118,9232

Voici le programme qui affiche en rouge les poifitsn) et en noir les pointéa, m)
lorsquea = 1..100.

syracusel00():={
local a,n,m,L;
L:=NULL;



pour a de 1 jusque 100 faire
n,m:=syracuse(a);
L:=L,point(a,n,affichage=rouge),point(a,m,affichage

fpour;
retourne L;
On tape syracusel00() et on obtient :
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En changeant le repére, on peut voir des points tels que point(97,9232)
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2 En 2009 Centre étrangers

On considére la fonctiofi(xz) = ze® — 1 surR.
— Calculerf(0 et f(1).

o ©00 O

9000
r8000
7000
6000
5000
4000
r3000
2000
r1000

=noir);

En étudiant les variations dg sur R, montrer quef(z) = 0 admet une

solution unique dans [0;1].
— On consideére l'algorithme :

Entree : f la fonction precedente
n un entier
Variables : a,bmp
Initialisation : Affecter a a la valeur 0
Affecter a b la valeur 1
Traitement : Tant que b-a>10"-n faire

Affecter a m la valeur (a+b)/2
Affecter a p la valeur f(a)

6
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Si p>0
Affecter a a la valeur m
Sinon
Affecter a b la valeur m
FinSi
FinTantque
Sortie : a,b
On fait fonctionner cet algorithme avec= 1.
Donner les valeurs que prennent successivement les différearngiaes.
— Que détermine cet algorithme ?
Quelle influence le nombre a-t-il sur le résultat obtenu ?
La solution
Onaf(0) = —1etf(1) ~ 1.71828182846
Sur] — o0;0] f(z) = ze® — 1 < —1 < 0 doncf ne s’annule pas.
La fonction f est continue et est strictement croissante[@ufoo| car sa derivée
f(x) = e*(x + 1) est positive suf0; +oo.
Donc d'aprées le théoréme des valeurs intermédiajfies = 0 a une solution
unique comprise entre 0 et 1 puisgfi®) < 0 et f(1) > 0.
L'algorithme trouve un encadrement de longueur inférieuté & de cette solu-
tion : & chaque étape on partage l'intervalleb] en deux (dichotomie). Sh est
le milieu de[a; b], on regarde sf(a) et f(m) sont de méme signe : si oui peut
remplacemr et sinonm peut remplaceb et le zéro se trouve toujours entret b.
Lorsquen = 1 cet encadrement est de longuéur
Initialisation : a=0 etb=1
Etape 1 :m=0.5,p=7(0)* £(0.5)=0.17563936465, a=0.5,b=1
Etape 2 :m=0.75,p=1(0.5)* £(0.75)=—0.103232038761, a=0.5,6=0.75
Etape 3 :m=0.625,p=1(0.5)* f(0.625)=—0.02944659346, a=0.5,b=0.625
Etape 4 : m=0.5625,p=f(0.5)* £(0.5625)=0.002244979408, ¢=0.5625,0=0.625
Arrét du tantque carm(— a)<0.1 doncRésultat : 0.5625, 0.625
La traduction en langageXcas
Avec Xcas, on peut mettré en paramétre. L' algorithme est alors valable pour
toutes les fonctions continuésqui vérifient sif(0) * f(1)<0
L'algorithme calcule alors une valeur approchée d’'une racirfe. de

dichotomie(f,n):={
local a,b,m,p;
a:=0.; b:=1.;
tantque b-a>10"-n faire
m:=(a+b)/2;
p:=f(a) = f(m);
si p>0 alors
a:=m;
sinon
b:=m;
fsi;
ftantque;
retourne a,b;



Ontape f(x);:=x +*e”x-1 :; dichotomie(f,1)

On obtient x->x *exp(x)-1; 0.5625,0.6250

Pour visualiser les étapes intermédiaires indiquées ci-dessus, on tape :
debug(dichotomie(f,1)) . Puis on clique plusieurs fois sur le boutsst .
Ona:

dichotomie(f,2) renvoie0.5625,0.5703125

dichotomie(f,5) renvoie0.567138671875,0.56714630127

On a ainsi un encadrement du zérofdplus précis.

3 En 2010 Amérique du sud

— On considére I'algorithme :
Entree : n un entier
Variables : u,S,j
Initialisation : Affecter a u la valeur 1
Affecter a S la valeur 1
Affecter a j la valeur 0
Traitement : Tant que j<n faire
Affecter a u la valeur 2u+1-j
Affecter a S la valeur S+u
Affecter a j la valeur j+1
FinTantque
Sortie : u,S
Justifier que poun = 3, le résultat de cet algorithme ek, 21 .
— On considére les suites, et S,, définies pourn € N par :
ug =1etuy+1 =2uy +1—netsS, =up+ uy... + up.
Que représente les valeurs données par cet algorithme ?
— Le but de cette question est de trouugren fonction dex Modifier I'algo-
rithme pour qu'’il renvoie aussi,, — n. Montrer queu,, — n = 2".
— Calculerl +2+...+n et 1 +2+2%+ ... +27,
En déduiresS,, en fonction den.

La solution

Pourn =3,0ona:

Initialisation : u=1, S=1, j=0

Etape 1: u=3, S=4, j=1

Etape 2 : u=6, S=10, j=2

Etape 3: u=11, S=21, j=3

Arrét du tantque car j>=3 dorRRésultat : 11, 21.

Dans le corps du tantque on calculeS etj et on au = u; etS = Sj.
Lorsquej = n le tantque s’arréte et renvoig,, .S, .

Faire attention a l'ordre des instructions : le nouvedqui estu; 1 = 2u;+1—j)
se calcule a partir de I'ancienet de I'ancieny.

La traduction en langageXcas

suiteserie(n):= {
local u,S,j;



j:=0;

tantque j<n faire
u:=2u+1-j;
S:=S+u;
=i+,

ftantque;

retourne u,S;

o

On veut trouveru,, en fonction den, on modifie I'algorithme pour qu'il ren-
voie aussiu,, — n, on modifie seulement I'avant-derniére ligne mtourne
u,S-n,S;
— Pourn=0,0na:
Initialisation : u=1, S=1, j=0
Résultat: 1,1,1
— Pourn=1,0na:
Initialisation : u=1, S=1, j=0
Etape 1: u=3, S=4,j=1
Résultat : 3,2,4
— Pourm =2,0na:
Initialisation : u=1, S=1, j=0
Etape 1: u=3, S=4,j=1
Etape 2 : u=6, S=10, j=2
Résultat : 6,4,10
— Pourn=3,0na:
Initialisation : u=1, S=1, j=0
Etape 1: u=3, S=4, j=1
Etape 2 : u=6, S=10, j=2
Etape 3 : u=11, S=21, j=3
Résultat : 11,8,21
Il semble que.,, — n = 2™. Montrons le par récurrence :
pourn = 0wy — 0 =1 = 2° et siu,, — n = 2" alors
Ungr — (n+1)=2u, +1—-n—(n+1)=2(u, —n) = 2"+
De plusl +2 + .. +n ="M et1 4+ 2422 4 4 27 =27+ — 1, donc

nn+1)

5 +2n+1_1

Sp =
On vérifie poum = 3ug = 23+3 =8+3 =1letS3 =6+2*—1=16+5=21
Onabienus =25 +5=32+5=37etS; =5+3+64—1="78
On tape suiteserie(3) On obtient :11, 21
On tape suiteserie(5) On obtient :37, 78

Remarque Il me semble préférable d’écrire cet algorithme aveqonr . Mais
attention aux indices!!'! On doit utiliser la relation de récurrence sous tagor

Up = 2Up—1 + 2 — n OU €Ncora,+1 = 2u, +2 — (n+1)



car dans le corps dpour on calcule successivement:j, S; lorsquej = 1,
ug, So, lorsquej = 2,... etu,, S, lorsquej = n.

Alors que précédement aveantque , on utilise la relations, 1 = 2u, +1—n
car on calcule successivement Sy lorsquej = 0, us, S lorsquej = 1 etu,, S,
lorsquej = n — 1 et c’est pourquoi la condition d’arrét dantque estj<n .
Ontape:

suiteseriel(n):= {

local u,S,j;

u:=1;

S:=1;

pour j de 1 jusque n faire
u:=2u+2-j;
S:=5+u;

fpour;

retourne u,u-n,S;

o

4 En 2011 La Réunion

On considére la fonctioffi(x) = 4¢*/2 — 5 surRR.
On noteC le graphe d¢f dans un repére orthogonal
— Calculerf(0) et f(1).
En étudiant les variations dg sur R, montrer quef(z) = 0 admet une
solution unique dans [0;1].
— On considére 'algorithme :
Entree : f la fonction precedente
p un reel >0
Variables : a,b
Initialisation : Affecter a a la valeur 0
Affecter a b la valeur -1
Traitement Tant que b<O0 faire
Affecter a a la valeur a+p
Affecter a b la valeur f(a)
FinTantque
Sortie : a-p,a
Que fait cet algorithme ?
Que renvoie ce programme lorsque- 1, p = 0.1, p = 0.01, p = 0.001 ?
La solution et traduction en langageXcas
Onaf(0) = —1etf(1) ~ 1.5948850828
La fonction f est continue et est strictement croissanteByruisque sa derivée
qui vautf'(z) = 2¢%/? est positive.
Donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiafie@s = 0 a une solution
unique comprise entre 0 et 1 puisqfi@) < 0 et f(1) > 0.
L'algorithme trouve un encadrement de longugule cette solution.
Lorsquep = 1 cet encadrement egt1
Lorsquep = 0.1 cet encadrement e8t4, 0.5 car f(0.4) ~ —0.114388967359<0
et £(0.5) ~ 0.136101666751>0

10



Lorsquep = 0.01 cet encadrement e&t4, 0.45 car f(0.44) ~ —0.0156930776507<0
et £(0.45) ~ 0.00929086476731>0

Avec Xcas, on tape pour définir la fonctiofi

f(x):=4 *exp(x/2)-5

Avec Xcas, on peut mettré en paramétre. L' algorithme est alors valable pour
toutes les fonctions continuésqui vérifientf(0)<0 f(1)>0 etp<=1.
L'algorithme calcule alors une valeur approchée d’'une racirfe eletre O et 1.

zeroapprox(f,p):={
local a,b;
a:=0;
b:=f(a);
tantque b<0 faire
a:=atp;
b:=f(a);
ftantque;
retourne a-p,a
¥
On tape zeroapprox(f,0.1) On obtient :0.4,0.5
On tape zeroapprox(f,0.01) On obtient :0.44,0.45
On tape zeroapprox(f,0.001)
On obtient :0.445999999998,0.446999999998
On tape zeroapprox(f,0.0001)
On obtient :0.446199999974,0.446299999974
Remarque Ce programme est moins performant que le programme de dichotomie
vu précédemment.

5 Enjuin 2012 France

Soit (u,, ) la suite définie pour tout entier strictement positif par :

1 1 1
=14+—-—+—-...4+——=1
Unp +2+3 +n n(n)

1. On considere l'algorithme suivant :

Entree : 'entier n
Variables : j est un entier

u est un reel
Initialisation : Affecter a u la valeur 0

Traitement Pour j variant de 1 a n
Affecter a u la valeur u +1/j
fPour
Sortie : Afficher u

Donner la valeur exacte affichée par cet algorithme lorsque I'utilisatérg en
la valeurn = 3.

2. Recopier et compléter I'algorithme précédent afin qu'il affiche la valeu
uy lorsque l'utilisateur entre la valeur de

11



3. \oici les résultats fournis par I'algorithme modifié, arrondia?.
n 6 7 8 9 10 100 | 1000 | 1500 | 2000

u, | 0.658| 0.647| 0.638| 0.632| 0.626| 0.582| 0.578| 0.578| 0.577
A I'aide de ce tableau, formuler des conjectures sur le sens de variatian de
suite(u,,) et son éventuelle convergence.

La solution et la traduction avec Xcas

Le but de I'exercice est de trouver une approximation de la constantded'E
v =limpjoo(1+ 5 + ... + 1 —In(n)).

On montre dans un premier temps que cette limite existe car

1 n
- est décroissante, en e — = —+1
Un ety —un = — +In(0 7

In( i 1) montre quef est négative syi; +oo|
T

) et

1

I'étude de =
f0) = g+
— de plusu,, est minorée par 0. En effet popre N*,on a :

p+1 p+1
/ dxg/ L n(p 1)~ In(p) <
p p p

"=

X

En sommant cette inégalité pope=1.n — 1 ona:

1()<1+1+1 + !
nn) < 5 t3-t 3
donc: ) L1 ) )
—<<14+=-+—-... — -1
0<n<_ +2+3 +n—1+n n(n)

Ainsi u,, est décroissante et minorée par 0. Danc une limite positive appelée
"constante d’Euler".

Lalgorithme calculel + § + %... +
Pourn =3

Initialisation : u=0

Etape 1: j=1,u=1

Etape 2 : j=2, u=3/2

Etape 3: j=3, u=11/6

Resultat : 11/6 ou 1.83333333333
On moadifie I'algorithme pour qu'il affiche la suitg, = 1 + % + ..+ % —In(n),
pour cela, il suffit de modifier la sortie :

1
n

Entree : I'entier n

Variables : j et n sont des entiers naturels
u est un reel

Initialisation : Affecter a u la valeur 0

Traitement Pour j variant de 1 a n
Affecter a u la valeur u +1/j
fPour
Sortie : Afficher u-In(n)

La traduction avec Xcas
On retourne une valeur numérique graeavalf(u)  qui transforme le rationnel
u en un nombre décimal.
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csteuler(n):={

local j, u;

u:=0;

pour j de 1 jusque n faire

u:=u+1/j;

fpour;

retourne evalf(u)-In(n);
|
On tape csteuler(10) On obtient :0.626383160974
On tape csteuler(100) On obtient :0.582207331651
On tape csteuler(1000) On obtient :0.577715581568
On tape csteuler(2000) On obtient :0.577465644068
On tape csteuler(20000) On obtient :0.577240664693

Cela montre que la constante d’Euler est proche de 0.577240664693.

On tape pour vérifier{cas connait cette constante) :

evalf(euler_gamma)

On obtient :0.5772156649018

Remarque Les deux variantes desteuler  écrites ci-dessous font a chaque
étape un calcul numérique caronahi§ aulieudel/j .LafonctioncsteulerO
calcule la somme de§ pourk allant de 1 &, alors quecsteulerl  calcule la
somme deg pourk allant den a 1

csteuler0(n):={
local j,u;
u:=0;
pour j de 1 jusque n faire
u:=u+1./j;
fpour;
retourne u-In(n);
b5
csteulerl(n):={
local j,u;
u:=0;
pour j de n jusque 1 pas -1 faire
u:=u+l1./j;
fpour;
retourne u-In(n);

o

On tape csteuler0(2000) On obtient :0.577465643831

On tape csteuler1(2000) On obtient :0.577465644032

On tape csteuler(2000) On obtient :0.577465644068

Il faut comprendre pourquoi les résultats obtenus agéeuler0 |, csteulerl
etcsteuler  sont différents :

csteulerl  donne un résultat meilleur questeuler0  car il commence par
ajouter des petits nombres donc la somme conserve plus de décimales.

Le résultat decsteuler  est encore meilleur car il ne fait I'approximation déci-
male qu’'a la fin du programme.
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6 En septembre 2012 France

Etude de la suitéu,, ) définie sulN par :

. 1 7
uo = 3et pour tout entier naturel w, 1 = §(un +—)
Unp
1. La convergence de,
On pourra utiliser sans démonstration que pour tout entier natpgl > 0.

— On désigne paf la fonction définie sur 'intervall¢0; +oo| par :
fla) =3+
2 x!

Démontrer que la fonctiofi admet un minimum.
En déduire que pour tout entier naturghs,, > VT
— Soitn un entier naturel quelconque. Etudier le signe:ge; — u,,.
Pourquoi peut-on en déduire que la syitg) est convergente ?
Déterminer la limite dew,,.
(up — \ﬁ>2

— Démontrer que pour tout entier naturghs,, .1 — VT =
— On définit la suitéd,,) par :
. 1
do = 1 et pour tout entier naturel, d,,; = §di-

Démontrer par récurrence que pour tout entier nature), — /7 < d,,
Avec Xcas, on tape :
f(x):=1/2 = (x+7/x) quirenvoie(x)->1/2  * (Xx+7/x)

D:=normal(f'(x)) qui renvoie(x"2-7)/(2  *x"2)
solve(D) qui renvoie[-(sqrt(7)),sqrt(7)]
plotfunc(f(x)) qui renvoiele graphe de f
normal(f(sqrt(7))) qui renvoiesqrt(7)
Puisqueu,+1 = f(uy,), on tape:

normal(f(x)-x) qui renvoie(-x"2+7)/(2  *X)

Commeu,, > +/7 on en déduit que, ; — u,, est négatif donc que la suite
(u,) est décroissante et minorée donc convergente vers une lirnitg/7
qui vérifie f(1) = L.

On tapesolve(f(x)-x) qui renvoie[-(sqrt(7)),sqrt(7)]

Donc | = /7.

factor(f(x)-sqrt(7)) renvoie(x-(sqrt(7)))"2/(2 * X)

un — V7 < dy, carug — dog = 2 < /7 (puisque 4<7) et si,, — /7 < d,,
1(u, —V7)? 1 5

alorsu, .1 — V7 = S R— §(u” —/7)% caru,, > 1 donc

U1 — VT < d2)2=dpy1.

Remarques

On a aussi siy = 1 eta,+1 = a2 /5 pourn € N, u,, — V7 < a,. En effet
ug < ag = do et siu, — /7 < a, alors puisques/2 < /7 < u, alors

i = VD

Un+1 5 = Qp+1-
u —7 uz —7
Onaaussif < u, — V7= —=2 <
" un + V7 5

2. On considere I'algorithme suivant :

Entree : I'entier p
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Variables : n est un entier naturel
d est un reel.
Initialisations : Affecter a d la valeur 1.
Affecter a n la valeur 0

Traitement : Tantque d > 107°(-p) .
Affecter a d la valeur 0.5 * "2
Affecter a n la valeur n + 1
fTantque

Sortie : Afficher n

En entrant la valeur 9, I'algorithme affiche le nombre 5.

Quelle inégalité peut-on en déduire paiyr?

Justifier queus est une valeur approchée ¢& 210~ prés.

La Réponse

La variabled va calculer successivement les valeurdgld_a boucle s’arréte
quandd,, < 107P et le programme affiche le valeurtel qued,, < 1077.
Donc sip = 9 et si le programme affiche 5 c’est qdg < 1077.

Commeu,, — /7 < d,, on en déduit ques — /7 < 1077,

Avec Xcas, on tape :

herond(p):={

local n,d;

n:=0;

d:.=1,;

tantque d>10"-p faire
d:=d"2/2;
n:=n+1;

ftantque;

retourne n;

¥

Mais c’est dommage de ne pas calculer la valeus,deOn tape :

heron(p):={

local n,d,u;

n:=0;

d:=1;

u:=3;

tantque d>10"-p faire
d:=d"2/2;
u:=(u+7/u)/2;
n:=n+1;

ftantque;

retourne n,u;

o

On an,u:=heron(9):;n,evalf(u) renvoie(Done,5,2.64575131106)

On vérifie et on tapevalf(sqrt(7)) , et on obtien®.64575131106

ug — 7

On a remarqué qué < us — V7 <

evalf(ur2-7)/5)=1.86619176571e-38
donc on peut dire que < us — /7 < 2% 10738

ug -7
.On calcuIeT, ona:
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On peut aussi modifier la fonctidreron enherona et utiliser la suites,,
(a0 =1, any1 = a2 /5) qui commed,, vérifie u,, — /7 < a,, pourn € N.
On tapeherona(21) et on obtient,2.645751311064590590502

7 D’autres algorithmes sur ce modele

7.1 Calculdel +2+ ..+ n?

Soit la suiteu,, = 1 + 4 + .. + n?.
Ecrire un algorithme qui calcule, en fonction de.

. 6
Puis poum = 1..10, calculeru,, et$
n(2n +1)

1)(2 1

Montrer queu,, = nin + 23( ntl)

La solution

On écrit I'algorithme :

Entree : I'entier n

Variables : j est un entier

S est un reel
Initialisation : Affecter a S la valeur O

Traitement Pour j variant de 1 a n
Affecter a S la valeur S+j"2
fPour
Sortie : Afficher S
Avec Xcas :
Scarre(n):={
local },S;
S:=0;
pour j de 1 jusque n faire
S:=S+j"2;
fpour;
retourne S;

¥

Pour avoir la séquence des valeursgepourn = 1..10, on tape :
seq(Scarre(n),n=1..10)

On obtient :

1,5,14,30,55,91,140,204,285,385

Pour avoir la séquence des valeur A iu: : pourn = 1..10, on tape :
seq(6 * Scarre(n)/(n *(2n+1)),n=1..10)

On obtient :

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

. . 1)(2 1
Pour avoir la séquence des valeur npt+1)@n+1) pourn = 1..10, on tape :

6
seq(n *(n+1) *(2n+1)/6,n=1..10)
et on obtientl,5,14,30,55,91,140,204,285,385
Il reste donc a démontrer par récurrence que :
1)(2 1
un:1—|—22—|—..+n2: n(n + )6( ntl)
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1 1
7.2 Calcul del + ¥ + ..+ 3

Ecrire un algorithme qui calcule, = 1 + 2% + ..+ n% en fonction den.
La solution : on écrit I'algorithme :

Entree : entier n>=1
Variables : j un entier, S un reel
Initialisation : Affecter a S la valeur 0
Traitement Pour j variant de 1 a n
Affecter a S la valeur S+1/j*2
fPour
Sortie : Afficher S
Avec Xcas

Sinvcarre(n):={

local j,S;

S:=0;

pour j de 1 jusque n faire

S:=S+1/j"2;

fpour

retourne S;
¥
On tape seq(Sinvcarre(p),p=1..9)
On obtient :1,5/4,49/36,205/144,5269/3600,5369/3600,
266681/176400,1077749/705600,9778141/6350400
On tape evalf(seq(Sinvcarre(p)),p=0..9)
Onobtient1.0,1.25,1.36111111111,1.42361111111,1.46361111111,
1.49138888889,1.51179705215,1.52742205215,1.5397677 3117
On tape (on admet que, tend versr? /6 quandn tend verst+oo)
sqgrt(6.  * Sinvcarre(1000))
On obtient :3.14063805621

7.3 Calcul des termes de la suite de Fibonacci

La suite de Fibonacai,, est définie par :
ug =1, up =1, upy2 = upy1 + u, PpoUrn € N
Ecrire un algorithme qui calcule, en fonction der.
La solution : on écrit I'algorithme :

Entree : I'entier n.
Variables : j»a,b,c sont des entiers
Initialisation : Affecter a a la valeur 1
Affecter a b la valeur 1
Traitement : Pour j variant de 2 a n
Affecter a ¢ la valeur a+b
Affecter a a la valeur b
Affecter a b la valeur ¢
fPour
Sortie : Afficher b
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Avec Xcas

fibo(n):={

local j,a,b,c;

a.=1;

b:=1;

pour j de 2 jusque n faire
c:=a+b;
a:=b;
b:=c;

fpour;

retourne b;

o

On tape seq(fibo(p),p=0..10)

On obtient les 11 premiers termes de la suite de Fibonacci :
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89

On tape fibo(101)/fibo(100)

On obtient :
927372692193078999176/573147844013817084101

On tape evalf(fibo(101)/fibo(100)),(1+sqrt(5))/2.

On obtient :1.61803398875, 1.61803398875

Un+1 14 \/g

Il reste a montrer que,, = tend vers aT qui est le nombre d’or.

n

8 Ecrire, compiler et exécuter un programmeXcas

— Ouvrir un niveau éditeur de programme soit en tapgdttp , soit avec le
menuPrg »Nouveau programme . Une boite de dialogue s’ouvre pour
faciliter la définition d’une nouvelle fonction.

— Taper le programme en utilisant les boutbosctions , Test etBoucles
(assistant de création d’une fonction, d’'un test ou d’une boucle) melau
Ajouter de I'éditeur. Le nom du programme et de ses arguments ne doit
pas étre un mot-clef ou une commandeXams, on les repere facilement
car ces mots reservés apparaissent en bleu ou brun.

— Cliguer surOKou appuyer suF9, pour compiler le programme.

— Dans une ligne de commandes, taper le nom du programme suivi entre par-
enthéses par les valeurs des parameétres séparées par des virgpjasyet
surEnter
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