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1. INTERSECTION DUN CERCLE ET DUNE ELLIPSE

Soita > 1 un réel,C le cercle d’équation +y? —a® = 0 etE I'ellipse d’équation
ax? +y? —xy— 2y—4 =0 (pour une valeur dafixée, on peut représenter graphiquernent
etC dans Xcas avec les instructioakl i pse etcer cl e). On s'intéresse a l'intersection
(dansR?) deE etC en fonction dea.

(1) SoitM(x,y) un point deE NC. Déterminer une équation polyndémiaPg(x) =0
vérifiée parx (paramétrée paa) en éliminanty entre les deux équations.

(2) Montrer en utilisant les suites de Sturm que l'intersgcest vide lorsqua = 1.

(3) Déterminer I'ensemble des points d'intersection a doonées réelles lorsque
a=2y/3—2 (on donnera le nombre de points d’intersection, une éouatacte
vérifiée par I'abscisse des points d’intersection, ain&imgi valeur approchée des
abscisses possibles, de méme pour I'ordonnée).

(4) Pour quelles valeur(s) @d'équation polynémiald®(x) = 0 admet-elle une racine
multiple ? Que se passe-t-il graphiqguement pour cetteyedsiir(s) dea? (Indica-
tion : on pourra calculer les points d'intersection compkelorsque = 2v/3— 2).

(5) Esquisser rapidement un raisonnement donnant le natetpeints d'intersection
(a coordonnées réelles) en fonctionade 0.

2. DETERMINANT COMPLEXE MODULAIRE

Il s’agit dans cet exercice de calculer le déterminant d'onagrice a coefficients dans
Z[i] (partie réelle et imaginaire sont des entiers) par une ndéthwodulaire.

Soit p=1 (mod 4 un nombre premier congru & 1 modulo 4. On va construire une
racine carrée de 1 modulop. On calculera ensuite le déterminant modplen remplacant
i par la racine carrée calculée et par son opposée, puis, oaderra la partie réelle et
imaginaire du déterminant dafsi] modulo p et on reconstruira le déterminant dafig]
par I'algorithme des restes chinois.

(1) Soita € Z non multiple dep etb = a(P~1/4 (mod p). Que vaub* (mod p) ? En
déduire les valeurs possibles fofe

(2) Ecrire une fonction qui renvoie une racine carrée de -fiutmp en recherchant
unacorrespondant a umtel queb’ = —1 (mod p) (on admettra qua existe).

(3) Créer une matrica de taille 7,7 a coefficients complexes d&[g de valeur ab-
solue majorée par 100. Choisir un premiee= 1 (mod 4) de I'ordre de 20 et
calculery/—1 (mod p).

(4) Calculer le déterminant d& modulo p en remplacant par chacune des racines
carrées de -1. En déduire la valeur de(d¢tmodulo p (indication : résoudre un
systéme de 2 équations dont les 2 inconnues sont la patie eéa partie imagi-
naire du déterminant).

(5) Faire de méme pour un autre nombre premier du méme ordyexddeur.
(6) Reconstruire la valeur de &) a partir de ces deux valeurs.

(7) SiAestune matrice, na coefficients comme ci-dessus, déterminer en fonction de
n le nombre de premiers nécessaires au calcul dégear cet algorithme, et en
déduire une majoration du temps de calcul en fonction.de

(8) Ecrire une fonction mettant en oeuvre cet algorithme.



