Sujets du capes 2010 avEcas

Renee.Degraeve @wanadoo.fr

Décembre 2010
Table des materes
1 Theme :Etude de suites 4
1.1 Lexercice. . . . . . . i i it it i e e e e 4
1.2 Letravailldemar@lau candidat. . . ... ... ......... 4
1.3 Solutiondel'exerciceavedcas . . . . . .. ... .. ...... 4
2 Theéme : Probabilités 6
2.1 Lexercice. . . . . . . i i i e e 6
2.2 Letravaildemarglaucandidat . . .. ... ... ... ..... 6
2.3 Solutiondel'exerciceaveXcas . . . . . ... ... ... .... 6
3 Théme :Equations différentielles 8
3.1 Lexercice. . . . . . . . e 8
3.2 Letravaildemarglaucandidat . . .. ... ... ........ 8
3.3 Solutionde l'exerciceaveXcas . . . . . ... ... ....... 8
4 Theéme : Calcul de grandeurs : longueurs, aires, volumes 10
4.1 LeXerCiCe. . . . v v v v i i e e e e e e e e e e e 10
4.2 Letravaildemarglaucandidat . . . ... ... ......... 10
4.3 Solutiondel'exercicesancas . . . . .. .. .. ... ... .. 11
4.3.1 Reponses aux diirentes questions. . . . . . . ... .. 11
4.3.2 Solution de I'exercice en analytique. . . . . ... ... 11
4.3.3 Reponses aux di#irentes questions avcas . . . . . . 12
4.4 Solution gonetrique de I'exercice aveécas . . . . . . ... .. 13
4.5 L'exercice avec un triangle ABC rectangle en B ou quelcongue 15
451 LEenon& . .. .. . . . . e 15
452 Unlemme ... ... ... .. . .. .. ..., 15
4.5.3 Solution gonetrique. . . . . ... ... ... 17

4.5.4 Solution en analytique avec un triangle ABC rectangle el 8



10

11

12

13

Theme : Arithmétique

5.1 L'exercice. . . . . . . v v v i i
5.2 Letravaildemanglaucandidat . . . . ... ... ...
5.3 Solutionde l'exercicesan&as . . . . ... ... ...

Theme : Nombres complexes

6.1 Lexercice. . . . . . . . v i i
6.2 Letravail demanglau candidat . . . . ... ... ...
6.3 Solution de I'exerciceave¢cas . . . . ... ... ...

Théme : Recherche de lieux gométriques

7.1 Lexercice. . . . . . . v v v i i v
7.2 Letravail demanglau candidat . . . . ... ... ...
7.3 Solution de I'exerciceave¢cas . . . . ... ... ...

Théme : Intégration

8.1 L'exercice. . . . . . . v v v v i i
8.2 Letravaildemanglau candidat . . . . ... ... ...
8.3 Solution de I'exerciceaveécas . . . . . ... ... ..

Theme : Fonctions gquations

9.1 L'exercice. . . . . . v v v v i i
9.2 Letravaildemanglaucandidat . . . .. .. ... ...
9.3 Solution de I'exerciceaveécas . . . . ... ... ...

Theme : Probabilites

10.1 L'exercice. . . . . . . . v v v i e
10.2 Le travail demar&lau candidat . . . . . ... ... ..
10.3 Solution de I'exercicesasas . . . . . . . . . . ...

Théme : Arithmétique

11.1 L'eXerciCe. . . . v v v v v i e e e e e e e e
11.2 Le travail demar&lau candidat . . . . ... ... ...
11.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . . . . . . ...

Theme : Utilisation des variations d’'une fonction

12.1 L'exercice. . . . . . . v v v i i e e e e e e
12.2 Le travail demar&@au candidat . . . . ... ... ...
12.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . . . . . .. ..

Théme : Geometrie dans I'espace

13.1 L'exercice. . . . . . . v v v i e e e e e
13.2 Le travaildemar@®lau candidat . . . . ... ... ...
13.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . . . . . . ...



14

15

16

17

18

19

Theme : Divers types de raisonnement

14.1 L'exercice. . . . . . . v v v v v e e
14.2 Le travail demar@&lau candidat . . . . .. .. ..
14.3 Solution de I'exercicesaXeas . . . . . . .. ..

Théme :Etude de configurations

15.1 L'exercice. . . . . . . v v v v i
15.2 Le travail demar&@lau candidat . . . . . ... ..
15.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . .. ...

Theme : Propriétés des fonctions

16.1 L'exercice. . . . . . . . . v v v i
16.2 Le travail demar&@lau candidat . . . . . . .. ..
16.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . . .. ..

Theme : Probabiliteés

17.1 L'exercice. . . . . . . v v v v i e e e
17.2 Le travail demar&lau candidat . . . . . . .. ..
17.3 Solution de I'exercicesaxXeas . . . . .. .. ..

Theme :Equations difféerentielles

18.1 Lexercice. . . . . . . . ... . e
18.2 Le travail demar@lau candidat . . . . .. .. ..
18.3 Solution de I'exercicesaixeas . . . .. ... ..
18.4 Solution de I'exerciceavetcas . . . .. ... ..

Theme : Arithmétique

19.1 L'exercice : Lage du capitaine. . . . .. ... ..
19.2 Le travail demar&lau candidat . . . . . . .. ..
19.3 Solution de I'exerciceavetcas . . . . . ... ..

48
48
48
48

49
49
49
49

52
52
52
52

54
54
54
54

56
56
56
56
57

59
59
59



1 Théme :Etude de suites

1.1 Lexercice

Soita un réel. On considre la suitgun),cn définie paruyg = a et, pour tout
entiern :
Unt1 = Un(2 — up)

1. Etudier lescag = 0,a = 1 eta = 2.
Dans toute la suite, on suppose que|0; 1].

2. Etudier les variations de la fonctighdéfinie sur [0; 1] par :
f(z) =z(2 —x).
3. Montrer que, pour tout entier, on a :0 < u, < U, < 1.
4. Montrer que la suitéu,, ),cn €st convergente eeterminer sa limite.

1.2 Le travail demandé au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demanée partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat présentera au Jury :
les nmethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice ;

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 4) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant @urié 'Etude de suites”.

1.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. poura = 0 u; = 0 et pour toutr € N u,, = 0,
poura =1 wu; = 1 et pour toutr € N u,, = 1,
poura = 2 u; = 0 et pour toutn € N u,, = 0,

2. Pourétudier la fonctionf, on tape :
f(x) :=(x *(2-x)
f1 :=function _diff(f)
normal(fl(x)) On obtient -2 * x+2
Donc f admet un maximum em = 1 qui vaut 1.
Pourz < 1, f est croissante et pour > 1, f est cecroissantef(z) = 0
pourz = 0 etz = 2 donc pourz € [0;2] on a0 < f(x) < 1.
Pour faire le graphe dg sur [0 ;2], on tape plotfunc(f(x),x=0..2)
Pour pouvoir faire bouger entre0 et 1 et voir le graphe dé(z) = z(2 —x)
pourz € [0;2] et les 6 premiers termes dg, , on tape dans un niveau de
géonttrie :
supposons(a=[0.3,0,1,0.1]) ;



plotseq(x *(2-x),[a,0,2],6)
On obtient :
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3. Puisque pour € [0;2] on a0 < f(z) < 1 et queup+1 = f(uy) : pour
toutn > 0 et pour toutz € [0;2], ona:0 < u, < 1. Pour avoir le signe de
Upt1 — Up = f(upn) — uy,, ON tape :

factor(x  *(2-x)-x)
On obtient -x * (x-1)

Puisque pour tout > 0, 0 < u,, < 1, on en @duit queu,+1 — u, < 0.
si on suppose €]0; 1] pour toutn > 0, 0n a0 < uy, < upy; <1

La suiteu est donc croissante et magerdonc: est convergente.

Sa limitel verfiel = 1(2 —1) etl > a > 0doncl =1



2 Theme : Probabilités

2.1 L'exercice

Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On effectuzsaund
n tirages successif$i(> 2) d’une boule en remettant la boule dans 'urneespr
chaque tirage.

1. a) Calculer la probabikt de 'évenement "toutes les boulesé&és ont la
méme couleur”.
1 b) Calculer la probabil@ de 'eveénement "on obtient exactement une boule
blanche ".

On consi@re les deuwevenementsi et B suivants :
A :"on obtient des boules des deux couleurs”
B :"on obtient au plus une boule blanche”

2. Calculer les probabis P(AN B), P(A) et P(B).

3. Montrer queP(AN B) = P(A) x P(B) si et seulement si I'entiet vérifie
I'eégalie2" ! =n + 1.

4. En ceduire qu'il existe une valeur unigue deour laguelled et B sont deux
évenements ingpendants (on pourra consrér la suitguy, ),>2 définie par
u, = 2"t — (n + 1) et montrer qu'elle est strictement croissante).

2.2 Le travail demandé au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat présentera au Jury :
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exerciceépanse la question 1)

Le candidat rédigera sur ses fiches :
la reponsea la question 2) ; un ou plusieurs exercices se rapportantawethProb-
abilités”.

2.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. a) "toutes les boules &es ont la rame couleur” La probabilt d’avoir n
boules noires (resp blanches) €82 donc
La probabilie d’avoirn boules de la riame couleur” es?/2" = 1/271
1 b) "on obtient exactement une boule blanche ” La boule blanchegbeut
tirée soit au lier, soit au &ine,... soit awieme coup. Donc la probabit
d’avoir exactement une boule blanche eg2"”

2. SoientA : "on obtient des boules des deux couleurs”
B :"on obtient au plus une boule blanche”



AN B est I'évenement "on obtient exactement une boule blanche ” donc
P(AN B)=mn/2".

nonA est 'evenement "toutes les boulesé@s ont la rame couleur” donc
P(A)=1-1/2""1

B est I'evénement "toutes les boulesé@s sont noires” union "on obtient
exactement une boule blanche ” daR¢B) = 1/2" + n/2"

. Ona:P(AnB)=P(A) x P(B) i=¢

n/2" = (1 —1/2" Y % (1/2" + n/2") j=¢,
n=1-1/2"Hx(1+n)=1+n-1/2""Yx%(1+n)i=¢

1/2 Y % (14n) =1i=¢

21y = (1 +n)

. Soitu, = 2"t — (n+1) pourn > 2 up1 —uy = 2" — (n+2) =271 4
(n+1)=2""1—1puisquen > 20na2" ! -1>2-1=1>0donc
u est strictement croissante. poue= 2 on aus = —1, ug = 0 puiSu,, > 0
pourn > 4 Donc il existe une valeur unique depour laquelleA et B sont
deuxévenements ingpendants et ette valeur est 3



3 Théme :Equations differentielles

3.1 Lexercice

Le plan est rappogta un regre orthonormal.

1. SoitC la courbe regsentative de la fonction exponentielie > e*.
Pour tout pointM/ d’abscissé appartenand C, on consi@re le pointP de
coordonies(t,0) et le pointV, point d'intersection de la tangente &h a
C avec I'axe des abscisses. Montrer que la distdhdeest constante.

2. Dans la suite de I'exercicg désigne une fonctionéfinie surR, strictement
positive, crivable et dont la fonctionéativee est strictement positive. Pour
tout point M d’'abscisse appartenana la courbe reg@sentative d¢f , on
consicere le pointP de coordonges(t, 0) et le point/V , point d’'intersection
de la tangente e a la courbe ref@sentative d¢ avec I'axe des abscisses.
2.a) Calculer la distancBN en fonction def (¢) et def’(t).

2.b) Déeterminer uné@quation diferentielle( Ey,) vérifiée par les fonctiong
définies surR, strictement positives,&tivables et dont la fonctionédivee
est strictement positive, pour lesquelles la distaRéé est une constante

2.c) Déterminer les fonctions f solutions d&},).

3.2 Le travail demande au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demanée partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury

Le candidat présentera au Jury :
les méthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice ;
sa eponse la question 2).

Le candidat rédigera sur ses fiches :
un ou plusieurs exercices se rapportant @urié ’Equations diferentielles”.

3.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. LalongueurPN est constante.
On tape :

C:=plotfunc(exp(x));
assume(t=[2,-5,5,0.1]);
M:=point(t,exp(t));

P:=point(t);

T:.=tangente(C,M);
N:=inter_unique(T,droite(y=0));
normal(longueur(P,N));



On obtient :

//

-4 -2 0 2 4 6 8
L’ équation del" : droite(y=(-t * exp(t)+exp(t)+exp(t) * X))
Le point NV est :point(t-1)
Lalongueur dePN : 1
On a en effet sff(t) = exp(t) :
T a pour pentef’(t) = exp(t) et passe par le point/ = (¢; f(¢) et son
équation estdoncy = f'(t) x (x — t) + f(t) = exp(t) * (x —t + 1)
N est donc le poinft — 1;0)
La longueur dePN vautdoncjt — (t —1)| =1
. Ona:
T a pouréequation y = f'(t) * (x — t) + f(t),
N estdonc le pointt — f(t)/f'(t); 0) (car f'(t) # 0)
La longueur dePN vaut donc|t — (t — f(¢)/f'(t))] = f(t)/f'(t) car
F@O/F() >0
L' équationEy, est donc (Ey) f(t)/f'(t) = k soit I'equation diferentielle
ky' =y
Pour Esoudre cettéquation on a :
sik = 0alorsy(t) =0
Sik £ 0 alorsy’ = y/k doncy(t) = ¢ * exp(t/k).
Avec Xcas, on tape :
desolve(k *y'=y) et on obtient _0* exp(x/k)
ou on tape :
desolve(k = diff(y,t)=y, [t,y]) et on obtient _0* exp(t/k)



4 Theme : Calcul de grandeurs : longueurs, aires, vol-
umes

4.1 Lexercice

Soit ABC un triangle isoeéle enA tel queAC = 5 et BC = 6. Un pointM se
déplace sur le segme B] en restant diérent des pointsl et B. Le pointN est
I'intersection dg( AC) et de la paradllea (BC') passant pait/. On césigne par)
le point du segmenBC] tel que le quadrilare M N QB soit un paraklogramme.
On se propose dedterminer la position du point/ sur le segmerjtd B] pour que
I'aire du paralelogrammel N () B soit maximale. Pour cela on pogé/ = x et
on notef(x) l'aire du paralelogrammeV/ NQ B.

Montrer queM N = gx et en éeduire 'aire du triangled M N.
Montrer queQC' = ¢(5 — ) et en dduire I'aire du triangl€ N Q.
Montrer quef(z) = $2(—227 + 10z).

Déterminer la valeur de pour laquellef (z) est maximale.

PonNnPR

4.2 Le travail demandé au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat présentera au jury :

Les nmethodes et les savoirs mis en jeu dan€kotution de I'exercice ;
unénone a presenter en classe de Seconde pésoudre la question 4) de I'exer-
cice.

Le candidat redigera sur ses fiches :
sa eponsea la question 1). un ou plusieurs exercices se rapportantéauneth
"Calcul de grandeurs : longueurs, aires, volumes”.
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4.3 Solution de I'exercice sanXcas
4.3.1 Reponses aux diférentes questions

1. On calcule la hauteur4 du triancleABC. On a d’apés Pythagore :
h% =52 — 3% =16 donchy = 4.
Les trianglesd M N et ABC sont semblables dong}t = 24
DoncMN = BC4M = bz,
La hauteurh du triangleAM N issue deA a pour longueur :

— _ 9x2 __ 4
h=a? MNFA= o2 - =
L'aire du triangleAM N est donclz /5 * 3z /5 = 1%2

On peut aussi dire que I'aire du triangleBC vaut 4*6/2=12
Les trianglesAM N et ABC sont homotbktiques de rappoft = % =

i i 2 — 2 _ 1222
Donc l'aire du triangleAM N estk® + 12 = 12 % (£)* = 5¢

2. Les trianglesVQC et ABC sont semblables de rappdffz = <€ = 52«

N 6(b—x
DoncQC = BC Y@ — 86-2)

L'aire du triangleN QC est doncl2 (@)2

3. L'aire du paraklogrammeM N QB s’obtient en enlevara I'aire de ABC
I'aire des 2 triangles @cédents ;f (x) vaut donc :
19— % 19« ((5?))2 = 32(25 — 22 — (22 4 25 — 10z)
On peut aussi dire que I'aire dé M B() estégalea :
MN(hy—h)=54—-%=22(5—-2x)

4. Donc :f(z) = %(—%2 +10x)
On af/(z) = 3 (—4z + 10) donc d'apres le signe df (), la valeur de
x pour laquellef (x) est maximale est = 5/2 et M est alors le milieu de
AC. Ce maximum vaué soit la moite de I'aire du triangleA BC.

4.3.2 Solution de I'exercice en analytique

On poseBM = x. On choisit comme ragge :OC A avecO le milieu deBC.
Ona:A=(0;4),B=(-3;0),C = (3;0)
Pour avoir I'aire du paradilogrammelM N @Q B il suffit de connaitre la longueur de
M N etl'ordonrée deM.
Les trianglesAM N et ABC sont semblables dorf% = %
.DoncMN = BC4M = &
La droite(A, B) a pouréquation y = 4x/3 + 4
M apour abscisse3z/5 donc pour ordonee—4x /5+4. L'aire du paralelogramme
MNQ@B estdonc:
4_$5+5%$ = %(—23)2 + 10z
Remarque Pour montrer que l'aire du parélbgrammeM NQB est maximale
lorsqueM N passe par les milieux déB et deAC, il est plus judicieux de pren-
dre comme paragtre I'ordonrée deM et d'utiliser un regre d'origineB et de

prendreBC' comme axe des.
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4.3.3 Reponses aux diférentes questions aveXcas

Avec Xcas on a la possibilié de @finir parangétre formelx en mettant par
exemple dans un niveau déaretrie :assume(x=[1,0,5,0.1]) ;
Cela permet de faire la figure avec= 1, de faire apparaitre un curseur qui permet
de changer cette valeur entre 0 et 5 avec un pas de 0.1 et surtoutedfaiica
Xcas les calculs en fonction du paratne formelz.
On ouvre un niveau deggnétrie et on tape :

B.=point(-3,affichage=quadrant2);

C:=point(3);

A:=point(4  *i);

triangle(A,B,C);

assume(x=[1,0,5,0.1]);

M:=point(4 *i+x/5 =*(B-A));

N:=point(4 *i+x/5 =*(C-A));
p:=parallelogramme(N,M,B,Q,affichage=1+rempli):;p;
legende(Q,"Q",quadrant?2);
f:=unapply(aire(N,M,B,Q),x);
plotfunc(f(x),x=0..5,affichage=4+epaisseur_ligne_2) ;
MO:=point(x+i = f(x),affichage=4+epaisseur_point_2);

On obtient sur le lmeécran la figure, le graphe dg&x) et sur ce graphe le point
de coordonges(z; f(z).

0

>""""'\<'
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On peut ainsi voievoluer la figure en fonction du par&ine = et observer :
pour cela on fait bouger le curseupour voir le point)M se deplacer sul B et le
point M0 d’abscisser et d’'ordonree f () (i.e. 'aire deN M BQ), se dplacer sur
le graphe def. Puis, on fait faire le calcud Xcas .

On tapenormal(longueur(M,N),aire(A,M,N))

On obtient(6 * x)/5,12/25  *X"2

On tapenormal(longueur(Q,C),aire(Q,C,N))

On obtient(-6 *x+30)/5, 12/25  *xX"2-24/5 *x+12
On tapefl :=function _diff(f)

On obtient(* x)->-(24 * 2% xX)/25+24/5

On tapesolve(f1(x)=0 et on obtienb/2

On tapef(5/2) et on obtien6

4.4 Solution gcometrique de I'exercice avecXcas

Xcas serticia faire la figure et fair@voluer les paragtres pour I'observation
et le contdle des conclusions.
Pour faire la figure on tape (% est le milieu deBC, alorsAO = 4) : On donne
a M une autre positiod/1 et on regarde comment les aires des péladirammes
MNQ@B et M1N1Q1B évoluent.

B:=point(-3,affichage=quadrant2);

C:=point(3);

A:=point(4  *i);

triangle(A,B,C);

assume(x=[1,0,5,0.1]);

M:=point(4 *i+x/5 =*(B-A));

N:=point(4 *i+x/5 =*(C-A));
p:=parallelogramme(N,M,B,Q,affichage=1+rempli):;
p;

supposons(x1=[3.8,0,5,0.1]);

M1:=point(4 = (i)+x1/5 =*(B-A));

N1l:=point(4 *i+x1/5 =*(C-A));
parallelogramme(N1,M1,B,Q1,affichage=2+rempli);
legende(Q,"Q",quadrant2);
I:=inter_unique(droite(M1,N1),droite(N,Q));
parallelogramme(Q,Q1,N1,l,affichage=4+rempli);
Q2:=translation(N-N1,Q1);
C2:=translation(N-N1,C)

segment(Q2,C2);

segment(Q2,Q1);

segment(-1.5+2 *i,1.5+2 =*ij,affichage=3+ligne_tiret);

13



On remarque que :
1. Les trianglesAM N et NQC sont semblabled ABC

2. Si M et M1 sont syngétriques par rapport au milieu déB alors les par-
allelogrammes// NQB et M1 N1Q1B ont meme aire. En effet les triangles
AMN et N1Q1C sontégaux ainsi que les trianglesV/ 1N 1 et NQC donc
ont meme aire. La fonctiorf (x) eégalea l'aire du paraklogrammeM/ NQ B
est donc syratrique par rappor la droitex = AB/2

3. Onsuppose alots < z; < AB/2doncMN < M1N1 < BC/2.
I'aire de M N@Q B est compose de l'aire rouge et de l'aire verte
l'aire de M1N1Q1B est compose de l'aire verte et de l'aire bleue
On va comparer I'aire rouge et I'aire bleue :
On fait effectuer au triangl&/ 1Q1C, une translation de vectem N1
se transforme eV, Q1 se transforme e@2, C se transforme ef'2, Donc
les trianglesN1Q1C et NQ2C2. De plus les trianglesVIN1 et Q2QQ1
sontégaux et cela a pour comguence que les par@lbgrammes)Q1N11
etCC2Q2Q1 ont meme aire. Pourérifier on peut taper :
aire(Q1,C,C2,Q2)==aire(Q,Q1,N1,l) et obtenirl.
Ona:Q1C = BC — BQ1 = BC — MIN1 et M1N1 < BC/2 donc
Q1C > BC/2 > MN.
On en @duit que l'aire bleue est plus grande que I'aire rouge @elite que
lorsquezx croit de 0a AB/2 la fonction est croissante et que par $frie
lorsquez croit de BC'/2 a BC la fonction cecroit.

14



Le maximum est atteint pour = AB/2 et vaut la moité de I'aire deABC'.
Cela est greral et ne épend pas de la forme du triangleBC

4.5 Lexercice avec un triangle ABC rectangle en B ou quelconge
451 Lénon&

— Soit un triangled BC rectangle erB. Un pointM se deplace sur le segment
[AB] en restant diffrent des pointsl et B. Le point NV est I'intersection de
(AC) et de la parabéllea (BC') passant pat/. On césigne pax) le point
du segmeni{B(] tel que le quadrila&re M NQB soit un rectangle. On se
propose de @terminer la position du point/ sur le segmentd B pour que
I'aire du rectangleV/ N B soit maximale.

— Soit un triangleABC quelconque. Un poind/ se deplace sur le segment
[AB] en restant diffrent des pointsl et B. Le point N est I'intersection de
(AC) et de la parallea (BC') passant pait/. On cesigne par) le point du
segmen{B(]| tel que le quadrilare M N@Q B soit un paraklogramme. On
se propose deé&lerminer la position du point/ sur le segmentAB] pour
gue l'aire du paraéllogrammel/ N QB soit maximale.

45.2 Unlemme

Soit un triangleA BC rectangle erB et un triangled1 B1C'1 quelconque.
On cefinit le point D pour queABC' D soit un rectangle et le poird?1 pour que
A1B1C1D1 soit un paraklogramme. On fait les 2 figures suivantes en posant
yym = t, pour cela on tape par exemple :

A:=point(-3,5);

B:=point(-3, affichage’=quadrant?);
C.=point(0, affichage’=quadrant?2);
O:=milieu(A,C);

triangle(A,B,C);
supposons(t=[3.1,0,5,0.1)]);

M:=point(-3+t * (i),’affichage’=quadrant2);
N:=point(-3  *t/5+i «t,affichage=quadrant2);;
Q:=point(-3t/5);
quadrilatere(N,M,B,Q,affichage=1+ rempli);
guadrilatere(N,P,D,R,affichage=4+ rempli);
P:=point(i  *t);

R:=point(-3t/5)+i *5);

D:=point(5i);

triangle(A,D,C);

Al:=point(2,5);

B1:=point(1, affichage’=quadrant2);
C1l:=point(4);
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D1:=point(5+5i);

M1:=point(1+t/5+t * (i),’affichage’=quadrant2);
P1l:=point(4+t/5+t *(1));

Ol:=milieu(A1,C1);

triangle(A1,B1,C1);

N1l:=point(4-2  =t/5+t =(i),’affichage’=quadrant2);
Q1:=point(4-3t/5);

triangle(A1,D1,C1);

R1:=point(5-3t/5+5i);
quadrilatere(N1,M1,B1,Q1,affichage=1+ rempli);
guadrilatere(N1,P1,D1,R1,affichage=4+ rempli);
segment(-3+(5-t) *j, -3+3t/5+(5-t) *0);
segment(-3+3t/5, -3+3t/5+(5-t) *);
segment(1+(5-t)/5+(5-t) *i, 1+(5+2t)/5+(5-1) *);
segment(1+(3t)/5, 1+(5+2t)/5+(5-t) *);

On obtient :

B Q C Bl

On peut faire bouger le paratret. On cemontre facilement que les aires rouges
sontégales entre elles et que chaque aire rouge et agséa une aire bleue.
Dans chacune des figures : I'aire rouge est I'aire qui correspdagosition de\/
d’ordonreet et I'aire bleue est I'aire qui corresporada position deV/ d’ordonree

ya — t. Le graphe de l'airef(¢t) du quadrilaére NM BQ (resp N1M1B1Q1)
admet donc un axe de sytnie ent = y4/2
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4.5.3 Solution ggométrique

On se rar@nea un triangle rectangle e® de néme aire et on met sur la
méme figure deux positions d& pourt < b < y4/2, et on compare les aires
corespondantes ces 2 positions. Pour cela on tape :

A:=point(-3,5);

B:=point(-3, affichage’=quadrant2);

C:=point(0);

O:=milieu(A,C);

triangle(A,B,C);

supposons(t=[1.3,0,2.5,0.1]);

M:=point(-3+t * (i),’affichage’=quadrant?);

N:=point(-3  *t/5+i =t,affichage=quadrant2);;

Q:=point(-3t/5);

quadrilatere(N,M,B,Q,affichage=1+ rempli);

D:=point(5i);

triangle(A,D,C);

P:=point(i  *t);

supposons(b=[2,t,2.5,0.1]);

quadrilatere(-3+b *i,-3 *b/5+b *i,-3 *b/5,-3,affichage=2+ rempli);
quadrilatere(-3+t *i,-3 *b/5+t *i,-3 =*Db/5,-3,affichage=3+ rempli);
quadrilatere(-3 *t/5+1  +Db,b *i,P,N,affichage=4+ rempli);
segment(-3 *b/5+b *i,-3 *t/5+i =*b);
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On obtient :

A D

O
M P
B .C

Quandt augmente de @ y4/2, I'aire du quadrilaére N M B(Q) passe de : l'aire
jaune+l'aire rouge I'aire jaune+l'aire verte. D’aj@s le lemme, on a : aire rouge
=aire bleue. L'aire bleue est iafieurea l'aire verte cat < y4/2. Donc le graphe
de I'aire du quadrilagre N M BQ (respN1M1B1Q1) est croissante six: y 4 /2

4.5.4 Solution en analytique avec un triangle ABC rectangle en B

On prend comme répe BC A. La droite(A, C) de penten < 0 a comme
équation iy = mx + x 4. Soit M de coordongées(0;t) un point de la droitel B.
Les coordonées du pointV vérifie doncyy =t = m * xy + x4) et le rectangle
NMBQ@acomme airexy xyny =y * (m* Ty +4).
xn * (m*xy + x4) estun tridme du 2nd de@renxy qui a comme maximum
x4/2 atteintency = —x4/(2m) (carm < 0). L'aire du rectangleV M BQ est
donc maximum pout = yy = x4/2 i.e. lorsqueM est le milieu ded B.
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5 Theme : Arithmeétique

5.1 L'exercice

Pour tout entien, > 1 on posen,, = 1! +2! + ... + n!
On donne la @composition en facteurs premiers des dix premiers termes de la suite

(an) :

a1:1
CL2:3
a3:32
CL4:3X11
as =32 x 17
ag = 3% x 97
a7:34><73

ag = 3% x 11 x 467
ag = 3% x 131 x 347
a0 = 32 x 11 x 40787

1. Montrer quez,, n’est jamais divisible par 2, par 5 ni par 7.
2. Peut-on affirmer que,, est divisible par 15 partir d’'un certain rang ?

3. Peut-on affirmer que partir d’'un certain rang, est divisible pas? mais
pas pai? ?

5.2 Le travail demande au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tliger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :

sa eponse la question 3) ;

un ou plusieurs exercices se rapportant @amtb« Arithmétiquey.
Le candidat présentera au jury :

le contenu de ses fiches;

les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

5.3 Solution de I'exercice san¥Xcas

Onpose u, = 1! + 2! + ... + n! pourn > 1
Pour avoir, avecXcas, la decomposition en facteurs premiers @g, on tape :

ifactor(sum(p!,p=1..10)) et
pour avoir la liste des@&compositions en facteurs premiersadea;g, on tape :
ifactor(sum(p!,p=1..n))$(n=1..10) et on obtient :

13323 11,32 17,372 97,34 73,372 »11x467, 372 *131~*347,
372 x11% 40787
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1. a, n'est jamais divisible par 2, par 5 ni par 7

— a, n'est jamais divisible par 2. En effezgz2 p! est un nombre pair
puisquep! est divisible par 2 lorsque > 2.
Donca, =1+ ZZZQ p! est un nombre impair.
Donca,, n'est jamais divisible par 2.

— ay, N'estjamais divisible par 5. En effgt est divisible par 5 lorsque > 5.
Donca,, — a4 = ZZ:E, p! est divisible par 5.
a1 = 1, a3 = 3, a3 = 3?2 etay = 3 x 11 ne sont pas divisble par 5 et
donca,, n'est pas divisible par 5 lorsque< 5.
an = as + > _sp!: as n'est pas divisible par 5 éC)_; p! est divisible
par 5 donaz,, n’est pas divisible par 5 lorsque> 5.
Donca,, n'est jamais divisible par 5.

— a, N'est jamais divisible par 7. En effetgi> 7, p! est divisible par 7.
Donca,, —ag = ), p! estdivisible par 7.
a1 =1,a3 =3,a3 =3% ay =3 x 11,a5 = 3% x 17 etag = 3% x 97 ne
sont pas divisble par 7 lorsque< 7 eta,, = ag + Z;}ﬂ p! ag n'est pas
divisible par 7 etZZ:7p! est divisible par 7 done,, n’est pas divisible
par 7 lorsque: > 7.
Donca,, n'est jamais divisible par 7.

2. a, estdivisible par 15 partir d’'un certain rang
On aa,, = ap + ZZ:Hp! )
aip = 3% x 11 x 40787 est divisible par 11 et lorsque> 11, p! est divisible
par 11 donc sk > 10, a,, est divisible par 11. Dona,, est divisible par 1
lorsquen > 10.

3. a, est divisible paB? a partir d’'un certain rang
8! =27 % 32 % 5 % 7 (avecXcas, on tapefactor(8!) ) donc poump > 8
p! est divisible pas?.
Onaa, =as+ >, o1 .
ag = 3% x 11 x 40787 est divisible paB? et lorsquep > 8,p! est divisible
par3?. Donca,, est divisible pas? lorsquen > 8.

4. a,, est n’est pas divisible par 38partir d’'un certain rang
9! = 27 % 3% x 5 % 7 (avecXcas, on tapefactor(8!) ) donc poump > 9
p! est divisible pas*.
pourn < 8, a, n'est pas divisible pa3? car :
a1 =1,a2=3,a3=3%as=3x11,a5 =32 x 17
ag =32 x 97, a7 = 3* x 73, ag = 3% x 11 x 467
Onaa, = as + >, _qp! pourn > 9.
ag n'est pas divisible pas® alors qued~)_, p! est divisible pas® doncay,
n'est pas divisible pa3? lorsquen > 9.
Donca, n'est jamais divisible pas?.
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6 Theme : Nombres complexes

6.1 L'exercice

Pour chaque question, une seule des 4 propositions est exacte z(Qaocire
chacune d’elle la bonn&ponse sans justification.

1. Soitz € C vérifiantz + |z| = 6 + 2i. L' écriture al@brique de: est :

8 8 8 8
O - —2 O ——=—24 O —+2¢ O —=—+2
3 7 3 ) 3+z 3—1—2

2. Dans le plan complexe, 'ensemble des pots'affixe z = z+iy veérifiant
|z — 1| = |z + i| est la droite céquation :

Oy=x—-1 Uy=—x Oy=—-x+1 Oy==x

3. Soitn un entier naturel. Le nombi@ + i\/§)” est eel, si et seulement si,
s'ecrit sous la forme :

U 3k+1 O 3k+2 4 3k U 6k

g —Z ( € €). Une solution dé E) est :
— Z

4. Soit 'equation(F) : z =
O —2— 2 O 2+V2i O V34 O V3 + 2

5. Dans le plan complexe] et B étant les points d’affixes respectived =
—2 etzB = 2i, 'ensemble des points M d'affixe = x + iy vérifiant la

. z 42 T .
relationarg - = — estinclus dans :
z—21 2
0 La droite dequationy = —x 0 La droite dequationy = x
de centre I(1+1) -
L | 0L I AB
e cerce{ derayon R — 2 e cercle de diamtre[AB]

6.2 Le travail demande au candidat

En aucun cas, le candidat ne da@trger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
une justification desaponses aux questions 3) et 5) du QCM;
un ou plusieurs exercices se rapportant a@amntb "Nombres complexes”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
pour chaque item de ce QCM, les@&tiiodes et les savoirs mis en jeu pour trouver
la réponse exacte.
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6.3 Solution de I'exercice aveXcas

On configure le CAS en cocha@bmplex etVarianles _complexe (menu
Cfg->Configuration du CAS ).

1. Z+ 2/ =6+2¢
Avec Xcas, on tape :
solve(abs(z)"2=(6+2 * [-conj(2))"2,2)
On obtient [8/3-2  *i]

2. |z—1] = |z +1]
Avec Xcas, on tape :
csolve(abs(z-1)"2=abs(z+i)"2,z)
On obtient ' x"+(i) * (- x)]
ou on tape :
csolve(abs(a-1+i * p)"2-abs(a+i+i *p)"2,a)
On obtient [-b]
donc la droite a pouequationy = —x

3. (1 +iv/3)" est Eel, si et seulement si,s’écrit ...
Avec Xcas, on tape :
abs(1+i *sqrt(3)),arg(1+i * sqrt(3))
On obtient :2, pi/3)
solve(n *pi/3=k =*pi,n)
On obtient :[3 * K]

4.,2:6_2

33—z
Avec Xcas, on tape :
solve(z =(6-2)/(3-2),z)

On obtient :[sqrt(2) = (i)+2,-sqrt(2) *(1)+2]
2
5. zA= -2, 2B = 2i, arg G 5 —_
z— 2 2
z+2 ’ .
arg z—+2i est I'angleM B, M A Donc on cherché/ tel que :

MB, MA = 5 Le lieu deM est le demi-cercle de diagtre AB contenant
le point d’affixe 0. DoncM se trouve sur le cercle de digtne AB.

Avec Xcas, on tape :

On cefinit les pointsA et B d’affixe -2 et2i :
A :=point(-2) ;B :=point(2i); On dc&finit la fonctionf par :
f(z) =(z+2)/(z-2i)

On cherche la fonctioréciproque def :
normal(csolve(f(z)=2,z))

On obtient :

[((2 *i) »Z+2)/(Z-1)]

On cefinit ¢ la fonction &ciproque def par :
9(2) =((2 *i) *Z+2)/(Z-1)

g n'est pas éfinit pourZ = 1.
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On c&finit les points”' qui ont comme argument/2 et pour cela on &finit
un parangtre formelc > 0 qui sera I'ordonge deC' :
supposons(c=[3.9,0,10,0.1])

C :=point(i  *c)

On cefinit les pointsM qui sont les images des poindsparyg :

M :=point(g(i *C))

On demande d’avoir la trace des positionsiddequand on fait variee :

trace(M)
On obtient :
y
- "4
C
B 2
M
e e Il L
X x x xX X
i -2
. B L . B . __4
-6 -4 -2 0 2 4 6
On \erifie que la trace correspoiad
arc(A,B,pi)

On tape pour avoir I'affixe dé/ :
normal(affixe(M))

On obtient :

((2 *i) *c-2 *i)l(c+i)

On tace alors le lieu d&f :

plotparam(((2 *|) *cC-2 *i)/(c+i),c=0..100)
et on obtient I'arc de cerccld B passant paf.
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7 Theme : Recherche de lieux gométriques

7.1 L'exercice

On dira qu’un triangleABC non aplati posade la propéte P si ses deux
médianes issues d¢ et de B sont perpendiculaires.

1. Soit un triangled BC ayant pour 8tesAB = 1, AC = /2 et BC = /3.
Veérifier que le triangled BC' est rectangle et posde la prop@éte P.

2. Les deux pointsA et B étant fixés, on chercha déterminer I'ensembl&
des pointsC' tels que le triangled BC' pos®de la propéte P. Trouver le
lieu des pointg7, isobarycentre des trois points B, C, lorsqueC décritT.
En deéduire 'ensemblé".

3. SoitABC un triangle posadant la propéte P . On posex = BC, b = AC
etc = AB.
Montrer que I'on a la relation? + b = 5¢2.

7.2 Le travail demancdé au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demangle partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponsa la question 2) et uanon& plus ctaille de cette questicaproposea
deséleves de prergireS ;
un ou plusieurs exercices se rapportant &atle "Recherche de lieuwégnétriques”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nmethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

7.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Un triangleABC a pour ®tesAB = 1, AC = V2 et BC = /3.
On fait la figure avecas . Dans un niveau degpnétrie, on tape :

A:=point(0);

B:=point(1);
C:=inter(cercle(A,sqrt(2)),cercle(B,sqrt(3)));
triangle(A,B,C[0]);

triangle(A,B,C[1)]);

Al:=milieu(B,C[1]);

B1l:=milieu(A,C[1])

segment(A,Al);

segment(B,B1);
G:=inter_unique(segment(A,Al),segment(B,B1));
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On obtient :

Bl Al

OnaBC? =3etAC? + AB?> =2+ 1 =3doncBC? = AC? + AB? et
d’apres Pythagore le trianglé BC' est rectangle ed.

SoientAl (respB1) le milieu deBC (respAC).On a:

AAl = BC/2 =+/3/2et

BB1?2 = AB% + (AC/2)? =1+ 1/2 = 3/2donc

BB1 =+/3/V2

Le centre de gravtGG est donc tel que :

AG =+/3/3etBG =2/3x/3/v/2 = +/6/3 donc

AG?+ BG?=1/3+2/3=1= AB?

Donc d’'apes Pythagore le triangl&€ AB est rectangle elds. Le triangle
ABC adonc la propéte P.

. Sile triangleABC a la proprétée P c’est que le trianglés AB est rectangle
enG. Donc( se trouve sur le cercle de diatne AB.

SoitC'1 le milieu deAB.

On sait que :

Si dans un triangled BC, avecC'1 milieu de AB, on a un poiniz du seg-
ment[C'C1] qui verifie C1C = 3C1G alorsG est le centre de graétdu

triangle ABC.

C' se ceduit deGG par 'homotletie de centre€’'1 et de rapport 3.

On fait la figure avecas . Dans un niveau degpnétrie, on tape :
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A:=point(0);

B:=point(1);
c:=cercle(A,B):;c;
triangle(A,B,C);
assume(a=[1,-5,5,0.1])
G:=element(c,a);
Cl:=milieu(A,B);
C:=homothetie(C1,3,G);
triangle(A,B,C);
trace(C);
segment(C1,C);
c3:=homothetie(C1,3,c):;
affichage(c3,1)

En faisant bouger le cursear on obtient la trace d€ qui cdincide avec le
cercle en rouge qui est zrcle(point(1/2),3/2)

1 05 0O 05 1 15 2 25
3. SoitABC ayant la prop@te P. On a alors la relation? + b = 5¢2.
On compéte la figure ci-dessus :

B1l:=milieu(A,C);
Al:=milieu(B,C);
segment(Al,A);
segment(B1,B);
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1
: 1/ Al
_ 0.5
— —0
X
-0.5
1

-1 05 0 05 1 15 2 25
Les triangles ABG, A1BG, AB1G sont rectangles efd donc :
2 = BG? + AG?, a%/4 = A1G? + BG? et b*/4 = AG? + B1G?
On a@ est le centre de gragtdoncAG = 2A1G et BG = 2B1G donc
a’/4 = A1G? + 4B1G?, bv*/4 = B1G? + 4A1G? et
(a® +b%)/4 = 5(A1G? + B1G?)
¢ = 4B1G? + 4A1G? donca? + b? = 5¢2.
Remarque
, , 3
Al est le transforra deG par I'homottetie h; de centred et de rapportg.
Cest le transforra deAl par I'homottétie ho de centreB3 et de rapporp.
Donc C est le transforra deG par 'homotlétie h = hs o hy. h @ comme rapport

2 x g = 3 et comme centré vérifiant : J = hy(I) = h, ' (I) c’esta dire :

_ 11— .

AJ = gAI, BJ =Bl = (BA+AI) et AJ — BJ = AB donc

3AI = %@ c’esta dire] est le milieuC; de AB.

Le méme probleme pog differemment

Soit un losanged BE'F' de centre. SoientAl le milieu deGF', B1 le milieu de
GE etC lintersection dg AAl) et(BB1).

Montrer queG est le centre de graétdu triangleABC' et que lorsqu’on pose
a=BC,b= AC etc = AB, onaa® + b? = 5¢%.

Il suffit de remarquer que les trianglésAB est I'image deGA1B1 dans I'ho-
mothétie de centrez et de rapport 2GA = 2GAl et GB = 2GB1) Donc
AB = 2A1B1 et AB//A1B1 et d’'apes le "tteoeme des milieux” on enétluit
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queA1l estle milieu deBC et B1 estle milieu deAC. Sid; etds sont les longueurs
des demi-diagonales du losand® EF', on a :

d?+d3=c? d?+d3/4=a%/4 et d?/4+ d3 =b?/4 donca® + b? = 5c.
Onaaussi:

A1l est le transforra deG dans I'homotketie de centred et de rapport 3/2.

C est le transforra deA1 dans I'homotketie de centre3 et de rapport 2.

On fait la figure ave&cas . Dans un niveau degpnétrie, on tape :

A:=point(0);

B:=point(1);
assume(b=[1,-5,5,0.1));
losange(A,B,b,E,F,affichage=2);
G:=milieu(A,E);
Al:=milieu(G,E);
B1l.=milieu(G,F);

segment(A,E);

segment(B,F);

segment(Al,B1)
d1,d2:=droite(A,B1),droite(B,Al):;
dl;d2;
triangle(A,B,C,affichage=1);
C.=inter_unique(d1,d2);
trace(C);

On obtient :
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8 Theme : Intégration

8.1 L'exercice

On consi@re la fonction nurarique f de la variable &ellex définie sur l'inter-
valle [0, +-oo] par :

f) = Vael =
1. On consiére la fonctiont définie sur(l, +oo[ par F(z) = / f(t)dt
1

1.a) Demontrer que, pour touéelt positif on a it + 2 > 2v/2+/t.
1.b) En déduire que, pour tout € [1, +oo[,0na:

1 v ¢
F(z) < M/l (t +2)e!tat

1.c)A I'aide d’une in&gration par parties, montrer que, pour tewt [1, 4o00],
ona:

/ (t+2)e'7tdt =4 — (z +3)el ™
1

1.d) En déduire que, pour tout € [1, +oo[ona:0 < F(x) < V2.
2. On consiére la suitgu,,) définie pour tout entier naturel non nul par :

Uy = /n+1 f(t)dt

Pour tout entier naturet sugerieur ouégala 2, on noteS,, la somme des
n — 1 premiers termes de la suite,,). ExprimersS,, a l'aide d’'une inégrale.
Montrer que la suit¢S,,) converge et donner un encadrement de sa limite.

8.2 Le travail demancdé au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa Eeponse la question 2) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant @mté "Ingegration”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nmethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.
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8.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Ontape:
f(x) =sqgrt(x) * exp(1-X)
F(x) :=int(f(t),t,1,x)
1.a) Pour toutr > 0, on af(z) = y/ze!~* > 0 et pour toutz > 1, on a
Vo > 1ldoncF(z) > [ e'~tdt > 1.
Pour tout éel¢ positif on a :
t+2—-2V2Vt= (V2 - V1) > 0.
1.b) Pour toutr € [1, +oo[, on a d’apes 1.a) 3/t < 21 (t +2) donc

2
1 /e »
F(m) < 2\/5/1 (t + 2)61 dt

1.c) Pour toutz € [1,4o0[, on integre [;"(t + 2)e' ~'dt par parties et on
pose :
u=t+2etdv = e'"dt doncdu = dt etv = —e'~* onadonc

(t+2)e' fdt = [—(t+2)« " JiZF + / e'~'dt donc
1 1
(t+2)e!7tdt = [—(t+3) % el )IZF =4 — (24 3)er ™
1
Avec Xcas, on tape (le deugime argument esi) :
A :=integrer  _par _parties _u((t + 2) *exp(1l-t),t + 2,t,1,X)
On obtient [[-x *exp(-x+1)-2  *exp(-x+1)+3,exp(-t+1)]
On tape integrer _par _parties _u a comme synonymépu et le
deuxieme argument est ici O pour terminer |&gfration) :
normal(ibpu(A,0,t,1,x))
On obtient -x * exp(-(x-1))-3 *exp(-(x-1))+4
On peut aussi tapant((t + 2) * exp(1-1),t,1,x) pour obtenir di-
rectement le@sultat.
1.d) Pour toutr € [1,+oo[ona(z + 2)e!™® > 0 et(x + 3)e! =% > 0 donc
0< / (t+2)e!tdt = [~ (t +3) ' 7')i=F =4 — (2 + 3)e! ™" > 4 donc
1
0< F(x) < V2.
2. Pour toutr > 0, on af(z) = /ze!~® > 0 donc pour tout» > 0, on a
u, = [ f()dt > 0 et

g

n—1 n
pour toutn > 2,0n a8, = » u; = / f(t)dt = F(n) donc
— 1
S, est croissante. ’
On sait d’apes 1. que pour tout € [1,+oc[, on al < F(z) < /2 donc
S, est croissante et majoe donc convergente et on a pour taut> 2 :
1<F(n)=5,<V2
RemarquesOn va essayer de trouver un meilleur minorant.
— Pour trouver un minorant on peut calculer des valeurs appesatie I'inégrale.
On cherche les points d’'inflexions du graphefde
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, 1
le zero def” (x) esta = i

a
Lint égrale/ f(x)dx peutétre minoée par la rethode des tragzes et
=1

3/2 n+1
les inégrales ! f(x)dx etu, = / f(x)dx peuventtre minoees
par la néthode du point milieu.
On tape a :=(1+sqrt(2))/2
areaplot(f(x),x=1..a,trapeze)
On obtient :1.96
Ou on tape (f(1)+f(a))/2. * (a-1)
On obtient :0.196042763728
On tape areaplot(f(x),x=a..3/2,point _milieu)

On obtient :0.239
Ou on tape f((a+3/2)/2.) * (3/2-a)
On obtient :0.239276873725

“+oo
Il restea minorer/ f(z)dz par les aires des rectangles au "point-
3/2

milieu” : ils ont comme dimension x f(n) et donc la somme de leurs

+0oo +o0 e —+00 1
aires esdd _ f(n) = 22\/56n - Z()\/menﬂ_
n= n=

n=2

—+o00
. L 2 1
Commme\/n +2> \/ﬁ, on minorea nouveau cette somme & E —
e en

n=0

V2. e V2.

c’esta dire par— ) = :
e e—1 e—1
On tape:
sqrt(2.)/(e-1)
On obtient :0.82303935184
On a donc comme minnoration de la limite :
(f(1)+f(a))/2. * (a-1)+f((a+3/2)/2.) * (3/2-a)+ sqrt(2.)/(e-1)
On obtient :1.25835898929
d’ot un encadrement de la limite

1.25835898929 < [ < 1.41421356237

On peut avoir une meilleure valeur appréehde cette limite, si on sait

+o00
que/ exp(—t%)dt = \/2%
0

En effet en faisant le changement de variable t?, dz = 2tdt donc
+oo

+00 +oo
/ flx)dx =e V(x) exp(—z)dx = 26/ t? exp(—t%)dt
0 0 0
On integre par partie cette deéme inegrale ¢ = ¢, dv = 2t exp(—t?)dt):

+oo +oo
26/ t? exp(t?)dt = e/ exp(—t2)dt
0 0
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+o0 \/77.

Soit on sait que/ exp(—t%)dt = R
0
soit on fait le calcul en encadrant :
/ exp(z? + y?)dzdy (C = [0,b] x [0,b]) avec
c

// exp(z? 4 y?)dxdy (D1 = 2® + 3> < b,z > 0,y > 0) et
Dy

// exp(z? 4 y?)dxdy (D1 = 2% + 3> < bv2,2 > 0,y > 0).
Do

On adonc: .
[ — —/ F(t)dt
2 0

Pour avoir une minoration de I’iégralefo1 f(t)dt on utilise
— la méthode des trajzes :
On tape:
areaplot(f(x),x=0..1,20,trapeze)
On obtient :1.02
— le développement de taylar I'odre 5 deexp(—x) au voisinage de O.
On tape :
g :=truncate(taylor(f(x)))
int(g,x=0..1.)
On obtient :1.02963209244
donc comme on a unéee alteree on al.02963209244 < f;:o f(x)dx

Pour avoir une majoration de I’iéal\;;ralefo1 f(t)dt on utilise
— la méthode du point milieu :

On tape :

areaplot(f(x),x=0..1/2,10,point _milieu)
On obtient :0.481

On tape:

areaplot(f(x),x=1/2..1,10,point _milieu)

On obtient :0.551
donc une majoration dﬁ)l f(t)dt est 0.481+0.551=1.032

— le développement de taylax I'odre 6 deexp(—x) au voisinage de O.
On tape :
h :=truncate(taylor(f(x),x=0,6),6)
int(h,x=0..1.)
On obtient :1.03013547797
donc comme on a unése alteriée on afxl:O f(x)dx < 1.03013547797
Onadonc:

e\/m e\/m

—-1.032 <l < 5 = 1.02 donc avec les calculs apprashde
l'intégrale on a
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1.37701454735 < [ < 1.38901454735

et
1.37887906938 < [ < 1.37938245491

avec le éveloppement de Tayla@rI'ordre 5 et 6.

Avec Xcas, on tape :

I :=int(f(x),x=1..inf)

On obtient :

-(sqrt(pi))/2 xerf(1) *exp(1)+1+(sqrt(pi))/2 *exp(l)
ou erf(1) renvoie la valeur approée de :

1
= [ =i

On tape:
evalf(l)
On obtient :1.37893607807
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9 Theme : Fonctions,equations

9.1 Lexercice
On consi@re I'équation(E) : sin(z) — § =0,z € R
1. Montrer que st est solution de cettequation alors appartiengé I'intervalle
[-2,2]
2. Donner, en le justifiant, le nombre de solutions éguiation( ).

3. Donner une valeur approeh,a 102 prés par é@faut, de la plus grande so-
lution en pécisant la rethode utilige.

9.2 Le travail demande au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demanée partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 2) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant aunté "Fonctionséquations”Le can-
didat pr ésentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les méthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

9.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Onsaitque-1 < sin(x) < 1 donc sion ar = 2sin(x) alors—2 < z < 2
On tape:

2. Pour connaitre le nombre de solutions(dg : sin(z) — 5 = 0,z € R, on
trace les deux graphes ge-= sin(z) et dey = z/2.
On tape plotfunc([sin(x),x/2])

On obtient :
P N S o N>
I 0 R b
[ 0.5
X0
0.5
-1
-1.5
-4 -2 0 2 4

On voit alors qué E) a 3 solutions : pour le montrer cherchons le tableau de
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variation de la fonction impairg(x) = x/2 — sin(z).
On tape :

g(x) :=x/2-sin(x)

solve(diff(g(x)),x)

On obtient :[pi/3,(-pi)/3]

On tape:

solve(diff(g(x))>0,x)

On obtient [x<((-pi)/3),x>(pi/3)]

On tape :

9(0)

On obtient :0

On tape:

limit(g(x),x,inf)

On obtient :+(infinity)

On tape:

normal(g(pi/3))

On obtient :1/6 * pi+(-(sqrt(3)))/2

On tape :

9(2.)

On obtient :0.0907025731743

On tape:

g(1.8)

On obtient -0.0738476308782

On cherche les points d’inflexion, on tape :
solve(diff(diff(g(x))),x)

On obtient [0,pi]

On tape :

solve(diff(diff(g(x)))>0,x)

On obtient [[(x>0) && (x<pi))]

La fonctiong est donc convexe sur [pi/3,pi] et oryé&r/3) > 0 On cherche
avecXcas les £ros dey(x) par la néthode de Newton on tape :
fsolve(g(x),x,3,newton _solver)

On obtient :1.89549426703

ou bien

On peut proéder par dichotomie :

On tape:

9(1.9)

On obtient :0.00369991231258

On tape:

0(1.89)

On obtient :-0.00448561486462

On tape :

0(1.895),0(1.896)

On obtient :-0.000404700060102,0.00041432788413
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donczg ~ 1.895 par cefauta 10~3 prés.

ou bien

On peut faire un programme de l&&thode de Newton pour trouver la valeur
par cefauta 10~2 pres. Lintersection(b; 0) de I'axe desr avec la tangente

au graphe de au point(a; g(a) verifie : 0 = ¢'(a)(b — a) + g(a) i.e.
b=a— g(a)/d (a) La suite qui converge vers est donc :

Unt+1 = Un — g(upn) /g (uy,) avecuy = a eta € [w/3, 7] avecg(a) > 0, par
exemples = 7 oua = 3...

On calcule les diférents termes de cette suite que I'on met dans la variable
a et on s'arrete quangl(a) x g(a — eps) < 0 avec icieps = 0.001.

solnew(g,a,eps):={

local h;

h:=function_diff(g)

tantque g(a) *g(a-eps)>0 faire
a:=a-g(a)/h(a);

ftantque;

retourne a-eps,a

o

On tape:

solnew(g,3.,0.001)

On obtient un encadrement de la lim#eps = 0.001 prés :
1.89465262755,1.89565262755
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10 Théeme : Probabilités

10.1 L'exercice

Dans un lyée qui ne recoit pas d'interne, lagartition deléves se fait de la
facon suivante :

Niveau Seconde| Premere | Terminale| Total

Externes 50 85 195
Demi-pensionnaires 285 220

Total 280

Rappel de notation Pz (A) est la probabilié deA sachant qué3 est ealis.

1. Compéeter le tableau ci-dessus.

2. On rencontre ukléve du ly&e au hasard. On nofé I' @venement "lEleve
renconté est externeT" "I €leve rencont est en terminale” & I’ evenement
"I eleve rencon® est en seconde ”. En supposant que tougliass ont la
méme probabilié d’&tre rencongs, calculer les probabiés suivantes : 2.a)
P(ENS).2.b)P(ENT) ol E estl'évenement contraire d&.

3. 3.a) Lestvenementsr et T sont-ils incependants ? Justifier votreponse.
3.b) Citer deuxevenements incompatibles.

4. Calculer les probabiBis conditionnelles suivante$s (E) et Pg(T).

10.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne da@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse aux questions 2) et 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant @mté "Probabiliés”

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

10.3 Solution de I'exercice san¥cas

1. On compéte le tableau :

Niveau Secondel Premere | Terminale| Total
Externes 50 60 85 195
Demi-pensionnaires 285 220 195 700
Total 335 280 280 895
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2. 2.a) Calculde?(E N S).
Il'y a un total de 89%leves.
Il'y 50 éleves qui sont externes et en Seconde”.
DoncP(ENS) =50/895 =10/179
2.b) Calcul deP(ENT)
Il'y 195 éleves qui sont Demi-pensionnaires et en Terminale”.
DoncP(ENT) = 195/895 = 39/179

3. 3.a) Legvenementd etT sont incependants sion a:
P(ENT) = P(E) x P(T).
P(ENT) = 85/895 = 17/179
P(E) =195/895 = 195/895 = 39/179
P(T) =280/895 = 195/895 = 56/179
doncF etT ne sont pas ingpbendants.
3.b) S "I' éleve rencont est en seconde "&t "' éleve rencon est en Ter-
minale ” sont incompatibles.

4. Calcul dePs(E)
On sait que :
Ps(E) x P(S)=P(ENS)
Ona:
P(S) = 335/895 = 67/179
P(ENS) = 285/895 = 57/179
Donc Ps(E) = 57/67
On peut aussi dire il y a 338eves en seconde et parmi @sves il y a 285
Demi-pensionnaires donc

Ps(E) = 285/335 = 57/67

Calcul dePg(T)

On sait que :

Pp(T) x P(E) = P(ENT)

Ona:

P(E) =195/895 = 39/179

P(ENT) =85/895 = 17/179

Donc Pg(T) = 17/39

On peut aussi dire il y a 198leves en externes et parmi @eves il y a 85
en terminale donc

Pp(T) = 85/195 = 17/39
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11 Theme : Arithmeétique

11.1 L'exercice

1. Déterminer deux entiers relatifset v tel que7u — 13v = 1 puis ceterminer
tous les coupleta, k) d’entiers relatifs tels quéda — 26k = 4.

2. On consiére deux entiers naturelset b. Pour tout entier., on notef(n)
le reste de la division euclidienne de + b par 26. On écide de coder un
message, en prédant comme suita chaque lettre de I'alphabet on associe
un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau suivant :
Lette | A/ B|C|D|E|F|G|H|I | J|K|]L|M
Nombre| O | 1 | 2 |3 |4 |5 6|7 |8|9|10|11|12
Lettre | N | O P| Q| R | S| T|U|V | W|X|Y|Z
Nombre| 13| 14| 15|16 | 17| 18| 19| 20| 21| 22|23 |24 | 25
Pour chaque lettre du message, @edmine I'entiem assod@ puis on cal-

cule f(n).

La lettre est alors cdzk par la lettre assd@®a f(n). On sait que la lettré”
est coge par la lettrds et la lettreT est co@e par la lettre).

2.a) Montrer que les entietsetb sont tels que :

{5a+b

10 (mod 26)
14 (mod 26)

19 a+bd

2.b) En céduire qu'il existe un entiek tel quelda — 26k = 4.
2.c) Déterminer tous les couples d’entigrs b), avec
0<a<25etd<b<25 telsque:

5 a+b = 10 (mod 26)
19 a+b = 14 (mod 26)

2.d) On suppose que= 17 etb = 3. Coder le message "GAUSS".

11.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demangle partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 1) &l la question 2.¢) ;
au moins deux rthodes difrentes permettant dendntrer que pour tousels

. iy b.?
strictement positifa etb on a :(%) > ab

un exercice se rapportant aethe "Arithmétique .
Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.
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11.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. On cherche deux entiers relatifet v tel que7u — 13v = 1 Avec Xcas, on
tape :
iabcuv(7,-13,1)
On obtient [2,1]
En effet 2*7-1*13=1
Ou bien on tape :
iegcd(7,-13)
On obtient [2,1,1]
On cherche tous les couplés k) d’entiers relatifs tels quéda — 26k = 4.
Avec Xcas, on tape :
iabcuv(14,-26,4)
On obtient une solution[4,2]
En effet 4*14-2*26=4
Pour avoir toutes les solution on remarque que :
14(a —4) — 26(k —2) = 0 ou encoref(a — 4) = 13(k — 2)
Puisque 7 et 13 sont premiers entre eux, oné&dud que :
pourtoutn € Zonaa—4=n=x13etquek —2=nx7
Les solutions sontdonc= 4 + 13n, k = 2 + 7n pour toutn € Z
Remarque :si on tape :
iegcd(14,-26)
On obtient [2,1,2]
car le pgcd de 14 et 26 est 2.

2. 2.a) AvecXcas, on tape pour éfinir f :
f(n,a,b) :=irem(a * N+h,26)
On obtient :
Pour cefinir le codage on utilise la commanded (ord("A") =65) et pour
le decodagela commandadar (char(65) ="A").
On tape :
code(S) :=ord(S)-65
decode(L) :=char(L+65)
On tape:

codage(S,a,b):={

local n,m;

n:=code(S);

m:=irem(a *n+b,26);

return decode(m);

o

On sait quecodage("F")="K" etcodage("T")="0O"
Ona:

code("F")=5 etcode("K")=10 et

code("T")=19 etcode("O")=14 donc on doit avoir :
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irem(5 *a+b,26)=10 etirem(19 =*a+b,26)=14
Donc il existe deux entiers relatifa et p tels que :
5a 4+ b=26*m+ 10 et19a + b = 26 * p + 14 ou encore

10 (mod 26)

5 a+b
14 (mod 26)

19 a+b

2.b) En céduire qu'il existe un entiek tel quelda — 26k = 4.

D’aprés 2.c) il existe deux entiers relatifs etp tels que :
5a4+b=26«xm+10et1l9%a+b=26*xp+ 14.

Donc par soustraction (&i=p —m): (19 —5)a = 14da =26 x k + 4

ou encoréel4a — 26k =4

2.¢) On cherche donc tous les couples d’entjers), tels que 0 < a < 25,
0<b<25 14a — 26k =4,5a+b=26+«*m+ 10

D’apres 1) on ada — 26k = 4,a = 4 + 13n, k = 2+ Tn pour toutn € Z
Onveut) <a<25doncn =1,a=17etk = 9.
5a+b=85+b=26+m+ 10 donch = 26 x m — 75 = 3 (mod 26).
Donca = 17etb=3

Avec Xcas, on tape codage("F",17,3),codage("T",17,3)

On obtient :("K","O")

2.d) On code le message "GAUSS”.

Avec Xcas, on tape :

codages(S,a,b):={

local j,n,m,,R;

l:=size(S);

R:=""

pour j de O jusque I-1 faire

n:=code(S[j]);

m:=irem(a *n+b,26);

R:=R+decode(m);

fpour;

return R;

¥

On tape :

codages("GAUSS",17,3)

On obtient "BDFXX"

On \erifie et on tape :
codage("G",17,3),codage("A",17,3),codage("'U",17,3),
codage("S",17,3)

On obtient :"B","D","F","X"

RemarqueAu lieu de la commanderd , on peut utiliser la commandaesc
qui renvoie une listegsc("A")=[65] ).
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12 Theme ; Utilisation des variations d’'une fonction

12.1 L'exercice

1. Pourtouteelz > 0, on pose f(z) =z — 1 — In(x).
Etudier les variations de la fonctighet en é&duire que pour tougelz > 0,

ona:
In(z) >z -1
. , : . b
2. Soienta, b et c des Eels strictement positifs : on pose = aroTe +3 + ‘ En
appliquant I'iregalie precedente auxerels,g, — eti, montrer que :
m o m m
b 3
(%) > abe

12.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 2) ;
au moins deux rthodes difrentes permettant dendntrer que pour tousels
strictement positifa etb on a:

b2
(‘37 zab

un exercice se rapportant aethe "Utilisation des variations d’une fonction”.
Le candidat présentera au jury :

le contenu de ses fiches;

les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

12.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Ontape:
assume(x>0)
f(x) :=x-1-In(x)
solve(diff(f(x))>0,x)
On obtient [x>1]
f est donc écroissante sup; 1] et croissante syt ; +oo[. Le minimum de
f(z) sur]0; +oo[ est doncf(1).
On tape f(1)
On obtient :0
doncf(z) > O c'estadireln(z) > = — 1
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2. Onasim— “to+e.

In(a/m) = In(a) — In(m) < a/m — 1 (idem pourb/m etc/m) donc
In(a) + In(b) + In(c) — 31In(m) < (a + b+ ¢)/m — 3 ou encore
In(abc/m?) < (a+b+c)/m—3=0

On a donc montrer quﬂac/m?’ < 1 ou encore

3
abe < m® = (%[H'C)
b 2
3. Montrerque(%) >ab:

On tape :
factor((a+b)"2-4a * )
On obtient :(g-b)AZ

donc(aTer) > ab

On peut voir cette iagalie graphiquement :

D C

dans le dessin on voit que I'on peut mettre 4 rectangledtisa x b dans
le caré ABC D d’aire (a + b)? et qu'il reste un ca& d'aire(a — b)? et donc
ona(a + b)? > 4ab.

Autre demonstration proche de I'exercice :

On posen = aTer etonaln(a/m) = In(a) — In(m) < a/m — 1 donc

In(ab/m?) = In(a) 4+ In(b) — 2In(m) < (a + b)/m — 2 = 0 donc
a+ b)2
2

ab<m? = (
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13 Theme : Geometrie dans lI'espace

13.1 L'exercice

Dans cet exercice, les questions soneimenhdantes. Pour chaque question, une
seule des trois propositions a), b) ou c) est exacte. On demande dénthquelle,
. e . L, o~ N — — —
sans justification. L'espace est rapgatun reggre orthonormalO; i, j , k).

1. Soientd etB deu>ipgints difzigcts de I'espace. L'ensemble des pdinitde
I'espace tels qué M A|| = || M B|| est:
a) I'ensemble vide b) un plan C) une gk

2. Onconsiére les pointd”(0; 1; —2) et F'(2; 1; 0). Les coordonaes du barycen-
tre G du syseme de points porees{(E;1), (F;3)} sont:
a) G(6;4; —2) b) G(1.5;1;—-0.5) c) G(0.5;1;1.5)

3. Soitd la droite de repgFsentation paragétrique :
r=2—-tiy=3t;z=-3,t€ R.
On consi@ére les pointsA(2; 3; —3), B(2;0; —3) etC(0;6;0). Ona:
a)d=(AB) b)d=(BC) c)d# (AB)etd# (BC)etd # (CA)

4. La droite de ref@sentation paraétrique :
x=—4t; y=1+3t; =2+ 2t, t € R, etle plan déquation :
r—2y+5z—1=0sont:

a) orthogonaux b) paralles C) ni orthogonaux ni parales.
5. L'ensemble des pointstelsque-y+2z—1=0et—2x+4y—4z+1=0

est:

a) 'ensemble vide b) une droite c) un plan

13.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tliger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse aux questions 3) et 4) du QCM ; un ou plusieurs exercicegsa ant
au treme "Geonetrie dans I'espace”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
pour chaque item de ce QCM, le€thodes et les savoirs mis en jeu pour trouver
la réeponse exacte.

13.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Lensemble des points/ de I'espace tels qugM A|| = || MB|| est le plan
médiateur du segmemt B (réponse b)).
On peut faire la figure aveXcas, on ouvre un niveau 3DA(t+h ), on se
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met en modeNlode->point ), on clique sur 2 pointgl et B et on tape :
segment(A,B)

mediatrice(A,B)

On obtient :

mouse plan 0.979x+-0.0675y+-0.195z=4.33

'4_4 2 0 2 4 J

4Q.()»'2

2. Soient(0;1; —2) et F'(2; 1;0). Le barycentr& du syseme de points poréiés

—_ T —

{(E;1),(F;3)} verifie :0G = i(OE + 30F).

DoncG a pour coordon@es(3/2; 1; —1/2) (réponse b)).

On peut faire la figure aveX¥cas, on ouvre un niveau 3DAlt+h ) et on
tape :

E :=point([0,1,-2])

F :=point([2,1,0])

G :=barycentre([E,1],[F,3])

coordonnees(G)

On obtient :

[3/2,1,-1/2]

. Soientd ladroitex = 2—t;y = 3t; 2z = —3, t € Retles pointsA(2; 3; —3),
B(2;0;—3) etC(0;6;0).

Si A € d alorst = 0 ce qui n'est pas vrai caj4 # 0 (maisB € d pour

t =0),doncd # ABetd # CA

C ¢ dcarzg =0 # —3 doncd # AB etd # CB (réponse c)).

On peut faire la figure aveXcas, on ouvre un niveau 3DA(t+h ), et on
tape :

d :=plotparam([2-t,3t,-3],t,affichage=1+epaisseur _ligne
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legende(point(1,3,-3),"d",rouge)
A :=point([2,3,-3])
B :=point([2,0,-3])
C :=point([0,6,0])

droite(A,B,affichage=4+epaisseur _ligne _3)
droite(A,C,affichage=2+epaisseur _ligne _3)
droite(C,B,affichage=3+epaisseur _ligne _3)
plan(z=-3)

demi _droite([0,0,0],[1,0,0])
demi _droite([0,0,0],[0,1,0])
demi _droite(]0,0,0],[0,0,1])
legende(point(1,0,0),"i",rouge)

Ox_3d_unit _vector(affichage=1+epaisseur _ligne _3)
legende(point(0,1,0),"j",vert)
Oy_3d_unit _vector(affichage=2+epaisseur _ligne _3)
legende(point(0,0,1),"k",bleu)
Oz 3d_unit _vector(affichage=4+epaisseur _ligne _3)
On obtient :

Kk

4. Soient la droitel x = —4t; y =1+ 3t; 2 = 2+ 2t, t € R, etle planP
r—2y+5z—1=0.
d est parakle au vecteur = [—4,3,2] et le vecteurn = [1,—-2,5] est
normala P.
Oonav.m = —4%1+3%(—2)+2x5=0doncw estorthogonah 7.
Doncd et P sont parakles (Eponse b)).
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On peut faire la figure aveXcas, on ouvre un niveau 3DAlt+h ), et on
tape :

d :=droite([0,1,2],[-4,4,4])

P :=plan(x-2y+5z-1=0)

est _parallele(d,P)

On obtient :1

. Lespointstelsque —y + 2z — 1 =0et—2x + 4y — 4z + 1 = 0 sont sur
I'intersection des plan® d’équationz — y + 2z — 1 = 0 et @ d’équation
—2x+4y—4z+1=0.

Ces deux plans ne sont ni confondus ni patal puisque les vecteurs nor-
mauxa ces plansnp = [1, —1, 2] etng = [—2, 4, —4] ne sont pas coliaires
(cross([1,-1,2],[-2,4,-4])=[-4,0,2] !=[0,0,0] )donc ces points
sont sur une droite @ponse b)).

On peut faire la figure ave¥cas, on ouvre un niveau 3DAlt+h ), et on
tape :

P :=plan(x-y+2z-1=0) :;affichage(P,1);

Q :=plan(-2x+4y-4z+1=0) :;affichage(Q,4);

d :=inter(P,Q,affichage=2+epaisseur ligne _4);

demi _droite([0,0,0],[1,0,0]) ;

demi _droite([0,0,0],[0,1,0]);

demi _droite([0,0,0],[0,0,1]);

On obtient :
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14 Theme : Divers types de raisonnement

14.1 L'exercice

Les propositions suivantes sont @mkndantes. Pour chacune d’elleg€giser
si elle est vraie ou fausse en justifiant voeponse.

1. Toute suite nurique non majde tend vers-oc.

2. La somme d’une suite convergente et d’'une suite divergente esuiiae s
divergente.

3. llexiste un nombreaela et un nombreéelb, tels quee??+e2° < 2v/e2e x 2,
4. |l existe une fonctiorf continue en un point, et non érivable enzg.

14.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne da@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse aux questions 2) et 3);
un ou plusieurs exercices se rapportant anté "Divers types de raisonnement”
dans des domaines vasi (arithngtique, @onétrie, enombrement, analyse, ...).

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

14.3 Solution de I'exercice san¥cas

1. C’est faux, par exemple-1)" « n oun * sin(n) ou (ug, = n, uzp+1 = 1)

2. Si la suiteu est convergente et la suiteest divergente alors la suite =
u + v est divergente est une proposition vraie. On fait ueldnstration par
'absurde : Si la suitev est convergente et la suiteest convergente alors la
suitev = w — wu est convergente car on sait (ou on montre) que la somme
algébrique de 2 suites convergentes est convergente.

3. On fait une émonstration par I'absurde : Si il exisieetb tels que :
€2 4 2 < 2v/e2a x 20, alors on posel = e et B = €.
Puisqued > 0 et B > 0 on a\/A2) x B2 = A x B etl'inégali€ seécrit :
A%+ B? —-2A x B=(A- B)? < 0ce qui est faux.
Donc il n'existe pas etb vérifiant une telle iggalie.
Ou bien on fait une @monstration directe : Puisquée2® x ¢2 = ¢® x e,
on ae?® + e < 2/e2a x 20 estequivalenty : e2® + 20 — 2¢/e2a x 20 =
(e® — e’)? < 0 et ceci est faux quelque saitet b.

4. Il existe une fonctiorf continue en un point, et non @rivable eny. C’est
vrai par exemplef(z) = |z| est continue em, = 0, mais n’est pasé&tivable
enzg = 0.
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15 Theéme :Etude de configurations

15.1 L'exercice
Dans le plan rappogta un regre orthonorma(O;T,?), on consiére la
courbe(C) d’équationy = X avecz €0, +ocl. Soita un réel strictement positif.

1. La droite(D,), tangentea (C') au pointA d'abscissez, coupe I'axe des
abscisses e, et 'axe des ordonees en?),. Déterminer les coordormes
de P, et ), et montrer que l'aire du triangl® P, @, est incependante du
reela.

2. On consiére un gelk > 2. On note(A;) la droite paraklea (D,) et
passant par le point de coord@as(0, k). Montrer que lorsqué varie dans
lintervalle ]2, 0o + [, la droite(A,) coupe la courbéC) en deux points3;,
ety et que le milieul;, de[By, Cy] est aligre avecO et A.

15.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tlirger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 2)
un exercice se rapportant athe 'Etude de configurations”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les méthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

15.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. Ontape:

supposons(a=[2.3,0,10,0.1]);
C.=plotfunc(1/x,x=0 .. 10);
A:=point(a,1/a);
D:=tangente(C,A):;affichage(D,4);
P:=inter_unique(D,droite(y=0));
Q:=inter_unique(D,droite(x=0));
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On obtient :

-2 0 2
On tape:
normal(equation(D))
On obtient .y=((2 *a-x)/(a"2))
On tape :
coordonnees(P)
On obtient :[2 * a,0]
On tape:
coordonnees(Q)
On obtient j[0,1/a *2]
On tape:
area(triangle(0,P,Q)
On obtient :2

. On tape pour continuer la figure :

supposons(a=[1.4,0,10,0.1)]);
C:=plotfunc(1/x,x=0 .. 10);
A:=point(a,1/a);
D:=tangente(C,A):;affichage(D,4);
P:=inter_unique(D,droite(y=0));
Q:=inter_unique(D,droite(x=0));
supposons(k=[3.7,2/a,10,0.1]);

K:=point(0,k,affichage=quadrant3);
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A :=parallele(K,D,affichage=1);

[B,C] :=inter(C, A);
| :=milieu(B,C);
droite(A,l) ;
On obtient :
6
_ 4
KMB_a
_ 2
Q
0
-2
On tape :
est _aligne(0,A,l)
On obtient :1
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16 Theme : Propriéetées des fonctions

16.1 L'exercice

Les questions sont ighendantes. Dans chacun des cas suivants, proposer un-
efonctionf qui vérifie les prop@tes donies. On donnera I'expression fier).

1. f est une fonction &finie surR par :
f(z) = ae®® + be® + ¢

La limite de f en+oo est+co et I'équationf (z) = 0 admet deux solutions,
0 etln(2).

2. f est une fonction &finie sur]0, +oo|, f(2) = 4 et, pour toutr et touty
strictement positifs on a :

flzy) = f(z) + f(y)

3. f est une fonction polydme de degdr sugerieur ouégala 2 et la valeur
moyenne d¢ sur [-2, 2] est 0.

4. f est une fonction paire, non constantéfidie surR telle que pour tout
reRona:

flz+1) = f(z)

16.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne dd@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demangle partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse aux questions 2) et 4) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant @mté "Proprétes des fonctions”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

16.3 Solution de I'exercice aveXcas

1. f est une fonction &finie surk par : f(z) = ae>® + be® + ¢ La limite de f
en+oo est+oo donca > 0 et I'équationf(z) = 0 admet deux solutions, 0
etln(2) donc si on pos& = ¢, I'équationn X? + bX + ¢ = 0 admet deux
solutions? = 1 ete™(® = 2 donc:
aX?+bX +ec=a(X —1)(X —2) =a(X?-3X +2).

La fonction f(z) = e2* — 3¢ + 2 réponda la question.
Avec Xcas, on \erifie :
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On tape:

f(x) =exp(2x) -3 *exp(x)+ 2
limit(f(x),x=inf)

On obtient +(infinity)

On tape :

solve(f(x))

On obtient :[0,In(2)]

. [ est cefinie sur]0, +oo[, f(2) = 4 et, pour toutr et touty strictement
positifs on a :f (zy) = f(z) + f(y)

On sait que sk = cste, g(x) = k = In(x) vérifieg(z + y) = g(z) + g(y).
Larelationf(2) = 4 va nous permettre deeterminerk g(2) = 4 = kx*In(2)
donck = 4/1n(2).

On choisit de prendré¢(z) = 4 x In(z)/ In(2)

Avec Xcas, on \erifie :

On tape :

f(x) =4 *In(x)/In(2)
f(2)

On obtient 4

On tape :

Inexpand(f(x  *y))
On obtient (4 * (In(y)+In(x)))/(In(2))

. f est un polybme de dedr surieur ouégala 2 et la valeur moyenne de
f sur [-2, 2] est 0. Dongf(x) est une fonction impaire, le polgme sera
constitle de modmes de de@rimpair. On choisit par exemplef{z) = 3
Avec Xcas, on \erifie :

On tape:

f(x) =x"3

int(f(x),x=-2..2)

On obtient :0

. f est une fonction paire, non constantéfidie surR telle que pour tout
reRonaf(zr+1)= f(x).

f est eriodique de priode 1 etf est paire. La fonctiorf (z) = cos(2xm*x)
réponda la question car elle est paire, non constarééinie surR telle que
pour toutz € Rona if(x + 1) = f(z).

Avec Xcas, on \erifie :

On tape:

f(x) :=cos(2 *Pi *X)

f(-x)

On obtient :.cos(2 *pi *X)

On tape :

normal(trigexpand(expand(f(x+1))-f(x)))

On obtient :0
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17 Théeme : Probabilités

17.1 Lexercice

On place dans une urne 100 billets de loterie dont seulement 2 sont ¢gmgnan

1. Un joueur achte deux billets, qu'il tire simultégment dans 'urne.
1.a) Quelle est la probabiditde ne pas gagner ?
1.b) En céduire la probabil& d’avoir au moins un billet gagnant.

2. Soitn un entier(n > 2). Un joueur achten billets, qu’il tire simulta@ment
dans l'urne.
Soit A, I'évnement : "Avoir 1 ou 2 billet(s) gagnant(s) en ayariiillets”.
2.a) Decrire avec une phraselénementd,,, évenement contraire dé,,.
2.b) Montrer que la probabiétde Ieévenement4,, est :

(100 — n)(99 — n)

p(An) = 100 x 99

2.c) Quel est le nombre minimumy de billetsa acheter pour que la proba-
bilité d’avoir au moins 1 billet gagnant soit frgure ou’egaleé% ?

17.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demange partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la question 2.b) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant &ate "Probabiliés”.Le candidat présentera
au jury :
le contenu de ses fiches;
les methodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

17.3 Solution de I'exercice san¥cas

1. 1.a) la probabilé de ne pas gagner
On ne gagne pas si on a choisit les 2 billets parmi les 98 billets non gag-
nants. On a doncomb(98,2) possibilies. Le nombre total de choix est
comb(100,2) . la probabilie de ne pas gagner est donc :
comb(98,2)/comb(100,2)
On tape :
comb(98,2)/comb(100,2)
On obtient :4753/4950
1.b) "Avoir au moins un billet gagnant” estefeénement contraira "Avoir
aucun un billet gagnant”, la probabditie gagner est donc :
1-comb(98,2)/comb(100,2)
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Avec Xcas, on tape :

1-comb(98,2)/comb(100,2)

On obtient :197/4950

C’est auss2/100 % 98/99 + 98/100 x 2/99 + 2/100 * 1/99

. 2.a) Léevenement4,, est :

"Avoir aucun billet gagnant en ayantbillets”.

2.b) On ne gagne pas si on a choisit tebillets parmi les 98 billets non
gagnants. On a dormomb(98,n) :7“(9987% possibilies. Le nombre total

de choix estomb(100,n) =n,(+00ln), la probabilie de ne pas gagner est
98!n!(100—n)! 100—n)(99—n

doncn!(98(fn)!10()]! = 100)><(99 :

Donc :

—— (100 = n)(99 — n)
A) =
p(4n) 100 x 99
2.c) Sila probabilié d’avoir au moins 1 billet gagnant est éuigure olegale
a%, c’est que la probabilt d’avoir 0 billet gagnant est igfieure strictement

al.
2
On cherche tel que :
H00—m)@9-n) 1 ou encore2(100 — n)(99 — n) — 9900 < 0.
On tape :
solve((100-n) *(99-n)/9900-1/2<0,n) ou
solve(2 *(100-n) *(99-n)-9900<0,n)
On obtient :
[(n>(1/2  *(199-sgrt(19801)))) && (n<(1/2 * (199+sqrt(19801)))))]
On tape:
evalf(1/2  *(199-sqrt(19801)))
On obtient :
29.1419869524
Doncng = 30.
On \erifie et on tape :
(100-29) *(99-29)/9900.,(100-30) * (99-30)/9900.
On obtient :

0.50202020202,0.487878787879
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18 Théme :Equations différentielles

18.1 L'exercice

On se propose @étudier les fonctiong dérivables suf0, +oo] vérifiant la con-
dition :
(1){ pour toutzr € [0, +oof, f(z)f'(z) =1
f(0)=1
1. On se propose decchontrer qu’une fonctionérifiant la condition (1) est
strictement positive sy, +oo|.
1.a) Montrer que si la fonctiorf vérifie (1) alorsf ne s’annule pas sur
[0, +o0.
1.b) On suppose que la fonctiofh vérifie la condition (1) et qu'il existe
un réel a strictement positif tel quef(a) < 0. En céduire que Bquation
f(z) = 0 admet au moins une solution dans l'intervallea.
1.c) Conclure.

2. Existence et uniditde la fonction :
2.a) Soitu une fonction @rivable sur un intervallé. Déterminer une primi-
tive de la fonctioruu’ sur cet intervalle.
2.b) En ctduire que sf est telle que, pour tout € [0, +oo[, f(z)f'(z) =1
alors il existe une constantelle que pour tout: € [0, +oof,

(f@)? =2 +C

2.c) On rappelle qug¢(0) = 1. Déterminer I'expression dé(z) pourz réel
positif.

18.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne ddtliiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luietre demanée partiellement ou en totaitors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse aux questions 1.b) et 2.b);
un ou plusieurs exercices se rapportant ante 'Equations diferentielles”.Le
candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les méthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

18.3 Solution de I'exercice san¥cas

1. 1.a) On sait que pour tout € [0,+o0[, f(z)f'(x) = 1 donc pour tout
z € [0, +oof, f(z) #0
1.b) Si il existea > 0 telle quef(a) < 0 alors puisquef(0) = 1 > 0 et
que f est cerivable, d'apes le ttleoeme des valeurs iter@diaires il existe

56



b €]0;a[ tel quef(b) =0
1.c) Commef ne s’annule pas, on eréduit qu’il n’est pas possible qu’un
tel a existe donc pour tout € [0, +o0[, f(x) > 0.

2. 2.a) Une primitive de la fonctiomu’ sur un intervallel est%u2
2.b) On sait que sur un intervalle les primitives d’'une fonction ggtlesa
une constante ps. Une primitive de 1 syf, +oo[ estz et une primitive de
f(z)f'(x) estd f(x)? donc il existe une constantétel que :

1
pour toutz € [0, +oo[, on aif(x)Q —z+C

2.c) Puisquef(0) = 1 on en eéduit queC' = % c’esta dire que pour tout
x € [0,+oc[, on af(z)? = 2z + 1.

Puisque d’aps 1) on sait quég(z) > 0 sur[0, +oo[ on en eéduit que pour
toutx € [0, +oo[,onaf(z) = v2z + 1

Remarque

Pourquoi se limite-t-o@ [0, +o00[ ?

On a monte ici, que sur un intervallé, on a :

f(z) > 0etf(r)? =2(z + C) avecC = cste donc

f est cfinie sur] — C; +o0].

Si f(0) =1, alorsC = % donc
f(z) = V2z +1sur]i; +oo]

18.4 Solution de I'exercice aveXcas

Avec Xcas, on tape :
desolve((y +y'=1) and (y(0)=1),y)
On obtient :
[sart(2  *x+1)]
On ouvre un niveau deggnétrie 2-d et on tape :

plotfunc(sqgrt(2x+1),x=-0.5..7,affichage=1+epaisseur _ligne 3
On peut alors avoir le champ des tangentes avec le menu :
Graphe->Slopefield Ode (2-d) on tapelly comme valeur dely/dt ,

puis on clique sur les points donnant les @iéintes conditions initiales et on ter-
mine en changeant de mode.
On obtient :
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19 Theme : Arithmeétique

19.1 Lexercice : L'age du capitaine

Le capitaine a fait naufrage. Tout ce que I'on a retéwur lui est sa carte
de €curi€ sociale. On parvierit cechiffrer son nuraro INSEE, sauf le deu&me
chiffre a et le troiseme chiffreb qui sont illisibles : 1ab1271153044éec67
Les deux chiffres eth qui manquent sont, dans cet ordre, les deux derniers chiffres
de l'anrée de naissance du capitaine. On se propose d'utilisegldiwcihun@ro
INSEE pour retrouver cette age de naissance.

1. La ck K d'un nunero INSEE est calcée de la marire suivante KX =
97 — R ou R est le reste de la division euclidienne par 97 de I'eniier
constitle par les 13 premiers chiffres du nar INSEE. 1.a) Bmontrer
que la cé K d’'un nurero INSEE est telle qu& + K = 0 (mod 97). 1.b)
Déduire que, pour le nueno INSEE du capitaine, on @ = 30 (mod 97).

2. Onécrit 1ab1271153044 = 1ab x 109 + A, o A = 1271153044. 2.a)
Calculer le reste de la division euclidienne digar 97. 2.b) Justifier la con-
gruence suivante10? = 3(mod 97). 2.c) En dduire que lI'on a 10!° =
49 (mod 97).

3. 3.a) kduire desé&sultat£tablis aux questions 1) et 2) que l'on a:
lab x 49 = 73 (mod 97)

3.b) Veérifier que 'on a 49 x 2 = 1 (mod 97). 3.c) Déterminer 'anie de
naissance du capitaine.

19.2 Le travail demance au candidat

En aucun cas, le candidat ne da@tiger sur sa fiche sa solution de I'exercice.
Celle-ci pourra Banmoins luiétre demangle partiellement ou en totaitiors de
I'entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa eponse la questions 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant aurté Arithnétique™.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches;
les nethodes et les savoirs mis en jeu dans I'exercice.

19.3 Solution de I'exercice aveXcas

Tout d’abord une remarque : on peut avoir 2 solutions pour les vatieuret
deb étant doné que 'on travaille dan%/97Z.
Par exempld 991271153044 %97 = 1021271153044 %97 = 8 %97.
On suppose donc quéa + b < 97 ou10a + b > 3....
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1. Ona:
INSEE =1ab1271153044&67 doncN = 1ab1271153044 et K = 67
K=97—R=67et
N =97+xQ + R (avecQ € NNR ¢ NetR < 97)
la)OnaN + K =97+« Q+ R+ 97— R=97%(Q + 1) donc
N+ K =0 (mod 97)
1.b) Puisque :
K =67, K = —30 (mod 97) et
N + K =0 (mod 97)
onaN = 30 (mod 97)

2. 1ab1271153044 = lab x 10'° + A, oll A = 1271153044
2.a) AvecXcas, on tape irem(1271153044,97)
On obtient 54
Ou on tape 1271153044 % 97
On obtient =43 % 97
doncA = 54(mod 97)
2.b)10? = 3(mod 97) car10? = 100 = 97 + 3
2.¢)10'% = 49 (mod 97) car
10'0 = 100° = 35 = 243 = 49 (mod 97) (puisque 243=97*2+49)

3. 3.a) Montrons quelab x 49 = 73 (mod 97).
Ona:
N = 30 (mod 97)
N = 1ab1271153044 = 1ab x 100 + 1271153044 = lab x 1010 + A
1019 = 49 (mod 97) et
A = 54(mod 97)
donc
N = lab x 49 4+ 54 = 30 (mod 97)
Donclab x 49 = 30 — 54 = —24 (mod 97)
—24 = 73 (mod 97) donc
lab x 49 = 73 (mod 97)
3.b)Ona49 x 2 =1 (mod 97).
En effet 49*2=98=97+1.
Avec Xcas, on tape :
inv(49 % 97)
On obtient 2 % 97
3.c) Puisque :
lab x 49 = 73 (mod 97) Ona:lab x 49 x 2 =73 x 2 = 146 (mod 97)
49 x 2 =1 (mod 97).
Donclab = 146 (mod 97)
Les deux derniers chiffres de I'aga de naissance du capitain sont donc 46.

Avec Xcas,onposel0xa+b=Cetona
N—30 = 1ab1271153014 = (100+C)*10'°4+1271153014 = 0 ( mod 97)
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On tape:
solve((100+C) *10710+1271153014 %97,C)
On obtient [46]

Remarque

J'aurai péférai que le texte dise par exemple, que 'a@nle naissance du capitaine
est dans l'intervalle [1900 ;1997[. On cherche les deux chiffres) qui manquent
c’esta dire on cherche un nombre ent{ér< 97 sachant que (cf question 1.a);
N — 30 = 1ab1271153014 = (100 + C€)101% + 1271153014 = 0 (mod 97)

Puis, je trouve m@férable de travailler avec le nombtéet non avec Ecriture en
base 10 du nombre 100+C=100+10a+h.

On continue ensuite de laéme facon, on a:

100 %97 = 3 %97,

1010 %97 = 243 = 49 %97,

1012 %97 = 3 % 49 = 50 %97

ona

(100 4+ C) % 100 + 1271153014 = 49 % C' + 1271153064 = 0 (mod 97)
1271153064 %97 = —23 %97 donc

49 x C' %97 = 23 %97

on cherche l'inverse de 49 da#ig97Z, on a

49 % 2 %97 = 98 %97 = 1 %97 donc 'inverse de 49 darig/977Z est2 %97.

Donc en multipliant membra membret9 « C' %97 = 23 %97 par2 %97, on a :
C %97 = 46 %97

Puisque) < C' < 97 on en aéduit queC = 46 et donc quer = 4 etb = 6
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