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8.1 L’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
8.2 Le travail demand́e au candidat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
8.3 Solution de l’exercice avecXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

9 Thème : Fonctions,́equations 34
9.1 L’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.2 Le travail demand́e au candidat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
9.3 Solution de l’exercice avecXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

10 Thème : Probabilités 37
10.1 L’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
10.2 Le travail demand́e au candidat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
10.3 Solution de l’exercice sansXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

11 Thème : Arithmétique 39
11.1 L’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
11.2 Le travail demand́e au candidat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
11.3 Solution de l’exercice avecXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

12 Thème : Utilisation des variations d’une fonction 42
12.1 L’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
12.2 Le travail demand́e au candidat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
12.3 Solution de l’exercice avecXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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1 Thème :Étude de suites

1.1 L’exercice

Soit a un ŕeel. On consid̀ere la suite(un)n∈N définie paru0 = a et, pour tout
entiern :

un+1 = un(2 − un)

1. Étudier les casa = 0, a = 1 eta = 2.
Dans toute la suite, on suppose quea ∈]0; 1[.

2. Étudier les variations de la fonctionf définie sur [0 ; 1] par :
f(x) = x(2 − x).

3. Montrer que, pour tout entiern, on a :0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 1.

4. Montrer que la suite(un)n∈N est convergente et déterminer sa limite.

1.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat présentera au Jury :
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice ;

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 4) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Étude de suites”.

1.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. poura = 0 u1 = 0 et pour toutn ∈ N un = 0,
poura = 1 u1 = 1 et pour toutn ∈ N un = 1,
poura = 2 u1 = 0 et pour toutn ∈ N un = 0,

2. Pourétudier la fonctionf , on tape :
f(x) :=(x * (2-x)
f1 :=function diff(f)
normal(f1(x)) On obtient :-2 * x+2
Doncf admet un maximum enx = 1 qui vaut 1.
Pourx < 1, f est croissante et pourx > 1, f est d́ecroissante.f(x) = 0
pourx = 0 etx = 2 donc pourx ∈ [0; 2] on a0 ≤ f(x) ≤ 1.
Pour faire le graphe def sur [0 ;2], on tape :plotfunc(f(x),x=0..2)
Pour pouvoir faire bougera entre0 et 1 et voir le graphe def(x) = x(2−x)
pourx ∈ [0; 2] et les 6 premiers termes deun , on tape dans un niveau de
géoḿetrie :
supposons(a=[0.3,0,1,0.1]) ;
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plotseq(x * (2-x),[a,0,2],6)
On obtient :

x

y

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-0.5

0

0.5

1

3. Puisque pourx ∈ [0; 2] on a0 ≤ f(x) ≤ 1 et queun+1 = f(un) : pour
toutn > 0 et pour touta ∈ [0; 2], on a :0 ≤ un ≤ 1. Pour avoir le signe de
un+1 − un = f(un) − un, on tape :
factor(x * (2-x)-x)
On obtient :-x * (x-1)
Puisque pour toutn > 0, 0 ≤ un ≤ 1, on en d́eduit queun+1 − un ≤ 0.
si on supposea ∈]0; 1[ pour toutn ≥ 0, on a0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 1
La suiteu est donc croissante et majorée doncu est convergente.
Sa limitel vérfiel = l(2 − l) et l ≥ a > 0 doncl = 1
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2 Thème : Probabilités

2.1 L’exercice

Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On effectue auhasard
n tirages successifs (n ≥ 2) d’une boule en remettant la boule dans l’urne après
chaque tirage.

1. a) Calculer la probabilité de l’́evénement ”toutes les boules tirées ont la
même couleur”.

1 b) Calculer la probabilit́e de l’́evénement ”on obtient exactement une boule
blanche ”.

On consid̀ere les deux́evénementsA etB suivants :
A : ”on obtient des boules des deux couleurs”
B : ”on obtient au plus une boule blanche”

2. Calculer les probabilitésP (A ∩ B), P (A) etP (B).

3. Montrer queP (A∩B) = P (A)×P (B) si et seulement si l’entiern vérifie
l’ égalit́e2n−1 = n + 1.

4. En d́eduire qu’il existe une valeur unique den pour laquelleA etB sont deux
événements ind́ependants (on pourra considérer la suite(un)n≥2 définie par
un = 2n−1 − (n + 1) et montrer qu’elle est strictement croissante).

2.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat présentera au Jury :
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice ; sa réponsèa la question 1)

Le candidat rédigera sur ses fiches :
la réponséa la question 2) ; un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Prob-
abilités”.

2.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. a) ”toutes les boules tirées ont la m̂eme couleur” La probabilité d’avoir n
boules noires (resp blanches) est1/2n donc
La probabilit́e d’avoirn boules de la m̂eme couleur” est2/2n = 1/2n−1

1 b) ”on obtient exactement une boule blanche ” La boule blanche peutêtre
tirée soit au 1ier, soit au 2ième,... soit aunième coup. Donc la probabilité
d’avoir exactement une boule blanche estn/2n

2. SoientA : ”on obtient des boules des deux couleurs”
B : ”on obtient au plus une boule blanche”
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A ∩ B est l’événement ”on obtient exactement une boule blanche ” donc
P (A ∩ B) = n/2n.
nonA est l’événement ”toutes les boules tirées ont la m̂eme couleur” donc
P (A) = 1 − 1/2n−1

B est l’événement ”toutes les boules tirées sont noires” union ”on obtient
exactement une boule blanche ” doncP (B) = 1/2n + n/2n

3. On a :P (A ∩ B) = P (A) × P (B) ¡=¿
n/2n = (1 − 1/2n−1) ∗ (1/2n + n/2n) ¡=¿
n = (1 − 1/2n−1) ∗ (1 + n) = 1 + n − 1/2n−1) ∗ (1 + n) ¡=¿
1/2n−1) ∗ (1 + n) = 1 ¡=¿
2n−1) = (1 + n)

4. Soitun = 2n−1 − (n + 1) pourn ≥ 2 un+1 − un = 2n − (n + 2)− 2n−1 +
(n + 1) = 2n−1 − 1 puisquen ≥ 2 on a2n−1 − 1 ≥ 2 − 1 = 1 > 0 donc
u est strictement croissante. pourn = 2 on au2 = −1, u3 = 0 puisun > 0
pourn > 4 Donc il existe une valeur unique den pour laquelleA etB sont
deuxévénements ind́ependants et ette valeur estn = 3
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3 Thème :Équations différentielles

3.1 L’exercice

Le plan est rapporté à un rep̀ere orthonormal.

1. SoitC la courbe repŕesentative de la fonction exponentiellex− > ex.
Pour tout pointM d’abscisset appartenant̀a C, on consid̀ere le pointP de
coordonńees(t, 0) et le pointN , point d’intersection de la tangente enM à
C avec l’axe des abscisses. Montrer que la distancePN est constante.

2. Dans la suite de l’exercicef désigne une fonction d́efinie surR, strictement
positive, d́erivable et dont la fonction d́erivée est strictement positive. Pour
tout pointM d’abscisset appartenant̀a la courbe représentative def , on
consid̀ere le pointP de coordonńees(t, 0) et le pointN , point d’intersection
de la tangente enM à la courbe représentative def avec l’axe des abscisses.

2.a) Calculer la distancePN en fonction def(t) et def ′(t).

2.b) Déterminer unéequation diff́erentielle(Ek) vérifiée par les fonctionsf
définies surR, strictement positives, dérivables et dont la fonction dérivée
est strictement positive, pour lesquelles la distancePN est une constantek.

2.c) Déterminer les fonctions f solutions de(Ek).

3.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury

Le candidat présentera au Jury :
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice ;
sa ŕeponsèa la question 2).

Le candidat rédigera sur ses fiches :
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Équations diff́erentielles”.

3.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. La longueurPN est constante.
On tape :

C:=plotfunc(exp(x));
assume(t=[2,-5,5,0.1]);
M:=point(t,exp(t));
P:=point(t);
T:=tangente(C,M);
N:=inter_unique(T,droite(y=0));
normal(longueur(P,N));

8



On obtient :

M

PN
x

y

-4 -2 0 2 4 6 8

0

2

4

6

8

L’ équation deT : droite(y=(-t * exp(t)+exp(t)+exp(t) * x))
Le pointN est :point(t-1)
La longueur dePN : 1
On a en effet sif(t) = exp(t) :
T a pour pentef ′(t) = exp(t) et passe par le pointM = (t; f(t) et son
équation est donc :y = f ′(t) ∗ (x − t) + f(t) = exp(t) ∗ (x − t + 1)
N est donc le point(t − 1; 0)
La longueur dePN vaut donc|t − (t − 1)| = 1

2. On a :
T a pouréquation :y = f ′(t) ∗ (x − t) + f(t),
N est donc le point(t − f(t)/f ′(t); 0) (carf ′(t) 6= 0)
La longueur dePN vaut donc|t − (t − f(t)/f ′(t))| = f(t)/f ′(t) car
f(t)/f ′(t) > 0
L’ équationEk est donc :(Ek) f(t)/f ′(t) = k soit l’équation diff́erentielle
ky′ = y
Pour ŕesoudre cettéequation on a :
si k = 0 alorsy(t) = 0
Si k 6= 0 alorsy′ = y/k doncy(t) = c ∗ exp(t/k).
AvecXcas , on tape :
desolve(k * y’=y) et on obtientc 0* exp(x/k)
ou on tape :
desolve(k * diff(y,t)=y, [t,y]) et on obtientc 0* exp(t/k)
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4 Thème : Calcul de grandeurs : longueurs, aires, vol-
umes

4.1 L’exercice

SoitABC un triangle isoc̀ele enA tel queAC = 5 etBC = 6. Un pointM se
déplace sur le segment[AB] en restant diff́erent des pointsA etB. Le pointN est
l’intersection de(AC) et de la parall̀eleà (BC) passant parM . On d́esigne parQ
le point du segment[BC] tel que le quadrilat̀ereMNQB soit un paralĺelogramme.
On se propose de déterminer la position du pointM sur le segment[AB] pour que
l’aire du paralĺelogrammeMNQB soit maximale. Pour cela on poseAM = x et
on notef(x) l’aire du paralĺelogrammeMNQB.

B C

A

M N

Q

1. Montrer queMN = 6
5x et en d́eduire l’aire du triangleAMN .

2. Montrer queQC = 6
5(5 − x) et en d́eduire l’aire du triangleCNQ.

3. Montrer quef(x) = 12
25(−2x2 + 10x).

4. Déterminer la valeur dex pour laquellef(x) est maximale.

4.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat présentera au jury :
Les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans la résolution de l’exercice ;
un énonće à pŕesenter en classe de Seconde pour résoudre la question 4) de l’exer-
cice.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponseà la question 1). un ou plusieurs exercices se rapportant au thème :
”Calcul de grandeurs : longueurs, aires, volumes”.
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4.3 Solution de l’exercice sansXcas

4.3.1 Ŕeponses aux diff́erentes questions

1. 0n calcule la hauteurhA du triancleABC. On a d’apr̀es Pythagore :
h2

A = 52 − 32 = 16 donchA = 4.
Les trianglesAMN etABC sont semblables doncAM

AB = MN
BC

DoncMN = BC AM
BA = 6x

5 .
La hauteurh du triangleAMN issue deA a pour longueur :

h =
√

x2 − MN2/4 =
√

x2 − 9x2

25 = 4x
5

L’aire du triangleAMN est donc4x/5 ∗ 3x/5 = 12x2

25
On peut aussi dire que l’aire du triangleABC vaut 4*6/2=12
Les trianglesAMN etABC sont homoth́etiques de rapportk = AM

AB = x
5

Donc l’aire du triangleAMN estk2 ∗ 12 = 12 ∗ (x
5 )2 = 12x2

25

2. Les trianglesNQC etABC sont semblables de rapportNQ
AB = QC

BC = 5−x
5

DoncQC = BC NQ
BA = 6(5−x)

5

L’aire du triangleNQC est donc12 ∗ ( (5−x)
5 )2

3. L’aire du paralĺelogrammeMNQB s’obtient en enlevant̀a l’aire deABC
l’aire des 2 triangles préćedents :f(x) vaut donc :
12 − 12x2

25 − 12 ∗ ( (5−x)
5 )2 = 12

25(25 − x2 − (x2 + 25 − 10x)
On peut aussi dire que l’aire deNMBQ estégaleà :
MN(hA − h) = 6x

5 (4 − 4x
5 = 24x

25 (5 − x)

4. Donc :f(x) = 12
25(−2x2 + 10x)

On af ′(x) = 12
25(−4x + 10) donc d’apres le signe def ′(x), la valeur de

x pour laquellef(x) est maximale estx = 5/2 et M est alors le milieu de
AC. Ce maximum vaut6 soit la moitíe de l’aire du triangleABC.

4.3.2 Solution de l’exercice en analytique

On poseBM = x. On choisit comme rep̀ere :OCA avecO le milieu deBC.
On a :A = (0; 4), B = (−3; 0), C = (3; 0)
Pour avoir l’aire du parallélogrammeMNQB il suffit de connaitre la longueur de
MN et l’ordonńee deM .
Les trianglesAMN etABC sont semblables doncAM

AB = MN
BC

. DoncMN = BC AM
BA = 6x

5 .
La droite(A, B) a pouréquation :y = 4x/3 + 4
M a pour abscisse−3x/5 donc pour ordonǹee−4x/5+4. L’aire du paralĺelogramme
MNQB est donc :
4−x+5

5
6x
5 = 12

25(−2x2 + 10x
Remarque Pour montrer que l’aire du parallélogrammeMNQB est maximale
lorsqueMN passe par les milieux deAB et deAC, il est plus judicieux de pren-
dre comme param̀etre l’ordonńee deM et d’utiliser un rep̀ere d’origineB et de
prendreBC comme axe desx.
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4.3.3 Ŕeponses aux diff́erentes questions avecXcas

Avec Xcas on a la possibilit́e de d́efinir param̀etre formelx en mettant par
exemple dans un niveau de géoḿetrie :assume(x=[1,0,5,0.1]) ;
Cela permet de faire la figure avecx = 1, de faire apparaitre un curseur qui permet
de changer cette valeur entre 0 et 5 avec un pas de 0.1 et surtout de faire faireà
Xcas les calculs en fonction du paramètre formelx.
On ouvre un niveau de géoḿetrie et on tape :

B:=point(-3,affichage=quadrant2);
C:=point(3);
A:=point(4 * i);
triangle(A,B,C);
assume(x=[1,0,5,0.1]);
M:=point(4 * i+x/5 * (B-A));
N:=point(4 * i+x/5 * (C-A));
p:=parallelogramme(N,M,B,Q,affichage=1+rempli):;p;
legende(Q,"Q",quadrant2);
f:=unapply(aire(N,M,B,Q),x);
plotfunc(f(x),x=0..5,affichage=4+epaisseur_ligne_2) ;
M0:=point(x+i * f(x),affichage=4+epaisseur_point_2);

On obtient sur le m̂emeécran la figure, le graphe def(x) et sur ce graphe le point
de coordonńees(x; f(x).

B C

A

M N

Q

M0

x

y

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

6
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On peut ainsi voiŕevoluer la figure en fonction du paramètrex et observer :
pour cela on fait bouger le curseurx pour voir le pointM se d́eplacer surAB et le
pointM0 d’abscissex et d’ordonńeef(x) (i.e. l’aire deNMBQ), se d́eplacer sur
le graphe def . Puis, on fait faire le calcul̀aXcas .
On tapenormal(longueur(M,N),aire(A,M,N))
On obtient(6 * x)/5,12/25 * xˆ2
On tapenormal(longueur(Q,C),aire(Q,C,N))
On obtient(-6 * x+30)/5, 12/25 * xˆ2-24/5 * x+12
On tapef1 :=function diff(f)
On obtient(‘ x‘)->-(24 * 2* ‘ x‘)/25+24/5
On tapesolve(f1(x)=0 et on obtient5/2
On tapef(5/2) et on obtient6

4.4 Solution ǵeométrique de l’exercice avecXcas

Xcas sert icià faire la figure et fairéevoluer les param̀etres pour l’observation
et le contr̂ole des conclusions.
Pour faire la figure on tape (SiO est le milieu deBC, alorsAO = 4) : On donne
àM une autre positionM1 et on regarde comment les aires des parallélogrammes
MNQB etM1N1Q1B évoluent.

B:=point(-3,affichage=quadrant2);
C:=point(3);
A:=point(4 * i);
triangle(A,B,C);
assume(x=[1,0,5,0.1]);
M:=point(4 * i+x/5 * (B-A));
N:=point(4 * i+x/5 * (C-A));
p:=parallelogramme(N,M,B,Q,affichage=1+rempli):;
p;
supposons(x1=[3.8,0,5,0.1]);
M1:=point(4 * (i)+x1/5 * (B-A));
N1:=point(4 * i+x1/5 * (C-A));
parallelogramme(N1,M1,B,Q1,affichage=2+rempli);
legende(Q,"Q",quadrant2);
I:=inter_unique(droite(M1,N1),droite(N,Q));
parallelogramme(Q,Q1,N1,I,affichage=4+rempli);
Q2:=translation(N-N1,Q1);
C2:=translation(N-N1,C)
segment(Q2,C2);
segment(Q2,Q1);
segment(-1.5+2 * i,1.5+2 * i,affichage=3+ligne_tiret);
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B C

A

M N

Q

M1 N1

Q1Q

Q2 C2

On remarque que :

1. Les trianglesAMN etNQC sont semblables̀aABC

2. Si M et M1 sont syḿetriques par rapport au milieu deAB alors les par-
allélogrammesMNQB etM1N1Q1B ont même aire. En effet les triangles
AMN etN1Q1C sontégaux ainsi que les trianglesAM1N1 etNQC donc
ont même aire. La fonctionf(x) ègaleà l’aire du paralĺelogrammeMNQB
est donc syḿetrique par rapport̀a la droitex = AB/2

3. On suppose alorsx < x1 < AB/2 doncMN < M1N1 < BC/2.
l’aire deMNQB est compośee de l’aire rouge et de l’aire verte
l’aire deM1N1Q1B est compośee de l’aire verte et de l’aire bleue
On va comparer l’aire rouge et l’aire bleue :
On fait effectuer au triangleN1Q1C, une translation de vecteur

−−−→
N1N : N1

se transforme enN , Q1 se transforme enQ2, C se transforme enC2, Donc
les trianglesN1Q1C et NQ2C2. De plus les trianglesNIN1 et Q2QQ1
sontégaux et cela a pour conséquence que les parallélogrammesQQ1N1I
etCC2Q2Q1 ont même aire. Pour v́erifier on peut taper :
aire(Q1,C,C2,Q2)==aire(Q,Q1,N1,I) et obtenir1.
On a :Q1C = BC − BQ1 = BC − M1N1 et M1N1 < BC/2 donc
Q1C > BC/2 > MN .
On en d́eduit que l’aire bleue est plus grande que l’aire rouge c’està dire que
lorsquex croit de 0à AB/2 la fonction est croissante et que par symétrie
lorsquex croit deBC/2 àBC la fonction d́ecroit.
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Le maximum est atteint pourx = AB/2 et vaut la moitíe de l’aire deABC.
Cela est ǵeńeral et ne d́epend pas de la forme du triangleABC

4.5 L’exercice avec un triangle ABC rectangle en B ou quelconque

4.5.1 L’énonće

– Soit un triangleABC rectangle enB. Un pointM se d́eplace sur le segment
[AB] en restant diff́erent des pointsA etB. Le pointN est l’intersection de
(AC) et de la parall̀ele à (BC) passant parM . On d́esigne parQ le point
du segment[BC] tel que le quadrilat̀ereMNQB soit un rectangle. On se
propose de d́eterminer la position du pointM sur le segment[AB] pour que
l’aire du rectangleMNQB soit maximale.

– Soit un triangleABC quelconque. Un pointM se d́eplace sur le segment
[AB] en restant diff́erent des pointsA etB. Le pointN est l’intersection de
(AC) et de la parall̀eleà (BC) passant parM . On d́esigne parQ le point du
segment[BC] tel que le quadrilat̀ereMNQB soit un paralĺelogramme. On
se propose de déterminer la position du pointM sur le segment[AB] pour
que l’aire du paralĺelogrammeMNQB soit maximale.

4.5.2 Un lemme

Soit un triangleABC rectangle enB et un triangleA1B1C1 quelconque.
On d́efinit le pointD pour queABCD soit un rectangle et le pointD1 pour que
A1B1C1D1 soit un paralĺelogramme. On fait les 2 figures suivantes en posant
yM = t, pour cela on tape par exemple :

A:=point(-3,5);
B:=point(-3,’affichage’=quadrant2);
C:=point(0,’affichage’=quadrant2);
O:=milieu(A,C);
triangle(A,B,C);
supposons(t=[3.1,0,5,0.1]);
M:=point(-3+t * (i),’affichage’=quadrant2);
N:=point(-3 * t/5+i * t,affichage=quadrant2);;
Q:=point(-3t/5);
quadrilatere(N,M,B,Q,affichage=1+ rempli);
quadrilatere(N,P,D,R,affichage=4+ rempli);
P:=point(i * t);
R:=point(-3t/5)+i * 5);
D:=point(5i);
triangle(A,D,C);
A1:=point(2,5);
B1:=point(1,’affichage’=quadrant2);
C1:=point(4);
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D1:=point(5+5i);
M1:=point(1+t/5+t * (i),’affichage’=quadrant2);
P1:=point(4+t/5+t * (i));
O1:=milieu(A1,C1);
triangle(A1,B1,C1);
N1:=point(4-2 * t/5+t * (i),’affichage’=quadrant2);
Q1:=point(4-3t/5);
triangle(A1,D1,C1);
R1:=point(5-3t/5+5i);
quadrilatere(N1,M1,B1,Q1,affichage=1+ rempli);
quadrilatere(N1,P1,D1,R1,affichage=4+ rempli);
segment(-3+(5-t) * i, -3+3t/5+(5-t) * i);
segment(-3+3t/5, -3+3t/5+(5-t) * i);
segment(1+(5-t)/5+(5-t) * i, 1+(5+2t)/5+(5-t) * i);
segment(1+(3t)/5, 1+(5+2t)/5+(5-t) * i);

On obtient :

A

B C

M N

Q

P

R D A1

B1 C1

D1

M1 P1N1

Q1

R1

On peut faire bouger le paramètret. On d́emontre facilement que les aires rouges
sont égales entre elles et que chaque aire rouge et aussiégaleà une aire bleue.
Dans chacune des figures : l’aire rouge est l’aire qui correspondà la position deM
d’ordonńeet et l’aire bleue est l’aire qui correspondà la position deM d’ordonńee
yA − t. Le graphe de l’airef(t) du quadrilat̀ere NMBQ (respN1M1B1Q1)
admet donc un axe de symétrie ent = yA/2
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4.5.3 Solution ǵeométrique

On se raḿeneà un triangle rectangle enB de m̂eme aire et on met sur la
même figure deux positions deM pour t < b < yA/2, et on compare les aires
corespondantes̀a ces 2 positions. Pour cela on tape :

A:=point(-3,5);
B:=point(-3,’affichage’=quadrant2);
C:=point(0);
O:=milieu(A,C);
triangle(A,B,C);
supposons(t=[1.3,0,2.5,0.1]);
M:=point(-3+t * (i),’affichage’=quadrant2);
N:=point(-3 * t/5+i * t,affichage=quadrant2);;
Q:=point(-3t/5);
quadrilatere(N,M,B,Q,affichage=1+ rempli);
D:=point(5i);
triangle(A,D,C);
P:=point(i * t);
supposons(b=[2,t,2.5,0.1]);
quadrilatere(-3+b * i,-3 * b/5+b * i,-3 * b/5,-3,affichage=2+ rempli);
quadrilatere(-3+t * i,-3 * b/5+t * i,-3 * b/5,-3,affichage=3+ rempli);
quadrilatere(-3 * t/5+i * b,b * i,P,N,affichage=4+ rempli);
segment(-3 * b/5+b * i,-3 * t/5+i * b);
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On obtient :

A

B C

O

M N

Q

D

P

Quandt augmente de 0̀a yA/2, l’aire du quadrilat̀ereNMBQ passe de : l’aire
jaune+l’aire rougèa l’aire jaune+l’aire verte. D’après le lemme, on a : aire rouge
=aire bleue. L’aire bleue est inférieureà l’aire verte cart < yA/2. Donc le graphe
de l’aire du quadrilat̀ereNMBQ (respN1M1B1Q1) est croissante sur0; yA/2

4.5.4 Solution en analytique avec un triangle ABC rectangle en B

On prend comme repèreBCA. La droite(A, C) de pentem < 0 a comme
équation :y = mx + xA. SoitM de coordonńees(0; t) un point de la droiteAB.
Les coordonńees du pointN vérifie doncyN = t = m ∗ xN + xA) et le rectangle
NMBQ a comme aire :xN ∗ yN = xN ∗ (m ∗ xN + xA).
xN ∗ (m ∗ xN + xA) est un trin̂ome du 2nd degré enxN qui a comme maximum
xA/2 atteint enxN = −xA/(2m) (carm < 0). L’aire du rectangleNMBQ est
donc maximum pourt = yN = xA/2 i.e. lorsqueM est le milieu deAB.
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5 Thème : Arithmétique

5.1 L’exercice

Pour tout entiern ≥ 1 on posean = 1! + 2! + ... + n!
On donne la d́ecomposition en facteurs premiers des dix premiers termes de la suite
(an) :
a1 = 1
a2 = 3
a3 = 32

a4 = 3 × 11
a5 = 32 × 17
a6 = 32 × 97
a7 = 34 × 73
a8 = 32 × 11 × 467
a9 = 32 × 131 × 347
a10 = 32 × 11 × 40787

1. Montrer quean n’est jamais divisible par 2, par 5 ni par 7.

2. Peut-on affirmer quean est divisible par 11́a partir d’un certain rang ?

3. Peut-on affirmer que,à partir d’un certain rang,an est divisible par32 mais
pas par33 ?

5.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème« Arithmétique».

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

5.3 Solution de l’exercice sansXcas

On pose :an = 1! + 2! + ... + n! pourn ≥ 1
Pour avoir, avecXcas , la d́ecomposition en facteurs premiers dea10, on tape :
ifactor(sum(p !,p=1..10)) et
pour avoir la liste des d́ecompositions en facteurs premiers dea1..a10, on tape :
ifactor(sum(p !,p=1..n))$(n=1..10) et on obtient :
1,3,3ˆ2,3 * 11,3ˆ2 * 17,3ˆ2 * 97,3ˆ4 * 73,3ˆ2 * 11* 467, 3ˆ2 * 131* 347,
3ˆ2 * 11* 40787
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1. an n’est jamais divisible par 2, par 5 ni par 7
– an n’est jamais divisible par 2. En effet

∑n
p=2 p! est un nombre pair

puisquep! est divisible par 2 lorsquep ≥ 2.
Doncan = 1 +

∑n
p=2 p! est un nombre impair.

Doncan n’est jamais divisible par 2.
– an n’est jamais divisible par 5. En effetp! est divisible par 5 lorsquep ≥ 5.

Doncan − a4 =
∑n

p=5 p! est divisible par 5.
a1 = 1, a2 = 3, a3 = 322 et a4 = 3 × 11 ne sont pas divisble par 5 et
doncan n’est pas divisible par 5 lorsquen < 5.
an = a4 +

∑n
p=5 p! : a4 n’est pas divisible par 5 et

∑n
p=5 p! est divisible

par 5 doncan n’est pas divisible par 5 lorsquen ≥ 5.
Doncan n’est jamais divisible par 5.

– an n’est jamais divisible par 7. En effet sip ≥ 7, p! est divisible par 7.
Doncan − a6 =

∑n
p=7 p! est divisible par 7.

a1 = 1, a2 = 3, a3 = 32, a4 = 3 × 11, a5 = 32 × 17 eta6 = 32 × 97 ne
sont pas divisble par 7 lorsquen < 7 et an = a6 +

∑n
p=7 p! a6 n’est pas

divisible par 7 et
∑n

p=7 p! est divisible par 7 doncan n’est pas divisible
par 7 lorsquen ≥ 7.
Doncan n’est jamais divisible par 7.

2. an est divisible par 11̀a partir d’un certain rang
On aan = a10 +

∑n
p=11 p! .

a10 = 32×11×40787 est divisible par 11 et lorsquep ≥ 11, p! est divisible
par 11 donc sin ≥ 10, an est divisible par 11. Doncan est divisible par11
lorsquen ≥ 10.

3. an est divisible par32 à partir d’un certain rang
8! = 27 ∗ 32 ∗ 5 ∗ 7 (avecXcas , on tapeifactor(8 !) ) donc pourp ≥ 8
p! est divisible par32.
On aan = a8 +

∑n
p=9 p! .

a8 = 32 × 11 × 40787 est divisible par32 et lorsquep ≥ 8,p! est divisible
par32. Doncan est divisible par32 lorsquen ≥ 8.

4. an est n’est pas divisible par 33̀a partir d’un certain rang
9! = 27 ∗ 34 ∗ 5 ∗ 7 (avecXcas , on tapeifactor(8 !) ) donc pourp ≥ 9
p! est divisible par34.
pourn ≤ 8, an n’est pas divisible par33 car :
a1 = 1, a2 = 3, a3 = 32, a4 = 3 × 11, a5 = 32 × 17
a6 = 32 × 97, a7 = 34 × 73, a8 = 32 × 11 × 467
On aan = a8 +

∑n
p=9 p! pourn ≥ 9.

a8 n’est pas divisible par33 alors que
∑n

p=9 p! est divisible par33 doncan

n’est pas divisible par33 lorsquen ≥ 9.
Doncan n’est jamais divisible par33.
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6 Thème : Nombres complexes

6.1 L’exercice

Pour chaque question, une seule des 4 propositions est exacte. Cochez pour
chacune d’elle la bonne réponse sans justification.

1. Soitz ∈ C vérifiantz + |z| = 6 + 2i. L’ écriture alǵebrique dez est :

�
8

3
− 2i � − 8

3
− 2i �

8

3
+ 2i � − 8

3
+ 2i

2. Dans le plan complexe, l’ensemble des pointsM d’affixe z = x+iy vérifiant
|z − 1| = |z + i| est la droite d’́equation :

� y = x − 1 � y = −x � y = −x + 1 � y = x

3. Soitn un entier naturel. Le nombre(1 + i
√

3)n est ŕeel, si et seulement si,n
s’écrit sous la forme :

� 3k + 1 � 3k + 2 � 3k � 6k

4. Soit l’équation(E) : z =
6 − z

3 − z
(z ∈ C). Une solution de(E) est :

� − 2 −
√

2i � 2 +
√

2i �

√
3 + i �

√
3 + 2i

5. Dans le plan complexe,A et B étant les points d’affixes respectiveszA =
−2 et zB = 2i, l’ensemble des points M d’affixez = x + iy vérifiant la

relationarg
z + 2

z − 2i
=

π

2
est inclus dans :

� La droite d’́equationy = −x � La droite d’́equationy = x

� Le cercle

{

de centre I(1 + i)

de rayon R =
√

2
� Le cercle de diam̀etre[AB]

6.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
une justification des réponses aux questions 3) et 5) du QCM ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Nombres complexes”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
pour chaque item de ce QCM, les mréthodes et les savoirs mis en jeu pour trouver
la réponse exacte.
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6.3 Solution de l’exercice avecXcas

On configure le CAS en cochantComplex etVarianles complexe (menu
Cfg->Configuration du CAS ).

1. z + |z| = 6 + 2i
AvecXcas , on tape :
solve(abs(z)ˆ2=(6+2 * i-conj(z))ˆ2,z)
On obtient :[8/3-2 * i]

2. |z − 1| = |z + i|
AvecXcas , on tape :
csolve(abs(z-1)ˆ2=abs(z+i)ˆ2,z)
On obtient :[‘ x‘+(i) * (-‘ x‘)]
ou on tape :
csolve(abs(a-1+i * b)ˆ2-abs(a+i+i * b)ˆ2,a)
On obtient :[-b]
donc la droite a pouŕequationy = −x

3. (1 + i
√

3)n est ŕeel, si et seulement si,n s’écrit ...
AvecXcas , on tape :
abs(1+i * sqrt(3)),arg(1+i * sqrt(3))
On obtient :2, pi/3)
solve(n * pi/3=k * pi,n)
On obtient :[3 * k]

4. z =
6 − z

3 − z
AvecXcas , on tape :
solve(z =(6-z)/(3-z),z)
On obtient :[sqrt(2) * (i)+2,-sqrt(2) * (i)+2]

5. zA = −2, zB = 2i, arg
z + 2

z − 2i
=

π

2
arg z+2

z−2i est l’angle
−−→
MB,

−−→
MA Donc on chercheM tel que :

−−→
MB,

−−→
MA = π

2 Le lieu deM est le demi-cercle de diam̀etreAB contenant
le point d’affixe 0. DoncM se trouve sur le cercle de diamètreAB.

AvecXcas , on tape :
On d́efinit les pointsA etB d’affixe -2 et2i :
A :=point(-2) ;B :=point(2i) ; On d́efinit la fonctionf par :
f(z) :=(z+2)/(z-2i)
On cherche la fonction réciproque def :
normal(csolve(f(z)=Z,z))
On obtient :
[((2 * i) * Z+2)/(Z-1)]
On d́efinit g la fonction ŕeciproque def par :
g(Z) :=((2 * i) * Z+2)/(Z-1)
g n’est pas d́efinit pourZ = 1.
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On d́efinit les pointsC qui ont comme argumentπ/2 et pour cela on d́efinit
un param̀etre formelc > 0 qui sera l’ordonńee deC :
supposons(c=[3.9,0,10,0.1])
C :=point(i * c)
On d́efinit les pointsM qui sont les images des pointsC parg :
M :=point(g(i * c))
On demande d’avoir la trace des positions deM quand on fait varierc :
trace(M)
On obtient :

C

A

B
M

x

y

-6 -4 -2 0 2 4 6
-4

-2

0

2

4

On vérifie que la trace correspondà :
arc(A,B,pi)
On tape pour avoir l’affixe deM :
normal(affixe(M))
On obtient :
((2 * i) * c-2 * i)/(c+i)
On tace alors le lieu deM :
plotparam(((2 * i) * c-2 * i)/(c+i),c=0..100)
et on obtient l’arc de cerccleAB passant parO.
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7 Thème : Recherche de lieux ǵeométriques

7.1 L’exercice

On dira qu’un triangleABC non aplati poss̀ede la propríet́e P si ses deux
médianes issues deA et deB sont perpendiculaires.

1. Soit un triangleABC ayant pour ĉotésAB = 1, AC =
√

2 etBC =
√

3.
Vérifier que le triangleABC est rectangle et possède la propríet́eP .

2. Les deux pointsA et B étant fix́es, on cherchèa d́eterminer l’ensembleΓ
des pointsC tels que le triangleABC poss̀ede la propríet́e P . Trouver le
lieu des pointsG, isobarycentre des trois pointsA, B, C, lorsqueC décritΓ.
En d́eduire l’ensembleΓ.

3. SoitABC un triangle posśedant la propríet́eP . On posea = BC, b = AC
et c = AB.
Montrer que l’on a la relationa2 + b2 = 5c2.

7.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2) et uńenonće plus d́etaillé de cette questioǹa proposer̀a
desélèves de premièreS ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Recherche de lieux géoḿetriques”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

7.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. Un triangleABC a pour ĉotésAB = 1, AC =
√

2 etBC =
√

3.
On fait la figure avecXcas . Dans un niveau de géoḿetrie, on tape :

A:=point(0);
B:=point(1);
C:=inter(cercle(A,sqrt(2)),cercle(B,sqrt(3)));
triangle(A,B,C[0]);
triangle(A,B,C[1]);
A1:=milieu(B,C[1]);
B1:=milieu(A,C[1])
segment(A,A1);
segment(B,B1);
G:=inter_unique(segment(A,A1),segment(B,B1));
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On obtient :

A B

C

C

A1B1

G

On aBC2 = 3 et AC2 + AB2 = 2 + 1 = 3 doncBC2 = AC2 + AB2 et
d’apr̀es Pythagore le triangleABC est rectangle enA.
SoientA1 (respB1) le milieu deBC (respAC). On a :
AA1 = BC/2 =

√
3/2 et

BB12 = AB2 + (AC/2)2 = 1 + 1/2 = 3/2 donc
BB1 =

√
3/
√

2
Le centre de gravitéG est donc tel que :
AG =

√
3/3 etBG = 2/3 ∗

√
3/
√

2 =
√

6/3 donc
AG2 + BG2 = 1/3 + 2/3 = 1 = AB2

Donc d’apr̀es Pythagore le triangleGAB est rectangle enG. Le triangle
ABC a donc la propríet́eP .

2. Si le triangleABC a la propríet́eP c’est que le triangleGAB est rectangle
enG. DoncG se trouve sur le cercle de diamètreAB.
SoitC1 le milieu deAB.
On sait que :
Si dans un triangleABC, avecC1 milieu deAB, on a un pointG du seg-
ment [CC1] qui vérifie C1C = 3C1G alorsG est le centre de gravité du
triangleABC.
C se d́eduit deG par l’homoth́etie de centreC1 et de rapport 3.
On fait la figure avecXcas . Dans un niveau de géoḿetrie, on tape :
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A:=point(0);
B:=point(1);
c:=cercle(A,B):;c;
triangle(A,B,C);
assume(a=[1,-5,5,0.1])
G:=element(c,a);
C1:=milieu(A,B);
C:=homothetie(C1,3,G);
triangle(A,B,C);
trace(C);
segment(C1,C);
c3:=homothetie(C1,3,c):;
affichage(c3,1)

En faisant bouger le curseura, on obtient la trace deC qui cöıncide avec le
cercle en rouge qui est lecercle(point(1/2),3/2) :

A B

G

C1

C

x

y

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

-1

-0.5

0

0.5

1

3. SoitABC ayant la propríet́eP . 0n a alors la relationa2 + b2 = 5c2.
On compl̀ete la figure ci-dessus :

B1:=milieu(A,C);
A1:=milieu(B,C);
segment(A1,A);
segment(B1,B);
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A B

G

C1

C

B1 A1

x

y

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

-1

-0.5

0

0.5

1

Les triangles :ABG, A1BG, AB1G sont rectangles enG donc :
c2 = BG2 + AG2, a2/4 = A1G2 + BG2 et b2/4 = AG2 + B1G2

On aG est le centre de gravité doncAG = 2A1G et BG = 2B1G donc
a2/4 = A1G2 + 4B1G2, b2/4 = B1G2 + 4A1G2 et
(a2 + b2)/4 = 5(A1G2 + B1G2)
c2 = 4B1G2 + 4A1G2 donca2 + b2 = 5c2.

Remarque

A1 est le transforḿe deGpar l’homoth́etieh1 de centreA et de rapport
3

2
.

Cest le transforḿe deA1 par l’homoth́etieh2 de centreB et de rapport2.
DoncC est le transforḿe deGpar l’homoth́etieh = h2 ◦ h1. h a comme rapport

2 × 3

2
= 3 et comme centreI vérifiant :J = h1(I) = h−1

2 (I) c’està dire :

AJ =
3

2
AI, BJ =

1

2
BI =

1

2
(BA + AI) et AJ − BJ = AB donc

3AI =
3

2
AB c’està direI est le milieuC1 deAB.

Le même probl̀eme pośe différemment
Soit un losangeABEF de centreG. SoientA1 le milieu deGF , B1 le milieu de
GE etC l’intersection de(AA1) et (BB1).
Montrer queG est le centre de gravité du triangleABC et que lorsqu’on pose
a = BC, b = AC et c = AB, on aa2 + b2 = 5c2.
Il suffit de remarquer que les trianglesGAB est l’image deGA1B1 dans l’ho-
moth́etie de centreG et de rapport 2 (GA = 2GA1 et GB = 2GB1) Donc
AB = 2A1B1 et AB//A1B1 et d’apr̀es le ”th́eor̀eme des milieux” on en d́eduit
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queA1 est le milieu deBC etB1 est le milieu deAC. Sid1 etd2 sont les longueurs
des demi-diagonales du losangeABEF , on a :
d2

1 + d2
2 = c2, d2

1 + d2
2/4 = a2/4 et d2

1/4 + d2
2 = b2/4 donca2 + b2 = 5c2.

On a aussi :
A1 est le transforḿe deG dans l’homoth́etie de centreA et de rapport 3/2.
C est le transforḿe deA1 dans l’homoth́etie de centreB et de rapport 2.
On fait la figure avecXcas . Dans un niveau de géoḿetrie, on tape :

A:=point(0);
B:=point(1);
assume(b=[1,-5,5,0.1]);
losange(A,B,b,E,F,affichage=2);
G:=milieu(A,E);
A1:=milieu(G,E);
B1:=milieu(G,F);
segment(A,E);
segment(B,F);
segment(A1,B1)
d1,d2:=droite(A,B1),droite(B,A1):;
d1;d2;
triangle(A,B,C,affichage=1);
C:=inter_unique(d1,d2);
trace(C);

On obtient :

A B

EF

G
A1B1

C
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8 Thème : Intégration

8.1 L’exercice

On consid̀ere la fonction nuḿeriquef de la variable ŕeellex définie sur l’inter-
valle [0, +∞[ par :

f(x) =
√

xe1−x

1. On consid̀ere la fonctionF définie sur[1, +∞[ parF (x) =

∫ x

1
f(t)dt

1.a) D́emontrer que, pour tout réelt positif on a :t + 2 ≥ 2
√

2
√

t.

1.b) En d́eduire que, pour toutx ∈ [1, +∞[, on a :

F (x) ≤ 1

2
√

2

∫ x

1
(t + 2)e1−tdt

1.c)À l’aide d’une int́egration par parties, montrer que, pour toutx ∈ [1, +∞[,
on a :

∫ x

1
(t + 2)e1−tdt = 4 − (x + 3)e1−x

1.d) En d́eduire que, pour toutx ∈ [1, +∞[ on a :0 ≤ F (x) ≤
√

2.

2. On consid̀ere la suite(un) définie pour tout entier natureln non nul par :

un =

∫ n+1

n
f(t)dt

Pour tout entier natureln suṕerieur ouégal à 2, on noteSn la somme des
n−1 premiers termes de la suite(un). ExprimerSn à l’aide d’une int́egrale.
Montrer que la suite(Sn) converge et donner un encadrement de sa limite.

8.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Int́egration”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.
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8.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. On tape :
f(x) :=sqrt(x) * exp(1-x)
F(x) :=int(f(t),t,1,x)
1.a) Pour toutx ≥ 0, on af(x) =

√
xe1−x ≥ 0 et pour toutx ≥ 1, on a√

x ≥ 1 doncF (x) ≥
∫ x
1 e1−tdt ≥ 1.

Pour tout ŕeelt positif on a :
t + 2 − 2

√
2
√

t = (
√

2 −
√

t)2 ≥ 0.
1.b) Pour toutx ∈ [1, +∞[, on a d’apr̀es 1.a) :

√
t ≤ 1

2
√

2
(t + 2) donc

F (x) ≤ 1

2
√

2

∫ x

1
(t + 2)e1−tdt

1.c) Pour toutx ∈ [1, +∞[, on int̀egre
∫ x
1 (t + 2)e1−tdt par parties et on

pose :
u = t + 2 etdv = e1−tdt doncdu = dt etv = −e1−t on a donc
∫ x

1
(t + 2)e1−tdt = [−(t + 2) ∗ e1−t]t=x

t=1 +

∫ x

1
e1−tdt donc

∫ x

1
(t + 2)e1−tdt = [−(t + 3) ∗ e1−t]t=x

t=1 = 4 − (x + 3)e1−x

AvecXcas , on tape (le deuxième argument estu) :
A :=integrer par parties u((t + 2) * exp(1-t),t + 2,t,1,x)
On obtient :[-x * exp(-x+1)-2 * exp(-x+1)+3,exp(-t+1)]
On tape (integrer par parties u a comme synonymeibpu et le
deuxìeme argument est ici 0 pour terminer l’intégration) :
normal(ibpu(A,0,t,1,x))
On obtient :-x * exp(-(x-1))-3 * exp(-(x-1))+4
On peut aussi taperint((t + 2) * exp(1-t),t,1,x) pour obtenir di-
rectement le ŕesultat.
1.d) Pour toutx ∈ [1, +∞[ on a(x + 2)e1−x ≥ 0 et (x + 3)e1−x ≥ 0 donc

0 ≤
∫ x

1
(t + 2)e1−tdt = [−(t + 3) ∗ e1−t]t=x

t=1 = 4− (x + 3)e1−x ≥ 4 donc

0 ≤ F (x) ≤
√

2.

2. Pour toutx ≥ 0, on af(x) =
√

xe1−x ≥ 0 donc pour toutn > 0, on a
un =

∫ n+1
n f(t)dt ≥ 0 et

pour toutn ≥ 2, on aSn =
n−1
∑

j=1

uj =

∫ n

1
f(t)dt = F (n) donc

Sn est croissante.
On sait d’apr̀es 1. que pour toutx ∈ [1, +∞[, on a1 ≤ F (x) ≤

√
2 donc

Sn est croissante et majorée donc convergente et on a pour toutn ≥ 2 :
1 ≤ F (n) = Sn ≤

√
2

RemarquesOn va essayer de trouver un meilleur minorant.
– Pour trouver un minorant on peut calculer des valeurs approchées de l’int́egrale.

On cherche les points d’inflexions du graphe def :
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le zéro def ′′(x) esta =
1 +

√
2

2
.

L’int égrale
∫ a

x=1
f(x)dx peutêtre minoŕee par la ḿethode des trap̀ezes et

les int́egrales
∫ 3/2

x=a
f(x)dx etun =

∫ n+1

x=n
f(x)dx peuvent̂etre minoŕees

par la ḿethode du point milieu.
On tape :a :=(1+sqrt(2))/2
areaplot(f(x),x=1..a,trapeze)
On obtient :1.96
Ou on tape :(f(1)+f(a))/2. * (a-1)
On obtient :0.196042763728
On tape :areaplot(f(x),x=a..3/2,point milieu)
On obtient :0.239
Ou on tape :f((a+3/2)/2.) * (3/2-a)
On obtient :0.239276873725

Il reste à minorer
∫ +∞

3/2
f(x)dx par les aires des rectangles au ”point-

milieu” : ils ont comme dimension1 × f(n) et donc la somme de leurs

aires est
+∞
∑

n=2

f(n) =
+∞
∑

n=2

√
n

e

en
=

+∞
∑

n=0

√
n + 2

1

en+1
.

Commme
√

n + 2 ≥
√

2, on minorèa nouveau cette somme par

√
2

e

+∞
∑

n=0

1

en

c’està dire par

√
2.

e

e

e − 1
) =

√
2.

e − 1
.

On tape :
sqrt(2.)/(e-1)
On obtient :0.82303935184
On a donc comme minnoration de la limite :
(f(1)+f(a))/2. * (a-1)+f((a+3/2)/2.) * (3/2-a)+ sqrt(2.)/(e-1)
On obtient :1.25835898929
d’où un encadrement de la limitel :

1.25835898929 ≤ l ≤ 1.41421356237

– On peut avoir une meilleure valeur approchée de cette limite, si on sait

que
∫ +∞

0
exp(−t2)dt =

√
π

2
.

En effet en faisant le changement de variablex = t2, dx = 2tdt donc
∫ +∞

0
f(x)dx = e

∫ +∞

0

√

(x) exp(−x)dx = 2e

∫ +∞

0
t2 exp(−t2)dt

On int́egre par partie cette dernière int́egrale (u = t, dv = 2t exp(−t2)dt) :

2e

∫ +∞

0
t2 exp(t2)dt = e

∫ +∞

0
exp(−t2)dt
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Soit on sait que
∫ +∞

0
exp(−t2)dt =

√
π

2
,

soit on fait le calcul en encadrant :
∫ ∫

C
exp(x2 + y2)dxdy (C = [0, b] × [0, b]) avec

∫ ∫

D1

exp(x2 + y2)dxdy (D1 = x2 + y2 < b, x > 0, y > 0) et
∫ ∫

D2

exp(x2 + y2)dxdy (D1 = x2 + y2 < b
√

2, x > 0, y > 0).

On a donc :

l =
e
√

π

2
−

∫ 1

0
f(t)dt

Pour avoir une minoration de l’intégrale
∫ 1
0 f(t)dt on utilise

– la méthode des trap̀ezes :
On tape :
areaplot(f(x),x=0..1,20,trapeze)
On obtient :1.02

– le d́eveloppement de taylor̀a l’odre 5 deexp(−x) au voisinage de 0.
On tape :
g :=truncate(taylor(f(x)))
int(g,x=0..1.)
On obtient :1.02963209244
donc comme on a une série alterńee on a1.02963209244 ≤

∫ 1
x=0 f(x)dx

Pour avoir une majoration de l’intégrale
∫ 1
0 f(t)dt on utilise

– la méthode du point milieu :
On tape :
areaplot(f(x),x=0..1/2,10,point milieu)
On obtient :0.481
On tape :
areaplot(f(x),x=1/2..1,10,point milieu)
On obtient :0.551
donc une majoration de

∫ 1
0 f(t)dt est 0.481+0.551=1.032

– le d́eveloppement de taylor̀a l’odre 6 deexp(−x) au voisinage de 0.
On tape :
h :=truncate(taylor(f(x),x=0,6),6)
int(h,x=0..1.)
On obtient :1.03013547797
donc comme on a une série alterńee on a

∫ 1
x=0 f(x)dx ≤ 1.03013547797

On a donc :
e
√

π

2
− 1.032 < l <

e
√

π

2
− 1.02 donc avec les calculs approchés de

l’int égrale on a
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1.37701454735 < l < 1.38901454735

et
1.37887906938 < l < 1.37938245491

avec le d́eveloppement de Taylorà l’ordre 5 et 6.
AvecXcas , on tape :
l :=int(f(x),x=1..inf)
On obtient :
-(sqrt(pi))/2 * erf(1) * exp(1)+1+(sqrt(pi))/2 * exp(1)
où erf(1) renvoie la valeur approchée de :
2√
π

∫ 1

0
(exp(−t2)dt)

On tape :
evalf(l)
On obtient :1.37893607807
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9 Thème : Fonctions,́equations

9.1 L’exercice

On consid̀ere l’équation(E) : sin(x) − x
2 = 0, x ∈ R

1. Montrer que six est solution de cettéequation alorsx appartient̀a l’intervalle
[-2, 2]

2. Donner, en le justifiant, le nombre de solutions de l’équation(E).

3. Donner une valeur approchée,à 10−3 près par d́efaut, de la plus grande so-
lution en pŕecisant la ḿethode utiliśee.

9.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Fonctions,́equations”.Le can-
didat pr ésentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

9.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. On sait que−1 ≤ sin(x) ≤ 1 donc si on ax = 2 sin(x) alors−2 ≤ x ≤ 2
On tape :

2. Pour connaitre le nombre de solutions de(E) : sin(x) − x
2 = 0, x ∈ R, on

trace les deux graphes dey = sin(x) et dey = x/2.
On tape :plotfunc([sin(x),x/2])
On obtient :

x

y

-4 -2 0 2 4

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

On voit alors que(E) a 3 solutions : pour le montrer cherchons le tableau de
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variation de la fonction impaireg(x) = x/2 − sin(x).
On tape :
g(x) :=x/2-sin(x)
solve(diff(g(x)),x)
On obtient :[pi/3,(-pi)/3]
On tape :
solve(diff(g(x))>0,x)
On obtient :[x<((-pi)/3),x>(pi/3)]
On tape :
g(0)
On obtient :0
On tape :
limit(g(x),x,inf)
On obtient :+(infinity)
On tape :
normal(g(pi/3))
On obtient :1/6 * pi+(-(sqrt(3)))/2
On tape :
g(2.)
On obtient :0.0907025731743
On tape :
g(1.8)
On obtient :-0.0738476308782
On cherche les points d’inflexion, on tape :
solve(diff(diff(g(x))),x)
On obtient :[0,pi]
On tape :
solve(diff(diff(g(x)))>0,x)
On obtient :[((x>0) && (x<pi))]
La fonctiong est donc convexe sur [pi/3,pi] et on ag(π/3) > 0 On cherche
avecXcas les źeros deg(x) par la ḿethode de Newton on tape :
fsolve(g(x),x,3,newton solver)
On obtient :1.89549426703
ou bien
On peut proćeder par dichotomie :
On tape :
g(1.9)
On obtient :0.00369991231258
On tape :
g(1.89)
On obtient :-0.00448561486462
On tape :
g(1.895),g(1.896)
On obtient :-0.000404700060102,0.00041432788413
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doncx0 ≃ 1.895 par d́efautà10−3 près.
ou bien
On peut faire un programme de la méthode de Newton pour trouver la valeur
par d́efautà 10−3 près. L’intersection(b; 0) de l’axe desx avec la tangente
au graphe deg au point (a; g(a) vérifie : 0 = g′(a)(b − a) + g(a) i.e.
b = a − g(a)/g′(a) La suite qui converge versx0 est donc :
un+1 = un − g(un)/g′(un) avecu0 = a eta ∈ [π/3, π] avecg(a) > 0, par
exemplea = π oua = 3...
On calcule les diff́erents termes de cette suite que l’on met dans la variable
a et on s’arrete quandg(a) ∗ g(a − eps) ≤ 0 avec icieps = 0.001.

solnew(g,a,eps):={
local h;
h:=function_diff(g)
tantque g(a) * g(a-eps)>0 faire
a:=a-g(a)/h(a);
ftantque;
retourne a-eps,a
}:;

On tape :
solnew(g,3.,0.001)
On obtient un encadrement de la limiteàeps = 0.001 prés :
1.89465262755,1.89565262755
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10 Thème : Probabilités

10.1 L’exercice

Dans un lyćee qui ne reçoit pas d’interne, la répartition deśelèves se fait de la
façon suivante :

Niveau Seconde Premìere Terminale Total
Externes 50 85 195

Demi-pensionnaires 285 220
Total 280

Rappel de notation :PB(A) est la probabilit́e deA sachant queB est ŕealiśe.

1. Compĺeter le tableau ci-dessus.

2. On rencontre uńelève du lyćee au hasard. On noteE l’ événement ”l’́elève
rencontŕe est externe”,T ”l’ élève rencontŕe est en terminale” etS l’ événement
”l’ élève rencontŕe est en seconde ”. En supposant que tous lesélèves ont la
même probabilit́e d’être rencontŕes, calculer les probabilités suivantes : 2.a)
P (E ∩ S). 2.b)P (E ∩ T ) où E est l’événement contraire deE.

3. 3.a) LeśevénementsE et T sont-ils ind́ependants ? Justifier votre réponse.
3.b) Citer deux́evénements incompatibles.

4. Calculer les probabilités conditionnelles suivantes :PS(E) etPE(T ).

10.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponse aux questions 2) et 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Probabilit́es”

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

10.3 Solution de l’exercice sansXcas

1. On compĺete le tableau :

Niveau Seconde Premìere Terminale Total
Externes 50 60 85 195

Demi-pensionnaires 285 220 195 700
Total 335 280 280 895
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2. 2.a) Calcul deP (E ∩ S).
Il y a un total de 895́elèves.
Il y 50 élèves qui sont externes et en Seconde”.
DoncP (E ∩ S) = 50/895 = 10/179
2.b) Calcul deP (E ∩ T )
Il y 195 élèves qui sont Demi-pensionnaires et en Terminale”.
DoncP (E ∩ T ) = 195/895 = 39/179

3. 3.a) LeśevénementsE etT sont ind́ependants si on a :
P (E ∩ T ) = P (E) × P (T ).
P (E ∩ T ) = 85/895 = 17/179
P (E) = 195/895 = 195/895 = 39/179
P (T ) = 280/895 = 195/895 = 56/179
doncE etT ne sont pas ind́ependants.
3.b)S ”l’ élève rencontŕe est en seconde ”etT ”l’ élève rencontŕe est en Ter-
minale ” sont incompatibles.

4. Calcul dePS(E)
On sait que :
PS(E) × P (S) = P (E ∩ S)
On a :
P (S) = 335/895 = 67/179
P (E ∩ S) = 285/895 = 57/179
DoncPS(E) = 57/67
On peut aussi dire il y a 335́elèves en seconde et parmi cesélèves il y a 285
Demi-pensionnaires donc
PS(E) = 285/335 = 57/67

Calcul dePE(T )
On sait que :
PE(T ) × P (E) = P (E ∩ T )
On a :
P (E) = 195/895 = 39/179
P (E ∩ T ) = 85/895 = 17/179
DoncPE(T ) = 17/39
On peut aussi dire il y a 195́elèves en externes et parmi cesélèves il y a 85
en terminale donc
PE(T ) = 85/195 = 17/39
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11 Thème : Arithmétique

11.1 L’exercice

1. Déterminer deux entiers relatifsu etv tel que7u− 13v = 1 puis d́eterminer
tous les couples(a, k) d’entiers relatifs tels que14a − 26k = 4.

2. On consid̀ere deux entiers naturelsa et b. Pour tout entiern, on notef(n)
le reste de la division euclidienne dean + b par 26. On d́ecide de coder un
message, en procédant comme suit :̀a chaque lettre de l’alphabet on associe
un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau suivant :

Lettre A B C D E F G H I J K L M
Nombre 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Lettre N O P Q R S T U V W X Y Z
Nombre 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Pour chaque lettre du message, on détermine l’entiern assocíe puis on cal-
culef(n).
La lettre est alors cod́ee par la lettre associéeà f(n). On sait que la lettreF
est cod́ee par la lettreK et la lettreT est cod́ee par la lettreO.
2.a) Montrer que les entiersa et b sont tels que :

{

5 a + b ≡ 10 (mod 26)
19 a + b ≡ 14 (mod 26)

2.b) En d́eduire qu’il existe un entierk tel que14a − 26k = 4.
2.c) Déterminer tous les couples d’entiers(a, b), avec
0 ≤ a ≤ 25 et0 ≤ b ≤ 25, tels que :

{

5 a + b ≡ 10 (mod 26)
19 a + b ≡ 14 (mod 26)

2.d) On suppose quea = 17 et b = 3. Coder le message ”GAUSS”.

11.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 1) et̀a la question 2.c) ;
au moins deux ḿethodes diff́erentes permettant de dḿontrer que pour tous réels

strictement positifsa et b on a :(
a + b

2
)
2

≥ ab

un exercice se rapportant au thème ”Arithmétique ”.
Le candidat présentera au jury :

le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.
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11.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. On cherche deux entiers relatifsu etv tel que7u− 13v = 1 AvecXcas , on
tape :
iabcuv(7,-13,1)
On obtient :[2,1]
En effet 2*7-1*13=1
Ou bien on tape :
iegcd(7,-13)
On obtient :[2,1,1]
On cherche tous les couples(a, k) d’entiers relatifs tels que14a− 26k = 4.
AvecXcas , on tape :
iabcuv(14,-26,4)
On obtient une solution :[4,2]
En effet 4*14-2*26=4
Pour avoir toutes les solution on remarque que :
14(a − 4) − 26(k − 2) = 0 ou encore7(a − 4) = 13(k − 2)
Puisque 7 et 13 sont premiers entre eux, on en déduit que :
pour toutn ∈ Z on aa − 4 = n ∗ 13 et quek − 2 = n ∗ 7
Les solutions sont donca = 4 + 13n, k = 2 + 7n pour toutn ∈ Z

Remarque :si on tape :
iegcd(14,-26)
On obtient :[2,1,2]
car le pgcd de 14 et 26 est 2.

2. 2.a) AvecXcas , on tape pour d́efinir f :
f(n,a,b) :=irem(a * n+b,26)
On obtient :
Pour d́efinir le codage on utilise la commandeord (ord("A") =65) et pour
le décodagela commandechar (char(65) =”A”).
On tape :
code(S) :=ord(S)-65
decode(L) :=char(L+65)
On tape :

codage(S,a,b):={
local n,m;
n:=code(S);
m:=irem(a * n+b,26);
return decode(m);
}:;

On sait quecodage("F")="K" etcodage("T")="O" .
On a :
code("F")=5 etcode("K")=10 et
code("T")=19 etcode("O")=14 donc on doit avoir :
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irem(5 * a+b,26)=10 et irem(19 * a+b,26)=14
Donc il existe deux entiers relatifsm etp tels que :
5a + b = 26 ∗ m + 10 et19a + b = 26 ∗ p + 14 ou encore

{

5 a + b ≡ 10 (mod 26)
19 a + b ≡ 14 (mod 26)

2.b) En d́eduire qu’il existe un entierk tel que14a − 26k = 4.
D’après 2.c) il existe deux entiers relatifsm etp tels que :
5a + b = 26 ∗ m + 10 et19a + b = 26 ∗ p + 14 .
Donc par soustraction (sik = p − m) : (19 − 5)a = 14a = 26 ∗ k + 4
ou encore14a − 26k = 4
2.c) On cherche donc tous les couples d’entiers(a, b), tels que :0 ≤ a ≤ 25,
0 ≤ b ≤ 25, 14a − 26k = 4, 5a + b = 26 ∗ m + 10
D’après 1) on a14a − 26k = 4, a = 4 + 13n, k = 2 + 7n pour toutn ∈ Z

On veut0 ≤ a ≤ 25 doncn = 1, a = 17 etk = 9.
5a + b = 85 + b = 26 ∗ m + 10 doncb = 26 ∗ m − 75 ≡ 3 (mod 26).
Donca = 17 et b = 3
AvecXcas , on tape :codage("F",17,3),codage("T",17,3)
On obtient :("K","O")
2.d) On code le message ”GAUSS”.
AvecXcas , on tape :

codages(S,a,b):={
local j,n,m,l,R;
l:=size(S);
R:="";
pour j de 0 jusque l-1 faire
n:=code(S[j]);
m:=irem(a * n+b,26);
R:=R+decode(m);
fpour;
return R;
}:;

On tape :
codages("GAUSS",17,3)
On obtient :"BDFXX"
On vérifie et on tape :
codage("G",17,3),codage("A",17,3),codage("U",17,3),
codage("S",17,3)
On obtient :"B","D","F","X"
RemarqueAu lieu de la commandeord , on peut utiliser la commandeasc
qui renvoie une liste (asc("A")=[65] ).
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12 Thème : Utilisation des variations d’une fonction

12.1 L’exercice

1. Pour tout ŕeelx > 0, on pose :f(x) = x − 1 − ln(x).
Étudier les variations de la fonctionf et en d́eduire que pour tout réelx > 0,
on a :

ln(x) ≥ x − 1

2. Soienta, b et c des ŕeels strictement positifs : on posem =
a + b + c

3
. En

appliquant l’ińegalit́e pŕećedente aux ŕeels,
a

m
,

b

m
et

c

m
, montrer que :

(
a + b + c

3
)
3

≥ abc

12.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2) ;
au moins deux ḿethodes diff́erentes permettant de dḿontrer que pour tous réels
strictement positifsa et b on a :

(
a + b

2
)
2

≥ ab

un exercice se rapportant au thème ”Utilisation des variations d’une fonction”.
Le candidat présentera au jury :

le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

12.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. On tape :
assume(x>0)
f(x) :=x-1-ln(x)
solve(diff(f(x))>0,x)
On obtient :[x>1]
f est donc d́ecroissante sur]0; 1] et croissante sur[1; +∞[. Le minimum de
f(x) sur]0; +∞[ est doncf(1).
On tape :f(1)
On obtient :0
doncf(x) ≥ 0 c’està direln(x) ≥ x − 1
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2. On a sim =
a + b + c

3
:

ln(a/m) = ln(a) − ln(m) ≤ a/m − 1 (idem pourb/m et c/m) donc
ln(a) + ln(b) + ln(c) − 3 ln(m) ≤ (a + b + c)/m − 3 ou encore
ln(abc/m3) ≤ (a + b + c)/m − 3 = 0
On a donc montrer queabc/m3 ≤ 1 ou encore

abc ≤ m3 = (
a + b + c

3
)
3

3. Montrer que(
a + b

2
)
2

≥ ab :

On tape :
factor((a+b)ˆ2-4a * b)
On obtient :(a-b)ˆ2

donc(
a + b

2
)
2

≥ ab

On peut voir cette ińegalit́e graphiquement :

CD

A B

dans le dessin on voit que l’on peut mettre 4 rectangles de côtésa × b dans
le carŕeABCD d’aire (a + b)2 et qu’il reste un carŕe d’aire(a− b)2 et donc
on a(a + b)2 ≥ 4ab.
Autre d́emonstration proche de l’exercice :

On posem =
a + b

2
et on aln(a/m) = ln(a) − ln(m) ≤ a/m − 1 donc

ln(ab/m2) = ln(a) + ln(b) − 2 ln(m) ≤ (a + b)/m − 2 = 0 donc

ab ≤ m2 = (
a + b

2
)
2
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13 Thème : Géométrie dans l’espace

13.1 L’exercice

Dans cet exercice, les questions sont indépendantes. Pour chaque question, une
seule des trois propositions a), b) ou c) est exacte. On demande d’indiquer laquelle,
sans justification. L’espace est rapporté à un rep̀ere orthonormal(O;

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ).

1. SoientA etB deux points distincts de l’espace. L’ensemble des pointsM de
l’espace tels que‖−−→MA‖ = ‖−−→MB‖ est :
a) l’ensemble vide b) un plan c) une sphère

2. On consid̀ere les pointsE(0; 1;−2) etF (2; 1; 0). Les coordonńees du barycen-
treG du syst̀eme de points pondéŕes{(E; 1), (F ; 3)} sont :
a)G(6; 4;−2) b) G(1.5; 1;−0.5) c) G(0.5; 1; 1.5)

3. Soitd la droite de repŕesentation paraḿetrique :
x = 2 − t; y = 3t; z = −3, t ∈ R.
On consid̀ere les pointsA(2; 3;−3), B(2; 0;−3) etC(0; 6; 0). On a :
a)d = (AB) b) d = (BC) c) d 6= (AB) etd 6= (BC) etd 6= (CA)

4. La droite de repŕesentation paraḿetrique :
x = −4t; y = 1 + 3t; z = 2 + 2t, t ∈ R, et le plan d’́equation :
x − 2y + 5z − 1 = 0 sont :
a) orthogonaux b) parallèles c) ni orthogonaux ni parallèles.

5. L’ensemble des points tels quex−y+2z−1 = 0 et−2x+4y−4z +1 = 0
est :
a) l’ensemble vide b) une droite c) un plan

13.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponse aux questions 3) et 4) du QCM ; un ou plusieurs exercices se rapportant
au th̀eme ”Ǵeoḿetrie dans l’espace”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
pour chaque item de ce QCM, les méthodes et les savoirs mis en jeu pour trouver
la réponse exacte.

13.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. L’ensemble des pointsM de l’espace tels que‖−−→MA‖ = ‖−−→MB‖ est le plan
médiateur du segmentAB (réponse b)).
On peut faire la figure avecXcas , on ouvre un niveau 3D (Alt+h ), on se
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met en mode (Mode->point ), on clique sur 2 pointsA etB et on tape :
segment(A,B)
mediatrice(A,B)
On obtient :

4
02

-4-2 -2-4
-4

-2

0

2

4

mouse plan 0.979x+-0.0675y+-0.195z=4.33

z

B

x

0 42

y

A

2. SoientE(0; 1;−2) etF (2; 1; 0). Le barycentreG du syst̀eme de points pondéŕes
{(E; 1), (F ; 3)} vérifie :

−−→
OG = 1

4(
−−→
OE + 3

−−→
OF ).

DoncG a pour coordonńees(3/2; 1;−1/2) (réponse b)).
On peut faire la figure avecXcas , on ouvre un niveau 3D (Alt+h ) et on
tape :
E :=point([0,1,-2])
F :=point([2,1,0])
G :=barycentre([E,1],[F,3])
coordonnees(G)
On obtient :
[3/2,1,-1/2]

3. Soientd la droitex = 2−t; y = 3t; z = −3, t ∈ R et les pointsA(2; 3;−3),
B(2; 0;−3) etC(0; 6; 0).
Si A ∈ d alorst = 0 ce qui n’est pas vrai caryA 6= 0 (maisB ∈ d pour
t = 0), doncd 6= AB etd 6= CA
C /∈ d carzC = 0 6= −3 doncd 6= AB etd 6= CB (réponse c)).
On peut faire la figure avecXcas , on ouvre un niveau 3D (Alt+h ), et on
tape :
d :=plotparam([2-t,3t,-3],t,affichage=1+epaisseur ligne 3)) ;
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legende(point(1,3,-3),"d",rouge)
A :=point([2,3,-3])
B :=point([2,0,-3])
C :=point([0,6,0])
droite(A,B,affichage=4+epaisseur ligne 3)
droite(A,C,affichage=2+epaisseur ligne 3)
droite(C,B,affichage=3+epaisseur ligne 3)
plan(z=-3)
demi droite([0,0,0],[1,0,0])
demi droite([0,0,0],[0,1,0])
demi droite([0,0,0],[0,0,1])
legende(point(1,0,0),"i",rouge)
Ox 3d unit vector(affichage=1+epaisseur ligne 3)
legende(point(0,1,0),"j",vert)
Oy 3d unit vector(affichage=2+epaisseur ligne 3)
legende(point(0,0,1),"k",bleu)
Oz 3d unit vector(affichage=4+epaisseur ligne 3)
On obtient :

B

d

A

j C

k

i

4. Soient la droited x = −4t; y = 1 + 3t; z = 2 + 2t, t ∈ R, et le planP
x − 2y + 5z − 1 = 0.
d est parall̀ele au vecteurv = [−4, 3, 2] et le vecteurn = [1,−2, 5] est
normalàP .
On a−→v .−→n = −4 ∗ 1 + 3 ∗ (−2) + 2 ∗ 5 = 0 donc−→v est orthogonal̀a−→n .
Doncd etP sont parall̀eles (ŕeponse b)).
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On peut faire la figure avecXcas , on ouvre un niveau 3D (Alt+h ), et on
tape :
d :=droite([0,1,2],[-4,4,4])
P :=plan(x-2y+5z-1=0)
est parallele(d,P)
On obtient :1

5. Les points tels quex − y + 2z − 1 = 0 et−2x + 4y − 4z + 1 = 0 sont sur
l’intersection des plansP d’équationx − y + 2z − 1 = 0 et Q d’équation
−2x + 4y − 4z + 1 = 0.
Ces deux plans ne sont ni confondus ni parallèles puisque les vecteurs nor-
mauxà ces plans :nP = [1,−1, 2] etnQ = [−2, 4,−4] ne sont pas colińeaires
(cross([1,-1,2],[-2,4,-4])=[-4,0,2] !=[0,0,0] )donc ces points
sont sur une droite (réponse b)).
On peut faire la figure avecXcas , on ouvre un niveau 3D (Alt+h ), et on
tape :
P :=plan(x-y+2z-1=0) : ;affichage(P,1) ;
Q :=plan(-2x+4y-4z+1=0) : ;affichage(Q,4) ;
d :=inter(P,Q,affichage=2+epaisseur ligne 4) ;
demi droite([0,0,0],[1,0,0]) ;
demi droite([0,0,0],[0,1,0]) ;
demi droite([0,0,0],[0,0,1]) ;
On obtient :

d
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14 Thème : Divers types de raisonnement

14.1 L’exercice

Les propositions suivantes sont indépendantes. Pour chacune d’elles, préciser
si elle est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

1. Toute suite nuḿerique non majoŕee tend vers+∞.

2. La somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est une suite
divergente.

3. Il existe un nombre réela et un nombre ŕeelb, tels quee2a+e2b < 2
√

e2a × e2b.

4. Il existe une fonctionf continue en un pointx0 et non d́erivable enx0.

14.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponse aux questions 2) et 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Divers types de raisonnement”
dans des domaines variés (arithḿetique, ǵeoḿetrie, d́enombrement, analyse, ...).

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

14.3 Solution de l’exercice sansXcas

1. C’est faux, par exemple(−1)n ∗ n oun ∗ sin(n) ou (u2n = n, u2n+1 = 1)

2. Si la suiteu est convergente et la suitev est divergente alors la suitew =
u+ v est divergente est une proposition vraie. On fait une démonstration par
l’absurde : Si la suitew est convergente et la suiteu est convergente alors la
suitev = w − u est convergente car on sait (ou on montre) que la somme
algébrique de 2 suites convergentes est convergente.

3. On fait une d́emonstration par l’absurde : Si il existea et b tels que :
e2a + e2b < 2

√
e2a × e2b, alors on poseA = ea etB = eb.

PuisqueA > 0 etB > 0 on a
√

A2) × B2 = A × B et l’inégalit́e s’́ecrit :
A2 + B2 − 2A × B = (A − B)2 < 0 ce qui est faux.
Donc il n’existe pasa et b vérifiant une telle ińegalit́e.
Ou bien on fait une d́emonstration directe : Puisque

√
e2a × e2b = ea × eb,

on ae2a + e2b < 2
√

e2a × e2b estèquivalent̀a :e2a + e2b − 2
√

e2a × e2b =
(ea − eb)2 < 0 et ceci est faux quelque soita et b.

4. Il existe une fonctionf continue en un pointx0 et non d́erivable enx0. C’est
vrai par exemplef(x) = |x| est continue enx0 = 0, mais n’est pas d́erivable
enx0 = 0.
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15 Thème :Étude de configurations

15.1 L’exercice

Dans le plan rapporté à un rep̀ere orthonormal(O;
−→
i ,

−→
j ), on consid̀ere la

courbe(C) d’équationy = 1
x avecx ∈]0, +∞[. Soita un ŕeel strictement positif.

1. La droite(Da), tangentèa (C) au pointA d’abscissea, coupe l’axe des
abscisses enPa et l’axe des ordonńees enQa. Déterminer les coordonnées
de Pa et Qa et montrer que l’aire du triangleOPaQa est ind́ependante du
réela.

2. On consid̀ere un ŕeel k > 2
a . On note(∆k) la droite parall̀ele à (Da) et

passant par le point de coordonnées(0, k). Montrer que lorsquek varie dans
l’intervalle ] 2a ,∞ + [, la droite(∆k) coupe la courbe(C) en deux pointsBk

etCk et que le milieuIk de[Bk, Ck] est aligńe avecO etA.

15.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2)
un exercice se rapportant au thème ”Étude de configurations”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

15.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. On tape :

supposons(a=[2.3,0,10,0.1]);
C:=plotfunc(1/x,x=0 .. 10);
A:=point(a,1/a);
D:=tangente(C,A):;affichage(D,4);
P:=inter_unique(D,droite(y=0));
Q:=inter_unique(D,droite(x=0));
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On obtient :

C
A

P

Q

x

y

-2 0 2 4 6 8

-4

-2

0

2

4

On tape :
normal(equation(D))
On obtient :y=((2 * a-x)/(aˆ2))
On tape :
coordonnees(P)
On obtient :[2 * a,0]
On tape :
coordonnees(Q)
On obtient :[0,1/a * 2]
On tape :
area(triangle(0,P,Q)
On obtient :2

2. On tape pour continuer la figure :

supposons(a=[1.4,0,10,0.1]);
C:=plotfunc(1/x,x=0 .. 10);
A:=point(a,1/a);
D:=tangente(C,A):;affichage(D,4);
P:=inter_unique(D,droite(y=0));
Q:=inter_unique(D,droite(x=0));
supposons(k=[3.7,2/a,10,0.1]);
K:=point(0,k,affichage=quadrant3);
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∆ :=parallele(K,D,affichage=1) ;
[B,C] :=inter(C, ∆) ;
I :=milieu(B,C) ;
droite(A,I) ;
On obtient :

C
A

P

Q

K ∆B

C

I

x

y

-2 0 2 4 6 8 10

-2

0

2

4

6

On tape :
est aligne(0,A,I)
On obtient :1
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16 Thème : Propriétés des fonctions

16.1 L’exercice

Les questions sont indépendantes. Dans chacun des cas suivants, proposer un-
efonctionf qui vérifie les propríet́es donńees. On donnera l’expression def(x).

1. f est une fonction d́efinie surR par :

f(x) = ae2x + bex + c

La limite def en+∞ est+∞ et l’équationf(x) = 0 admet deux solutions,
0 etln(2).

2. f est une fonction d́efinie sur]0, +∞[, f(2) = 4 et, pour toutx et touty
strictement positifs on a :

f(xy) = f(x) + f(y)

3. f est une fonction polyn̂ome de degŕe suṕerieur ouégal à 2 et la valeur
moyenne def sur [-2, 2] est 0.

4. f est une fonction paire, non constante, définie surR telle que pour tout
x ∈ R on a :

f(x + 1) = f(x)

16.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponse aux questions 2) et 4) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Propríet́es des fonctions”.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

16.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. f est une fonction d́efinie surR par :f(x) = ae2x + bex + c La limite def
en+∞ est+∞ donca > 0 et l’équationf(x) = 0 admet deux solutions, 0
et ln(2) donc si on poseX = ex, l’ équationaX2 + bX + c = 0 admet deux
solutions,e0 = 1 eteln(2) = 2 donc :
aX2 + bX + c = a(X − 1)(X − 2) = a(X2 − 3X + 2).
La fonctionf(x) = e2x − 3ex + 2 répondà la question.
AvecXcas , on v́erifie :
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On tape :
f(x) :=exp(2x) -3 * exp(x)+ 2
limit(f(x),x=inf)
On obtient :+(infinity)
On tape :
solve(f(x))
On obtient :[0,ln(2)]

2. f est d́efinie sur]0, +∞[, f(2) = 4 et, pour toutx et tout y strictement
positifs on a :f(xy) = f(x) + f(y)
On sait que sik = cste, g(x) = k ∗ ln(x) vérifieg(x + y) = g(x) + g(y).
La relationf(2) = 4 va nous permettre de déterminerk g(2) = 4 = k∗ln(2)
donck = 4/ ln(2).
On choisit de prendref(x) = 4 ∗ ln(x)/ ln(2)
AvecXcas , on v́erifie :
On tape :
f(x) :=4 * ln(x)/ln(2)
f(2)
On obtient :4
On tape :
lnexpand(f(x * y))
On obtient :(4 * (ln(y)+ln(x)))/(ln(2))

3. f est un polyn̂ome de degŕe suṕerieur ouégalà 2 et la valeur moyenne de
f sur [-2, 2] est 0. Doncf(x) est une fonction impaire, le polynôme sera
constitúe de mon̂omes de degré impair. On choisit par exemple :f(x) = x3

AvecXcas , on v́erifie :
On tape :
f(x) :=xˆ3
int(f(x),x=-2..2)
On obtient :0

4. f est une fonction paire, non constante, définie surR telle que pour tout
x ∈ R on a :f(x + 1) = f(x).
f est ṕeriodique de ṕeriode 1 etf est paire. La fonctionf(x) = cos(2∗π∗x)
répondà la question car elle est paire, non constante, définie surR telle que
pour toutx ∈ R on a :f(x + 1) = f(x).
AvecXcas , on v́erifie :
On tape :
f(x) :=cos(2 * pi * x)
f(-x)
On obtient :cos(2 * pi * x)
On tape :
normal(trigexpand(expand(f(x+1))-f(x)))
On obtient :0
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17 Thème : Probabilités

17.1 L’exercice

On place dans une urne 100 billets de loterie dont seulement 2 sont gagnants.

1. Un joueur ach̀ete deux billets, qu’il tire simultańement dans l’urne.
1.a) Quelle est la probabilité de ne pas gagner ?
1.b) En d́eduire la probabilit́e d’avoir au moins un billet gagnant.

2. Soitn un entier(n ≥ 2). Un joueur ach̀eten billets, qu’il tire simultańement
dans l’urne.
SoitAn l’ événement : ”Avoir 1 ou 2 billet(s) gagnant(s) en ayantn billets”.
2.a) D́ecrire avec une phrase l’événementAn, événement contraire deAn.
2.b) Montrer que la probabilité de l’́evénementAn est :

p(An) =
(100 − n)(99 − n)

100 × 99

2.c) Quel est le nombre minimumn0 de billetsà acheter pour que la proba-
bilit é d’avoir au moins 1 billet gagnant soit supérieure oúegaleà 1

2 ?

17.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la question 2.b) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Probabilit́es”.Le candidat présentera
au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

17.3 Solution de l’exercice sansXcas

1. 1.a) la probabilit́e de ne pas gagner
On ne gagne pas si on a choisit les 2 billets parmi les 98 billets non gag-
nants. On a donccomb(98,2) possibilit́es. Le nombre total de choix est
comb(100,2) . la probabilit́e de ne pas gagner est donc :
comb(98,2)/comb(100,2) .
On tape :
comb(98,2)/comb(100,2)
On obtient :4753/4950
1.b) ”Avoir au moins un billet gagnant” est l’événement contrairèa ”Avoir
aucun un billet gagnant”, la probabilité de gagner est donc :
1-comb(98,2)/comb(100,2) .
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AvecXcas , on tape :
1-comb(98,2)/comb(100,2)
On obtient :197/4950
C’est aussi2/100 ∗ 98/99 + 98/100 ∗ 2/99 + 2/100 ∗ 1/99

2. 2.a) L’́evénementAn est :
”Avoir aucun billet gagnant en ayantn billets”.
2.b) On ne gagne pas si on a choisit lesn billets parmi les 98 billets non
gagnants. On a donccomb(98,n) = 98!

n!(98−n)! possibilit́es. Le nombre total

de choix estcomb(100,n) = 100!
n!(100−n)! . la probabilit́e de ne pas gagner est

donc 98!n!(100−n)!
n!(98−n)!100! = (100−n)(99−n)

100×99 .
Donc :

p(An) =
(100 − n)(99 − n)

100 × 99

2.c) Si la probabilit́e d’avoir au moins 1 billet gagnant est supérieure oúegale
à 1

2 , c’est que la probabilité d’avoir 0 billet gagnant est inférieure strictement
à 1

2 .
On cherchen tel que :
(100−n)(99−n)

100∗99 < 1
2 ou encore2(100 − n)(99 − n) − 9900 < 0.

On tape :
solve((100-n) * (99-n)/9900-1/2<0,n) ou
solve(2 * (100-n) * (99-n)-9900<0,n)
On obtient :
[((n>(1/2 * (199-sqrt(19801)))) && (n<(1/2 * (199+sqrt(19801)))))]
On tape :
evalf(1/2 * (199-sqrt(19801)))
On obtient :
29.1419869524
Doncn0 = 30.
On vérifie et on tape :
(100-29) * (99-29)/9900.,(100-30) * (99-30)/9900.
On obtient :
0.50202020202,0.487878787879
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18 Thème :Équations différentielles

18.1 L’exercice

On se propose d’étudier les fonctionsf dérivables sur[0, +∞[ vérifiant la con-
dition :

(1)

{

pour toutx ∈ [0, +∞[, f(x)f ′(x) = 1
f(0) = 1

1. On se propose de démontrer qu’une fonction v́erifiant la condition (1) est
strictement positive sur[0, +∞[.
1.a) Montrer que si la fonctionf vérifie (1) alorsf ne s’annule pas sur
[0, +∞[.
1.b) On suppose que la fonctionf vérifie la condition (1) et qu’il existe
un ŕeel a strictement positif tel quef(a) < 0. En d́eduire que l’́equation
f(x) = 0 admet au moins une solution dans l’intervalle[0, a].
1.c) Conclure.

2. Existence et unicité de la fonction :
2.a) Soitu une fonction d́erivable sur un intervalleI. Déterminer une primi-
tive de la fonctionuu′ sur cet intervalle.
2.b) En d́eduire que sif est telle que, pour toutx ∈ [0, +∞[, f(x)f ′(x) = 1
alors il existe une constanteC telle que pour toutx ∈ [0, +∞[,

(f(x))2 = 2x + C

2.c) On rappelle quef(0) = 1. Déterminer l’expression def(x) pourx réel
positif.

18.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponse aux questions 1.b) et 2.b) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème ”Équations diff́erentielles”.Le
candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

18.3 Solution de l’exercice sansXcas

1. 1.a) On sait que pour toutx ∈ [0, +∞[, f(x)f ′(x) = 1 donc pour tout
x ∈ [0, +∞[, f(x) 6= 0
1.b) Si il existea > 0 telle quef(a) < 0 alors puisquef(0) = 1 > 0 et
quef est d́erivable, d’apr̀es le th́eor̀eme des valeurs iterḿediaires il existe
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b ∈ ]0; a[ tel quef(b) = 0
1.c) Commef ne s’annule pas, on en déduit qu’il n’est pas possible qu’un
tel a existe donc pour toutx ∈ [0, +∞[, f(x) > 0.

2. 2.a) Une primitive de la fonctionuu′ sur un intervalleI est 1
2u2

2.b) On sait que sur un intervalle les primitives d’une fonction sontégales̀a
une constante près. Une primitive de 1 sur[0, +∞[ estx et une primitive de
f(x)f ′(x) est 1

2f(x)2 donc il existe une constanteC tel que :

pour toutx ∈ [0, +∞[, on a
1

2
f(x)2 = x + C

2.c) Puisquef(0) = 1 on en d́eduit queC =
1

2
c’est à dire que pour tout

x ∈ [0, +∞[, on af(x)2 = 2x + 1.
Puisque d’apr̀es 1) on sait quef(x) > 0 sur [0, +∞[ on en d́eduit que pour
toutx ∈ [0, +∞[, on af(x) =

√
2x + 1

Remarque
Pourquoi se limite-t-oǹa [0, +∞[ ?
On a montŕe ici, que sur un intervalleI, on a :
f(x) > 0 etf(x)2 = 2(x + C) avecC = cste donc
f est d́efinie sur] − C; +∞[.

Si f(0) = 1, alorsC =
1

2
donc

f(x) =
√

2x + 1 sur]12 ; +∞[

18.4 Solution de l’exercice avecXcas

AvecXcas , on tape :
desolve((y * y’=1) and (y(0)=1),y)
On obtient :
[sqrt(2 * x+1)]
On ouvre un niveau de géoḿetrie 2-d et on tape :
plotfunc(sqrt(2x+1),x=-0.5..7,affichage=1+epaisseur ligne 3
On peut alors avoir le champ des tangentes avec le menu :
Graphe->Slopefield Ode (2-d) on tape1/y comme valeur dedy/dt ,
puis on clique sur les points donnant les différentes conditions initiales et on ter-
mine en changeant de mode.
On obtient :
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19 Thème : Arithmétique

19.1 L’exercice : L’âge du capitaine

Le capitaine a fait naufrage. Tout ce que l’on a retrouvé sur lui est sa carte
de śecurit́e sociale. On parvient̀a d́echiffrer son nuḿero INSEE, sauf le deuxième
chiffre a et le troisìeme chiffreb qui sont illisibles : 1ab1271153044 clé 67
Les deux chiffresa etb qui manquent sont, dans cet ordre, les deux derniers chiffres
de l’anńee de naissance du capitaine. On se propose d’utiliser la clé du nuḿero
INSEE pour retrouver cette année de naissance.

1. La cĺe K d’un nuḿero INSEE est calculée de la manière suivante :K =
97 − R où R est le reste de la division euclidienne par 97 de l’entierN
constitúe par les 13 premiers chiffres du numéro INSEE. 1.a) D́emontrer
que la cĺe K d’un nuḿero INSEE est telle queN + K ≡ 0 (mod 97). 1.b)
Déduire que, pour le nuḿero INSEE du capitaine, on a :N ≡ 30 (mod 97).

2. On écrit 1ab1271153044 = 1ab × 1010 + A , où A = 1271153044. 2.a)
Calculer le reste de la division euclidienne deA par 97. 2.b) Justifier la con-
gruence suivante :102 ≡ 3(mod 97). 2.c) En d́eduire que l’on a :1010 ≡
49 (mod 97).

3. 3.a) D́eduire des ŕesultatśetablis aux questions 1) et 2) que l’on a :

1ab × 49 ≡ 73 (mod 97)

3.b) Vérifier que l’on a :49 × 2 ≡ 1 (mod 97). 3.c) D́eterminer l’anńee de
naissance du capitaine.

19.2 Le travail demand́e au candidat

En aucun cas , le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de l’exercice.
Celle-ci pourra ńeanmoins luîetre demand́ee partiellement ou en totalité lors de
l’entretien avec le jury.

Le candidat rédigera sur ses fiches :
sa ŕeponsèa la questions 3) ;
un ou plusieurs exercices se rapportant au thème Arithḿetique””.

Le candidat présentera au jury :
le contenu de ses fiches ;
les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exercice.

19.3 Solution de l’exercice avecXcas

Tout d’abord une remarque : on peut avoir 2 solutions pour les valeursdea et
deb étant donńe que l’on travaille dansZ/97Z.
Par exemple1991271153044 %97 = 1021271153044 %97 = 8 %97.
On suppose donc que10a + b < 97 ou10a + b > 3....
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1. On a :
INSEE =1ab1271153044 clé 67 doncN = 1ab1271153044 etK = 67
K = 97 − R = 67 et
N = 97 ∗ Q + R (avecQ ∈ N,R ∈ N etR < 97)
1.a) On aN + K = 97 ∗ Q + R + 97 − R = 97 ∗ (Q + 1) donc
N + K ≡ 0 (mod 97)
1.b) Puisque :
K = 67, K ≡ −30 (mod 97) et
N + K ≡ 0 (mod 97)
on aN ≡ 30 (mod 97)

2. 1ab1271153044 = 1ab × 1010 + A , où A = 1271153044
2.a) AvecXcas , on tape :irem(1271153044,97)
On obtient :54
Ou on tape :1271153044 % 97
On obtient :-43 % 97
doncA ≡ 54(mod 97)
2.b)102 ≡ 3(mod 97) car102 = 100 = 97 + 3
2.c)1010 ≡ 49 (mod 97) car
1010 = 1005 ≡ 35 = 243 ≡ 49 (mod 97) (puisque 243=97*2+49)

3. 3.a) Montrons que :1ab × 49 ≡ 73 (mod 97).
On a :
N ≡ 30 (mod 97)
N = 1ab1271153044 = 1ab × 1010 + 1271153044 = 1ab × 1010 + A
1010 ≡ 49 (mod 97) et
A ≡ 54(mod 97)
donc
N ≡ 1ab × 49 + 54 = 30 (mod 97)
Donc1ab × 49 ≡ 30 − 54 = −24 (mod 97)
−24 ≡ 73 (mod 97) donc
1ab × 49 ≡ 73 (mod 97)
3.b) On a :49 × 2 ≡ 1 (mod 97).
En effet 49*2=98=97+1.
AvecXcas , on tape :
inv(49 % 97)
On obtient :2 % 97
3.c) Puisque :
1ab × 49 ≡ 73 (mod 97) On a :1ab × 49 × 2 ≡ 73 × 2 = 146 (mod 97)
49 × 2 ≡ 1 (mod 97).
Donc1ab ≡ 146 (mod 97)
Les deux derniers chiffres de l’année de naissance du capitain sont donc 46.

AvecXcas , on pose10 ∗ a + b = C et on a
N−30 = 1ab1271153014 = (100+C)∗1010+1271153014 ≡ 0 ( mod 97)
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On tape :
solve((100+C) * 10ˆ10+1271153014 %97,C)
On obtient :[46]

Remarque
J’aurai pŕeférai que le texte dise par exemple, que l’année de naissance du capitaine
est dans l’intervalle [1900 ;1997[. On cherche les deux chiffresa etb qui manquent
c’està dire on cherche un nombre entierC < 97 sachant que (cf question 1.a) ;
N − 30 = 1ab1271153014 = (100 + C)1010 + 1271153014 ≡ 0 (mod 97)
Puis, je trouve pŕeférable de travailler avec le nombreC et non avec l’́ecriture en
base 10 du nombre 100+C=100+10a+b.
On continue ensuite de la même façon, on a :
100 %97 = 3 %97,
1010 %97 = 243 = 49 %97,
1012 %97 = 3 ∗ 49 = 50 %97
on a
(100 + C) ∗ 1010 + 1271153014 ≡ 49 ∗ C + 1271153064 ≡ 0 (mod 97)
1271153064 %97 = −23 %97 donc
49 ∗ C %97 = 23 %97
on cherche l’inverse de 49 dansZ/97Z, on a
49 ∗ 2 %97 = 98 %97 = 1 %97 donc l’inverse de 49 dansZ/97Z est2 %97.
Donc en multipliant membrèa membre49 ∗ C %97 = 23 %97 par2 %97, on a :
C %97 = 46 %97
Puisque0 ≤ C < 97 on en d́eduit queC = 46 et donc quea = 4 et b = 6
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