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| - Sujet 1

uin+1)=u(n)+axn+b
Trouveru(n) en fonction den.

a. Avec Xcas

On exécute le fichiebac1_1.xws qui utilise le tableur (formel) et des valeurs particul&re graphe et un programme
que voici :

u(n,u0,a,b):={

local val
if (n==0) return u0;
val:=u0;

for (k:=1;k<=n;k++) {
val:=normal(val+(k—1)*a+b);

}

return val;

En faisant ce programme itératif on remarque qu'&-lame étape on ajoute a la valeur précedentd (k-1) *a car
un)=u(n—1)+ax(n—1)+b.

On ajouteb a chaque étape donc, au boutdé&tapes on aura ajoutiéb, et on ajoutgk-1) *a a lak-ieme étape donc, au
bout den étapes on aura ajouté

1xa+2*a+...+(n-1)*a=(1+2+...+(n-1) ) *a

On tape pour avoir la valeur factoriser de+2+ ...+ (n—1)) :

factor(sum(k,k,1,n-1))

et on obtient :

n*x(n-1)/2

On écrit donc la fonction :

u(n,u0,a,b) :=ul+n*(n-1)*a/2+n*b

Voir aussibac1_2.xws qui recherché, B,C pour que :

u(n) = Axn?+Bxn+Cen résolvant le systéme linéaire d’'inconnéeB, C :

u(0) =C,
u(l)=A+B+C,
u(2) =4+xA+2xB+C
b. La démonstration
Ona:
ul) = u(0)+0+b
u2) = u(l)+a+b
uB) = u2)+2+«a+b
uin) = uin—1)+(n—1)xa+b

en ajoutant membre a membre on obtient :
u(n) =u(0)+ (142+...(n—1)) xa+nxb

donc:
u(n) =u(0)+nx(n—1)xa/2+nxb


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac1_1.xws
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac1_2.xws

Il - Sujet 2

Dans le plan 4 point®, A, B,C et un cercleéE de centreD. A tout pointM surE on
associeN tel que :

— = — —

MN =ax*MA+bxMB+cxMC
oua,b,csont des réels donnés. Déterminer le lielNdersqueM décritE.

a. Avec Xcas

On exécute la sessiarac2 . xws oU on tape :

[a,b,c]:=[1,-3,2];

A:=point (2);

B:=point(1+2xi);

C:=point(=2+i);

O:=point (0,0);

E:=cercle (0,1);

t:=element (0..2x% pi);

M:=element(E, t);

N:=point(affixe (M)+ax(A-M)+bx(B-M)+c*x(CM));
affichage(lieu (N,M), rouge+line width 2);

En déplacant le cursetiron déplace! sur le cercl& et on voitN décrire le lieu.
La commandéieu deXcas nous donne I'équation du lieu, par exemple :
— pourla,b,c] :=[1,-3,2] I'équation du lieu est :
4xx~2+40*x+4%y~2+32*y+160=0 qui est le cercle translaté dalans la translation de vecteufff ixe (a*A+b*B+c*C).
On tape sh+b+c=0:
P :=a*A+b*B+c*C ;segment (0,P) ;
Mt :=affichage(translation(affixe(P),M),quadrant?2)
Mt etN sont alors confondus.
— pour [a,b,c] :=[2,-3,2] N=point (-3-4*i) est confondu avec le barycenttedes pointsA B,C pondérés par
a,b,c.
On tape sh+b+c=1:
G :=affichage(barycentre([A,a],[B,b], [C,c]),quadrant3) G etN sont alors confondus.
— pour[a,b,c] :=[1,-3,1] I'équation du lieu est :
16%x~2+96*x+16*y~2+160*y+480=0 qui est 'hnomothétique dedans I'homothétie de entteet de rapport - (a+b+c).
On tape sh+b+c !=0 eta+b+c !=1:
Mh :=affichage(homothetie(G,1-(a+b+c),M),quadraniy ptN sont alors confondus.

b. La démonstration

SoitM un point dek et soien® etN définis par :
— — — — — — — —
OP =a+xOA+bxOB+cxOCetMN =axMA+bxMB+cxMC

— —> —> — —
alors, MN = (a+b+c¢)«*MO+ax0A+ b+ OB+ cxOC donc:

— =

MN = (a+b-+c)« MO+ OP

— -

— Supposona+ b+ c=0, alorsMN = OP.
—
DoncN se déduit dévl dans la translation de vecteOP.



http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac2.xws

— Supposona-+b+c=1, soitG le barycentre des poinfs B,C pondérés paa, b,c. On a doncM-G>(aqL b+c)= MN =
MG+ GN, soitGN = G-I\/I)(l— (a+b+c))=1doncN se trouve et sia+b+c=1

— Supposona-+b+c## 0 eta+b+c# 1 s0itG le barycentre dé, B,C pondéré paa,b,c. On a dondVI_G)(aJr b+c) =
MN = MG+ GN, s0itGN = (m(lf (a+b+c)) =1 doncN se déduit d& dans 'homotétie de centf@et de rapport
1-(a+b+c).

Application

— a=1,b=-3,c=2

— a=2,b=-3,c=2

— a=1,b=-3,c=1



Il - Sujet 3

Soient un rectangl&BCD et un pointM a l'intérieur de ce rectangle. Sdit la

projection deM surCD.
Comment choisiM pour que la distanc®lA-+ MB + MH soit minimale ?

a. Avec Xcas

Voir bac3.xws, la figure est en niveau 1, pour la solution formelle, exédetecommandes a partir du niveau 2.

b. Solution géométrique

D C

LorsqueM se déplace sur une pa-
ralléle aCD la distanceMA + MB est minimum lorsqué se trouve erK sur la médiatrice déB. En effet siM1 est le
symeétrique déV par rapport X on akM = KM1 etAM = BM1 et donc :

AM + BM = BM + BM1.

SoitB1 le symétrique dB par rapport &, MBM1BL1 est un parallélogramme donBM +BM1=BM1+M1B1 > BBl =
2BK.

DoncAM + BM > 2BK = AK + BK.

On va ensuite montrer que le minimum BEA + MB + MH est lorsqueM se trouve au poinkK définit par :K sur la
médiatrice deAB et I'angleK du triangleABK égal 21/3.

Si M est surKH, il suffit de projeterM sur AK en N. N se trouve en dehors d& car I'anglem est obtus et
AN = AK + KN.

Le triangleNMK est rectangle eN et I'angleK vautrr/3 doncKM = 2KN et AN < AM c’est a dire AN = AK + KN =
AK +KM/2 < AM soit

2AK + KM = AK + BK + KM < 2AM = AM + BM donc

AK 4+ BK+ KM+ MH = AK+BK +KH < AM +BM + MH.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac3.xws

A _Pi/6 B

SiM est suKl (I milieu deAB), on projette toujour surAK enN, maisN se trouve entré etK car I’anglem est
aigu etAK = AN + NK.
Le triangleNMK est rectangle eN et I'angleK vautr/3 donc :

MK = 2NK et AN < AM c’est a dire :
AN = AK — NK :AK—MK/2<AM soit AK + BK = 2AK < 2AM + MK = AM + BM + MK donc

AK +BK+KH < AM +BM + MK + KH = AM + BM + MH.

A _PI/6 B
W:\A\

LorsqueM est enK, AKI est la moitié d’un triangle équilatéral de hautedir= 1/2 et de c6téAK = 1/1/3 = 1/3/3
(KI = /3/6). Donc le minimum de de la longuedM + BM + MH est :a+ 2% 1/3/3—/3/6 = a+/3/2.



IV -  Sujet 4

Etude, selon les valeurs deréel donné, du nombre de solutions, prstrictemen
positif, de I'équation :
(E) In(x) = mxx?

a. Avec Xcas

Dansbac4_1.xws on trace les graphes de= In(x) et dey = mx x? pour différentes valeurs de puis, on regarde
séparément les cas> 0 etm< 0
ou dansbac4_2.xws on trace le graphe de la fonction(}) — kx? pour différentes valeurs deen faisant une animation.

b. La démonstration

Soit pourx strictement positiff (x) = In(x) — mx x2.

On cherche le nombre de solutionside) = 0.

Pour cela on va étudier les variations e

Onaf’(x) = 1/x—2xmxx= (1— 2% mxx?)/x.

Quandx tend vers 0, f(x) tend vers—c quelquesoim.

Quandx tend verstoo, f(x) tend verstoo sim < 0 et vers—oo sim> 0 (pourm > 0 on af (x) = X% x (In(x) /x> —m) et on
sait que Irfx) /x? tend vers 0 quang tend verst).

— Sim< 0, f/(x) > 0 pourx strictement positif doné est croissante.
Ona:
quandx tend vers 0 f(x) tend vers—c quandx tend versto f(x) tend vers+o f est continue et croissante, donc
d’'aprés le théoreme des valeurs intermédiaifesannule une seule fois.

— Sim> 0, f/(x) s'annule poux =1/v/2xm, f’(x) est positive suj0; 1/+/2x m| et f'(x) est négative syt /+/2* m; +oo]
doncf est croissante puis décroissante et son maximum Vgdy/»/2xm) = —1/2(In(2xm) + 1).
Siln(2xm)+1<0c'estadire sm< 1/(2xe), f ne s'annule pas etil n'y a pas de solutions,
Siln(2+m)+1=0c'est a dire sm=1/(2xe), f s'annule une seule fois en=1/v/2xm= /e,

Siln(2+m)+1> 0 c’est adire sm> 1/(2xe), f s'annule deux fois d’aprés le théoréme des valeurs inteairéd :
une fois avank = 1/1/2+« met une fois apreés.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac4_1.xws
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac4_2.xws

V - Sujet 5

Etude de la suite (n+1)=a*u(n)+b poura etb donnés : convergence et valeur d¢ la
limite.

a. Avec Xcas

Dansbac5_1.xus, on utilise le tableur d&cas au niveau 1 et, au niveau 2, on tape le programme :
u(n,ul,a,b):={

local val;
if (n==0) return u0;
val:=u0;

for (k:=1;k<=n;k++) {
val:=normal(val*a+b);

}

return val;

}

En faisant ce programme itératif on remarque qu’a chaqumeétan multiplie la valeur précédente paet on lui ajoute
b donc, au bout de étapes on aura multiplié la valeur initiale pem et on aura ajouté la somme :

b+axb+..... a~(n-1)#*b

On tape pour avoir la valeur factoriser de-a+... +a"1:

factor(sum(a~k,k,1,n-1))

et on obtient :

(a°n-1)/(a-1)

On écrit donc la fonction et on tape :

u(n,u0,a,b) :=normal(uO*a~n+b*(a"n-1)/(a-1))

Voir aussibac5_2 . xws dans cette session on écrit le programme itératif précépiaista I'aide d’exemples et de graphes,
on cherche si la suite a une limite pour différentes valeas &t b.

b. La démonstration

Sia=1, la suite u est une suite arithmétique de raison

Sia =1, soitl le reel vérifianfl=a*1+b, c’est & direl=b/ (1-a).

Enretranchant membre a membra*1+b au(n+1)=a*u(n)+beten posant(n)=u(n)-1,0n obtient v (n+1)=a*v(n),
la suitev est donc une suite géométrique de raisaonc :
v(n)=v(0)*a~n=(u(0)-1)*a~nc’'est a dire
u(n)=v(n)+1=b/(1-a)+(u(0)-b/(1-a))*a"n
Onadonc:
un)=u(0)*xa"+bx(1-a"/(1—-a)=a"*(u(0) — ——) +
Convergence deu:

Siabs(a) < 1, alorsa" tend vers 0 quand tend vers l'infini donai(n) tend versd/(1— a).

Siabs(a) > 1 alorsa” tend verso donc quandh tend vers I'infini dondu(n)| tend vers l'infini.

Sia=1,u(n) = u(0), donc u(n) est constante.

Sia=—1,u(2n) = u(0) etu(2n+1) = b—u(0) : siu(0) = b/2 la suiteu(n) est constante et 8(0)! =b/(1—a) la suite
u est divergente.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac5_1.xws
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VI - Sujet 7

Tangente a la courbe= exp(x) passant par l'origine : construction et équation. J

a. Avec Xcas

Dansbac7.xws on envisage deux points de vue :
— On trace la droit¢ = mx passant par I'origine. En faisant varier sa panten essaye de rendre cette droite, tangente
au graphe dg = exp(x).
On tape :
plot(exp(x));
m:=element (0..5);
droite (y=mxx);

On fait bouger le curseum et on voit que la droitg = mxx est tangente poun proche de 2.7 avec le point de tangence
de coordonnéed;2.7).
— On trace la tangente au grapheyde exp(x) et passant par le point d’affix@+ i exp(a). En faisant varier I'abscisse
on essaye de faire passer cette droite par l'origine.
On tape :
plot(exp(x));
assume(a:=-1,-5,5);
T:=tangent(plotfunc (exp(x)).a);
normal (equation(T))

on fait bougem pour queT passe paD, on voit quea se trouve proche de 1.
On obtient comme équation de la tangente :

y=(—exp(a) xa+expa) «x+expa))

Cette droite passe par l'origine si et seulementsip(a) xa+ exp(a) = 0.
Il ne reste donc plus qu’a résoudreexp(a) « a+ expa) = 0.

On tapesolve (-exp(a)*a+exp(a),a) et on obtient1].

On trouve ainsi que la tangente passe par l'origine lorsgud.

b. La démonstration
L'équation de la tangente au grapheyde f(x) au point(a; f(a) est :
y=f'(a)x(x—a)+ f(a)

Ici on af(x) = exp(x), doncf’x) = exp(x).
La tangente au point d’'abscisa@ donc pour équation :

y=expl@a)(x—a+1)

cette droite passe par l'origine si et seulememt=sil et cette tangente a pour équatjos exp(1)  X.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac7.xws

VIl - Sujet 8

Retrouver la troisieme loi de Kepler.
On rappelle : }
Premiére loi de Kepler: les planéetes décrivent des ellipses dont le soleil occa
des foyers.
Deuxieme loi de Kepler: le rayon vecteur qui joint le soleil a la planete balaie
aires égales en des temps égaux.
Troisieme loi de Kepler: les carrés des temps mis par les planétes a parcouri
orbite (durées de révolution sidérale) sont proportiomaelk cubes des grands a
de ces orbites.

On prend comme unité de longueur le demi-grand axe de ladeles jours pour |3
durée.

eu

les

" leur
es

-

On donne:
Planéte| grand axe révolution sidérale
Mercure| 0.78 88
Vénus 1.44 225
Terre 2 365.25
Mars 3.04 687.25
Jupiter 10.4 4332.75
Saturne 19.1 10759.25
Uranus| 38.44 30688.0
Neptune, 60.22 60181.0
—
a. Avec Xcas

On ouvre un tableur (voisac8 . xws) et on lui donne comme nompuis on le remplit avec ces données :

sur la ligne 0 on met les titres,

dans la colonne A on met le nom des planétes,

on met le grand axga dans la colonna et,

la durée de la révolution sidérale dans la colonng.

On trace le nuage de points obtenus, pour cela on tape ensddhtableur :

scatterplot(P[1..8,1..2])

On observe que cette courbe ressemble a une fonction poéssam met alors dans la colonbgle logarithme de la
colonneB et dans la colonng, le logarithme de la colonn& On trace le nuage des points définis par les colobret&
et on les relie entre eux par des segments, pour cela on tajehers du tableur :

polygonplot(P[1..8,3..4])

et le dessin est presque une droite.

On définit les deux points extrémités de ce graphe en tapant :

A :=point(op(P[1,3..4])) ;B :=point(op(P[8,3..4]1));

10
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Puis on dessine sur un méme graphique la droite (en rougsamigsar ces deux points extrémités et le nuage de points
obtenus reliés par des segments :

D :=droite(A,B,affichage=rouge) ;

polygonplot(P[1..8,3..4])

On demande ensuite I'équation de cette droite :

equation(D)

on obtient :

y=(1.50185813695*x+4.85049052866)

Donc on a approximativemenln(dr)=1.5%1n(ga)+4.85

On tape:

dr2 :=exp2pow(exp(3*1ln(ga)+4.85 ))

on obtient :

16317.607198*ga"3

Ce qui prouve que I'on 8r~2=16317.607198*ga"3.

DansFo0, on met=C0~2/B0~3 et on remplit la colonn& avec cette formule : la colonr®eest presque constante, cette
constante est le coefficient de proportionnalité de laigois loi de Kepler.

Pour avoir une approximation de cette constant on peut déenda moyenne de la colonmeen remplisantGi par
=mean(F1 :F8) ou en tapant dans une ligne de commande :

mean(P[1..8,5]) carF est la 5-ieme colonne.

On obtient16653.3941258

On peut aussi taper :

882/0.78~3=16675.9453125

225-2/1.44~3=16954.2100694

365.2572/8=16318.5488629

687.25°2/ 3.04~3=16811.5883079

4332.75°2/10.4~3=16688.8820004

10759.25°2/19.1°3=16613.6055852

30688.072/38.44~3=16580.0957393

60181.0°2/60.22~3=16584.2771284

11



VIl - Sujet 10

Un pion se déplace sur I'axe degradué. Il part de I'abscisse zéro et avant chaque
déplacement on lance une piece de monnaie : si c’est pil@ferptule d'une unité,
si c’est face il avance de 2 unités. On effectue 10 tiragdsl®aléeplacements.
Quelles sont ses différentes abscisses des points daftive

Quelle est la probabilité pour que I'abscisse du pion s@gseure stricement a b
unites ? p

a. Avec Xcas

voir bac10.xws On remplit la premiére ligne du tableur en mettant les déffées abscisses du pion pour cela :
dansA0 on met0, puis dan®0 on met :

when (rand(2) ,A0+2,A0-1)

rand(2) vauto ou 1 : si rand(2) vaut1, on ajoute2 a la valeur de la colonne précédente etsnd (2) vautO on
retranchet a la valeur de la colonne précédente. On recopie cette fersuljusqu’a la colonnie

Puis cette ligne est recopée jusque la ligae

On obtient ainsi différentes abscisses d’arrivée dansltnoex.

Il faut alors remplir la colonn&1 :L31 avec les valeurs allant deL0 a20 representant a priori les valeurs possibles des
abscisses d'arrivée. Puis dans la coloMran compte combien de fois ces abscisses ont été obtenuek@ars2 en
tapant dan&1 :

count_eq(L1,K$0 :K$32) (ne pas oublier $)

formule que I'on recopie dans la colonmgusqueM31.

Puis on fait le diagramme en batons des colorirlesL31 etM1 :M31

On trace ensuite en rouge et [égérement décalé le graphigiinoorrespondant.

b. La démonstration

Au premier déplacement le pion a pour abscisse -1 ou 2, auaeaxdéplacement le pion & pour abscisse -2,1 ou 4....Si
pour les 10 tirages on a ontenjpiles etk faces (| +k =10 ouk = 10— j avecj = 0..10), le pion aura pour abscisse
—k+2+j=3xj—10avecj =0..10.

Les différentes abscisses des points d’arrivée sont donc :

-10,-7,—-4,-1,2,5,8,11,14,17,20.

La probabilité pour que I'abscisse du pion soit égale<d 3 1 est la probabilité d’avoif piles pour 10 tirages de pile ou
face (probabilité d’avoir pile egt = 1/2 et probabilité d’avoir face est=1— p= 1/2). Cette probabilité est donc :
binomial(10,j,1/2)=comb(10,j)*(1/2)~10

Donc la probabilité pour que I'abscisse du pion soit supgestrictement a 5 unités est :

sum(binomial (10,j,1/2),j,6,10)

On obtient :193/512=0.376953125

Vérifions :

sum(binomial(10,3j,1/2),j,0,5)

On obtient :319/512=0.623046875

et on a bien93/512+319/512=1

12
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IX -  Sujet 12

Soit un triangle rectangle dire@BA, d’hypothénuseAB. Lieu deC lorsqueA se
déplace sur le demi-axex et B se déplace sur le demi-agy.

a. Avec Xcas

Soit un triangle rectangle dire€BA d’hypoténusedB=1 et d’angleA = a. On cherche le lieu d€ quandA se déplace
surOx et B surOy.
C est le transformé dB dans la similitude de centr de rapport co®) et d'angle—a.
On peut choisir différents paramétres pour faire la figure :
— anglet
Si D est tel queDADB soit un rectangle, et siest I'angle que faiOD avecOx alors, I'abscisse dé vaut cost) et
'ordonnée de B vaut sih). Le lieu deC sera obtenu en tracant la représentation paramétriqueftird'deC.
— l'abscissexade A
B est alors le point d’affixéex v/1 — xa2.
On choisit de prendrecomme parameétre dans la sessian12_1 . xus :

A
I
I
I
I
I

On tape:

assume(t:=[pi/3,0,pi/2]);
A:=point(cos(t));
B:=point(i*xsin(t))
assume(a:=[pi /6,0, pi/2]);
C:=similitude (A,cos(a),—a,B);
plotparam (affixe (C) t);
cl:=re(affixe(C));
c2:=im(affixe (C));
k:=trigsin(simplify(c2/cl1));

On trouvek=sin(a)/cos(a) donc

C se déplace sur la droite= x/ tan(a) On cherche ensuite comment vaeiel’abscisse de, on tape :
normal (tlin(diff(cl,t))) ;solve(diff(cl,t),t)

Aprés simplification on trouve les bornes du segment lied de

(sin(a)+i*cos(a))*sin(a) etsin(a)+i*cos(a)

On choisit de prendrecomme parameétre dans la sessian12_2 . xus :

assume(a:=[0.282743334,0.0,1.57079632679]);
A:=element (segment (0,1));

xa:=abscisse (A);

B:=point(i*xsqrt(l—xa"~2));
C:=similitude (A, cos(a),—a,B);;

triangle (A,B,C);
affichage(lieu(C,A),rouge+line width 2);
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Il suffit ensuite de faire bougdrentre 0 et 1 pour voit décrire le segment de couleur rouge qui est le liegd.de

b. La démonstration

Les pointsO, A, B,C sont cocycliques : ils sont sur le cercle de diam@Becar les angle® etC sont droits. Les angles
inscrits de sommet® et A qui interceptent le méme aBEC sont donc égaux.

L'angle de sommeA qui intercepte I'ar@BC vauta, donc I'angle de somme& qui intercepte I'ardC vaut aussa : ainsi
I'angle que faitOC avecOx est derr/2 — a etC se trouve donc sur la droite d’équatipe- tan(pi/2 — a) « .

Il faut maintenant trouver les positions extréme<dgui sont lorsque :

B est enO et lorsqueCA est vertical i.e quant= 1/2 — a.

14



X - Sujet 13

SoientABM un triangle H son orthocentre et une droiigpassant paikl. Lieu deH
lorsqueM décritd.

a. La figure

b. Avec Xcas

Voir bac13.xws. On définit 2 point#\ et B a coordonnées exactes et une drdipassant par 2 poin&etD a coordonnées
exactes : ces 4 points ont des coordonnées particulieresietespoint M va pouvoir varier. Pour faire le dessin avec
d’'autres valeurs, il suffit de changer les coordonnées, &C,D dans les niveau 1,2,3,4 et de modifier correctement les
niveaux 12 et 13 (pour cela voir la démonstration ci-aprés).

A:=point (5,0, affichage '=0);
B:=point (10,0, affichage '=0);
C:=point(—4,-8, affichage '=0):;
D:=point (4,8, affichage '=0):;
d:=droite (C,D, "affichage '=0);

assume(t:=[—-1.2,-5.0,5.0]);

M:=point (C+t+(D-C));
perpendiculaire (A,B,M), perpendiculaire (M,A,B);

H:=orthocentre (A,B,M);

//H:=inter unique(perpendiculaire(A,B,M), perpendiculaire(M,A,B));
affichage (plotparam (affixe(H),t),rouge);

triangle (A,B,M);

C. La démonstration

On traite ce probléeme en géométrie analytique :

On suppos@& = (a,0), B= (b,0) etd d’équationy = k+xdoncM = (m,k m).

Cherchons les coordonnées de I'orthocehitre (h1,h2) du triangleABM : H est sur la perpendiculaireAB passant par
M d’équatiorx = met sur la perpendiculaireMB = (b— m, —k+m) passant pah d’équation(b —m)(x—a) —kxmxy=0
donc:

hl=meth2= (b—m)(m—a)/(k*xm)

L'équation du lieu est dong= (b—x)(x—a)/(kxXx) = —x/k+ (b+a)/k—ab/(k*Xx)

Ce lieu est une hyperbole d’'asymptokes 0 ety = —x/k+ (b+a)/k passe par les poinfsetB. On vérifie en tapant :
pour avoir le lieu en rouge :

affichage(plotfunc((10-m)*(m-5)/(2*m) ,m) ,rouge)

pour avoir 'asymptoty = —x/k+ (b+a)/ken vert :

affichage(droite(y=-x/2+15/2) ,vert).

15


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac13.xws

Xl -  Sujet 15

Dans I'espace soient deux droiteB et AC non coplanaires. Déterminer le minimym
de la distanc®N lorsqueM se déplace su®B etN se déplace suiC.

a. Avec Xcas

\oir bac15.xws

O:=point ([0,0,0]);

A:=point([3,0,0]);

B:=point ([0,4,0]);

C:=point ([0,0,2]);

nodisp(dl:=droite (A,C));d1;

nodisp (d2:=droite (O,B));d?2;
assume(u:=[0.4,—-1.0,1.0]);
assume(v:=[0.3,—-1.0,1.0]);

//assume(u:=[1,—-5.0,5.0]); assume(v:=[3,—-5.0,5.0]);

M:=element(d1l,u);

N:=element (d2,v);

P:=parallele (O,d1,d2);
Q:=perpendiculaire(d1,P); //ne marche pas
d3:=inter (P,Q, couleur=rouge);
//d3:=projection (P,d1, couleur=rouge );
nodisp (d:=perpendiculaire _commune(d1,d2));d
Ki=inter unique(d,d1);

L:=inter unique(d,d2);
l:=longueur2(K,L);

f:unapply(normal (longueur2(M,N)) ,u,v);
df:=diff (f(u,v) [u,v])

so|ve([13*2*u—8 16%2%v —32] ,[u,v])
f(4/13,1)—1

G:=point(u,v,f(u,v));

On obtient diff (f(u,v), [u,v])=[13%2*%u-8, 16%2*v-32]

16
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b. La démonstration

Considérons la projection orthogon#le deM surAC. Dans le plartMAC on aMH < MN. SoientP le plan paralléle a
OB passant pafC, d la projection orthogonale d@B surP (représentée en noir) ek la projection orthogonale dé
surP.

On aMHp < MH < MN, mais malheureusemeidp n’est pas suAC.

Peut-on trouver un poidl pour que sa projection sur le pl&soit surAC ? Il suffit pour cela de considérer I'intersection

K ded avecAC. L est le projeté d& surOB etKL est égal a la distandégM.

17



XIl - Sujet 21

Méthode d’Euler pouy = axy pouradonné. J

a. Avec Xcas

\oir bac21.xws

La méthode d’Euler peut étre visualisée avec la commande :

interactive_plotode.

On tape:

interactive_plotode(2*y, [t,y])

La fenétreDispG s’ouvre et en cliquant dans le graphe, on peut voir la salud® I'équation différentielle passant par ce
point.

On peut ici, comparer la méthode d’Euler qui dogaesolution approchée dé = axy, y(t0) = y0 poura donné avec sa
solution exacte qui est :

y (t) =k*exp(a*t) aveck=yO*exp (-a*t0).

Soity (t)=yO*exp (a*(t-t0)).

La solution approchéga dey = axy,y(t0) = y0 sur[t0,t1] depend du nombnede points intermédiaires que I'on choisit
pour aller det0 at1.

ya(t1,f,t0,y0,n) renvoie les points d'affixe la valeur approchée de :

y(t0),y(t0+p) ...y (£t0+n*p)=y(t1) pourp=(t1-t0)/n ety solution dey’ = f(t,y), y(t0) = yO avec un découpage
de[tO;t1] enn intervalles égaux de longuepr

On tape :

81=2]

f(t,y)i=axy;
ya(tl,f,t0,y0,n):={
local k,L,p,t,y;
L:=point(t0+ix*xy0);

t:=t0;
y:=y0;
p:=(tl—t0)/n;

for (k:=1;k<=n;k++) {
yi=y+pxf(t,y);
t:=t+p;

L:=L, point(t+ixy);

(]

return L;

1

Puis, on trace sur un méme graphique, la solution exacteugyeret les points obtenus avec la méthode d’Euler en vert
on tape :

affichage (plotfunc (exp(2%(t)),t=0..2),rouge);
affichage(ya(2,f,0,1,50),vert+point_width_2);
plotfield (2xy,[t.y])

en changeant le nombrade points 50 en 10 ou en 100 on verra comment évoluent lesspars.
On trace aussi le champs des tangentes.
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XIIl - Sujet 25

On considére la suite définie pour tout entien, n > 1 par :

1 n
Un = = k(k— 1)
nk;

a. Avec Xcas

\Voir bac25.xws et les commentaires de la session.
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XIV - Sujet 26

Soient trois points non alignés B,C et un réek de l'intervalle[—1; 1]. Déterminer
le lieu du barycentr&y du systéme de points pondéreés :

{(A7 k2+ 1>; (B7 k)! (C7 _k)}

lorsquek décrit I'intervalle[—1; 1].

a. Avec Xcas

\oir bac26.xws
Ona: N . N N
OG = (K24 1) * OA+ kx OB—k+ OC)/(k? + 1)) = f (k) +i*g(k)

On crée une figure 2d exacte (attention il est important derdagfigure en mode exact). On clique pour définir 3 points
A,B,C, puis on dessine la courbe définie par équation paraméteigtepant (une ligne par niveau) :
assume(k=[-0.5,—-1,1]);

g:=normal ((k~"2+1)xaffixe (A)+kxaffixe (B)—kxaffixe (C))/(k"2+1));

G:=point(g);

plotparam(g.k);

Gl:=point(subst(g,k=1));

G _l:=point(subst(g,k=-1));

Pour montrer que AG est paralléle a BC, on calcule :
normal ((g-affixe(A))/(affixe(C)-affixe(B)))

et on voit qu'il s’agit du réel :
k

k211
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XV - Sujet 27

Soit un triangle isocel&BC de sommefA et de perimétre fixé. Trouver le ou lgs
triangle(s)ABC d’aire maximum.

a. Avec Xcas
\oir bac27.xws

assume(t:=[2,0.0,5.0]);
B:=point(—t,affichage=quadrant4);
C:=point(t,affichage=quadrant4);
assume(p:=[3,0,10]);
A:=inter_unique(cercle(C,p—t), demi_droite(0,i));
S:=normal(aire(triangle (A,B,C)));
G:=plotfunc(S,t);

M:=point (t+ixS);

s2:=factor (diff(S~2,t));

sol:=solve(s2,t);

SM2:=normal (subst (S~2,t,p/3));
SM:=normal (sqrt (SM2));
triangle(—p/3,p/3,i*pxsqrt(3)/3,couleur=rouge+line width 3);

On obtient I'aireS=t*sqrt (p~2+(-2*p) *t) de maximunBM=sqrt (3) /9*p~2.

b. La démonstration

L'aire Sd’un triangle de cot@,b,c et de demi-périmétrp est :

s=/p(p-a)(p-b)(p-0)

ici le triangleABC est isocele donb=cetp=b+a/2 ouencor@p—b=p—c=a/2.

Onadonc:

& = pa’(p—a)/4.

Le probléme revient donc & choisipour queS ou S soit maximum, c’est a dire de trouver le maximum de la forrctio
f(a) := p*a~2*(p-a)/4.

On tape factor(diff (f(a),a))

On obtient :(axp* (2xp-3*a)) /4

On tape solve ((a*p*(2*p-3*a))/4,a)

On obtient :

[(2%p)/3,0]

On en déduit qu8est maximum quand= 2p/3 donc quantt=c== p—a/2=a=2p/3 c’est a dire quand le triangle
ABC est équilatéral.
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XVI -  Sujet 29

Pour tout entien, on définitaetb en posant :
a(n) =4n+1etb(n) =5n+3
Trouver selom le PGCDg@(n),b(n))

a. Avec Xcas

\oir bac29. xws
Tout d’abord avedcas quelque soih:

gcd (4%n+1,5%xn+3)=1

carXcas calcule le pged de 2 polynémes.

On tape pour avoir une idée de la réponse :

f(n):=gcd(4xn+1,5%xn+3);

f(n)$(n=0..25);

On obtient:(1,1,1,1,1,7,1,1,1,1,1,1,7,1,1,1,1,1,1,7,1,1,1,1,1,1)

Ce qui veut dire que I'on peut penser cue 4n+ 1 etb = 5n+ 3 sont premiers entre euxrsi# 5+ 7k aveck € N et vaut
7 sin=5+7kaveck € N.

Ou on utilise le tableur (avec 100 lignes, si on veut, maisedtien utile ?)

b. La démonstration avec I'aide de Xcas

Pour avoir une idée de la démonstration on utilise la fomcsigcd de Xcas qui renvoie les coefficients de I'identité de
Bézout pour des polyndmes.
On tape :

egced (4xn+1,5%xn+3,n);
On obtient :[5,-4,-7]
Ce qui veut dire que
5(4n+1) —4(5n+3)= —7
donc que le PGCD@@+ 1,5n+ 3) divise 7 c'est a dire vaut 1 ou 7.
Le PGCD(4 + 1,5n+ 3)=7 si et seulement sid+ 1 est un multiple de 7, donc si il exiskes N tel que :

4n+1=7kou encore sid+1=0%7 donc 4 = —1%7 dona=-inv(4% 7).
On obtient[-2 % 7] doncle PGCD ded+ 1 et ;h+ 3 vaut 7 sih= —24 7kaveck € N et 1 sinon.

C. La démonstration sans Xcas

On cherche une combinaison linéaire entners3 et /1+ 1 qui éliminen.

Ona:

4(5n+3)—-5(4n+1)=7

Donc le PGCD(#+ 1,5n+ 3) divise 7 c’est a dire vaut 1 ou 7.

Le PGCD(4 + 1,5n+ 3)=7 si et seulement si4+ 1 est un multiple de 7.

Il faut donc trouven pour avoir 4+ 1= 7k. Il faut pour cela trouver I'inverse de 4 darg7Z.

Ona:2«4=8=1%7 donc

4n = —1 mod 7 est équvalentra= —2 mod 7

Donc on trouve que le PGCD4- 1,5n+ 3)=7 sin= —2-+ 7kaveck € N et que le PGCD@+ 1,5n+ 3)=1sin # —2+ 7k
aveck € N.
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XVIl - Sujet 30

Dans le plan, soient un triang@AB rectangle erD et une droited passant paO.
On noteA; etB; les projetés orthogonaux respectifsAlet B surd.

Etude des cercles de diaméfgB; lorsqued tourne autour de.

a. Avec Xcas

\Voir bac30.xws

A:=point (3);

B:=point(ix*x4);

m:=element (0..pi,pi/3);
d:=droite (y*cos (m)—xx*sin (m)=0);
Al:=projection (d,A);
Bl:=projection (d,B);

C:=cercle (A1 ,B1);

Cl:=cercle (0,A);

C2:=cercle (0,B);
I:=inter(C1,C2)[0]

Le cercleC passe par le poitd’intersection d&C1 etC2 autre queD.

b. La démonstration

Al etB1 sont de part et d'autre d2si 17/2 < m< et du méme c6té dd si pi/2> m> 0.
En effet, on a les égalités d’angles :

(BO,BI) = (B10,Bsl) car cet angle intercepte I'af@ deC2 et

(AO,Al) + (A1l,A10) = rrcar cet angle intercepte I'af@l deCl. (Aql,A1B1) = (Al,AO)
(AlI,AO) + (BI,BO) = 11/2

(A1| ,A]_B]_) + (BlO, Bl|) = T[/2

doncAyl est perpendiculaireB;| donc les cercles de diamé#gB; passent pal.
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XVIIl - Sujet 33

Dans I'espace, on donne un tétraedre rég@BC et le milieu deAB.
Soit M un point quelconque d&C. Le plan passant paret orthogonal &M coupe
OB enN. Comment minimiseMN ?

7 MN=2.07392286Q78

a. Avec Xcas

\oir bac33.xws

T:=pyramide([0,0,0],[2.0,0],[0,1,0]);
coordonnees(sommets(T));

A:=point ([0,0,0]);
B:=point ([2,0,0]);
C:=point ([1,sqrt(3),0]);
O:=point ([1,sqrt(3)/3,2/3xsqrt(6)]);
l:=milieu(A,B);

assume(t=[0.8,0.0,1.0]);

M:=element (segment (A, C),t);

P:=orthogonal (I, droite (I,M));

N:=inter unique(droite (O,B),P);
)

L:=normal(longueur2(M,N));
//Met«A+(1—t )xC soit M-A=(1—t )x(C-A)
dL:=normal (diff(L,t));

fsolve (numer(dL)  t);

subst (L,t,1/2)

puisplotfunc(longueur2(M,N),t);

b. La démonstration

Pour résoudre ce probléme, on veut utiliser différenteouts.

1. On utilise les équations des droites et du plan, pour &®icoordonnés del et deN.
On choisitM :=m+i*m*sqrt(3) (SiM :=element (segment (A,C),t) ; On am=t)
Donc le vecteutM a pour coordonnéém— 1, mx /3, 0.

Le planP a donc pour équation :
(M=1)%(x—1) +mx+/3xy=0
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et la droiteOB a pour équation :

X=2-—u,
y=u/V3,
2:2*u*\/6/3
donc,

N est un point d®©B avecu = 1 —mi.e. a pour coordonnées :
[Mm-+1,(1—m)/v/3,2%(1—m)x+/6/3] soit :

MN2 =1+ ((1—4+m)*+/3/3)2+8/3% (1—m)>=8xnP —8xm+4.
DansXcas on vérifie en tapant :

equation(P);
normal (coordonnees(N));

On obtient comme équation dke:

-t*x-sqrt (3) *t*xy+t- (- (sqrt(3)))*y=0

On obtient comme coordonnéeside

[-t+2,sqrt(3)/3*t,6%sqrt(6)/9*t]

On a comme coordonnées kle:

[1-t, (1-t)*sqrt(3),0]

donc,

MN2 = (1—t— (—t+2))%24 (v/3/3xt — (1 —1) % /3)%2 + (6% 1/6/9%t)° = 8xt? — 8+t + 4.

Le minimum est atteint pour= 1/2 donc poum=1/2.

. On calculeVIN? grace a des considérations géométriques.

On choisitM :=m+i*m*sqrt(3) (m=1-t)

SoitK la projection deN surABC. K se trouve sur la bissectrice intérieure de I'angléangle que faitOB avec
le plan ABC a pour tangente/2 puisque la hauteur d’un tétraédre régulier de cosévauth = ax/6/3. Le
sommetO se projette SUABC en le centre de gravit€ du triangleABC et GB = ax /3/3. On a dond/GB =
ax/6/3/(ax/3/3) = V2.

On a dond\K = BK % /2.

Les triangle<CMI et BKI sont semblables de rapp@t/Bl = /3 (ils ont chacun un angle de 30 degrés et leurs
angled sont égaux car ils ont des cotés perpendiculaires), dBKc= MC/+/3= (2—2xm)/v/3 etlK =Ml /V/3.
Donc

MN2 = MKZ?+KN? =MI?+1K2+KN2 = MI?«(4/3) + 2% BK?
= (4*mz—2*m+1)*4/3+2*(2—2*m)2/3:8*m2—8*m+4

dont le minimum est bien atteint poor= 1/2 donc pout = 1/2.

. sans faire le calcul ddN? en fonction dem.

On veut minimiser :

MN? = MI2 % (4/3) + 2% BK? = (4/3) * MI2 + (2/3) x MC?.

SoitQ la projection deM surCl.

Ona:

MI? = MQ?+ QI?, MC? = MQ? + QC? etMQ = QC//3

doncMN? = 2+ MQ? + (4/3) * Q1%+ (2/3) » QC? = (4/3) * (QI2 4 QC?)
Il faut donc minimiser(QI? + QC?). SoitJ le milieu delC (i.e.JC = —JI).
Ona:

(QIZ+QC?) = (QI+J)2 4 (QJI—JN)? = 2(QJI? +JI?) donc le minimum déQI 2 + QC?) est obtenu lorsque est
enJ, c'est a dire lorsqui est le milieu deAC.
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XIX -  Sujet 43
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considére :
C={M(x,y)x>0,y>0, V/x+y=1}

C est-il un quart de cercle ?

a. Avec Xcas

\oir bac43.xws

plotinequation ([x>0,y>0,sqrt(x)+sqri(y)<1],
[x=0..1,y=0..1],xstep=0.1,ystep=0.1);

plot((1—sqrt(x))"2,x=0..1);
plotimplicit (sqrt(x)+sqrt(y)—1,

[x=0..1,y=0..1], xstep=0.05,ystep=0.05);
plot((1—sqrt(x))"2,x=0..1);cercle(1+i,1,affichage=rouge);

b. La démonstration
On multiplie par le conjugué, ce qui donne

y—X+1-2xsgrt(y)=0

On remultiplie par le conjugué, on obtient

x272*x*y+y2—2*y+172*x

Il reste un terme eRry, donc ce ne peut pas étre une équation de cercle.
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XX -  Sujet 44

Trouver la somme des cubes dggremiers entiers.

a. Avec Xcas

On utilise le tableur : voibac44 . xus

b. La démonstration

On sait que la somm®, desn premiers entiers vaut :

S =1+2+..n=n(n+1)/2

Cherchons la somnt® des carrés daspremiers entiers.

Ona:

(1+n2=n+3n?+3n+1

n=n-1°%+3n-12+3n-1)+1

P=2%43%224+3x2+1

2BZ=134+3%124+3x1+1

En ajoutant membre & membre, on en déduit que :
(14+n3=1343(N+(n—1)2+..224+1%)+3(n+(n—1)+..2+1+n

(n®+3n?+3n—3n(n+1)/2—n=3S, Donc la somme des carrés depremiers entiers vautS = (n® + 3n?+3n—
3n?/2-5n/2)/3=(2n°+3n°+n)/6=nx*(n+1) x(2xn+1)/6

Pour calculer la somme des cubes dgsemiers entiers on fait la méme chose afe¢ n)*: (1+n)* =n*+4xn3+6x
n+4xn+1...

24 =144 4513465124+ 4x1+1

donc(1+n)* =144 453 +6%xS+4+S+ndonc 4 S =n*+4xn3 46+’ +4xn—(2n3+3n?4-n) —2n(n+1) —n=
n*+2xn34n? doncS = n?* (n+1)?/4

27


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/bac/bac44.xws

XXI - Sujet 47

Soit un triangleABC existe-t-il une droite perpendiculaireB& qui partageABC en
deux polygbnes de méme aire ?

a. Avec Xcas

\oir sessiorbac47.xws

b. La démonstration

Si AC = AB c’est facile car la hauteur issue Becoupe le triangle isocéldBC en deux triangles ayant la méme aire.

Supposons quaB > AC et soitH le pied de la hauteur issue deH peut se trouver enti@ etC ou a I'extérieur deBC
et du coté de€.
On pose :
BC=a,BH=detAH =h
L'aire du triangleABC est donc axh/2
On cherche le point! de la droiteBC pour que la droite perpendiculaireB& enM partageABC en deux polygdnes de
méme aire coupBC enM.
Soit K le point d’'intersection de la perpendiculaire Bha BC avecAB. On a, car les triangleABH et KMB sont
homothétiques :
BM = x, MK = k= hxx/d On va considérer trois cas :
— supposons quél est erC
L'aire du triangleKBC est donc axk/2 Ce cas se produit aikk =axh+x/d =axh/2 c’est & dire SBC=BM =x=
d/2=BH/2 Donc siBC=BH/2,M est erC
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— supposons qud est un pointentrB etCi.e.x < a.
L'aire du triangleKBM est donc«k/2 et on aax k > xxk =axh/2 Ce cas peut se produirgsi hxx/d > h/2 c’est
adire siBC >BM =x>BH/2 etalorson a:
xxk=xxhxx/d=axh/2 c’est a dire> = axd/2. Donc siBC > BH/2,M est entreB etC et sion a :
BM? = x? = ax d/2 alors I'aire du triangl8MK est la moitié de I'aire du triangIBCA.
— supposons quiE est un point entr€ etH. Ce cas peut se produireBC < BH /2.
La perpendiculaire e a BC coupeAB enK etAC enL.
Ona:MK=k=hxx/detML=1=h=«(x—a)/(d—a) L'aire du quadrilateré&BCL est donc :
xxk/2— (x—a)xl/2= (x*xh/d— (x—a)?xh/(d—a))/2=
hs (X2 (d—a) — (x—a)?+d)/(2xd* (d—a)) En développant :
Xx(d—a)— (x—a)?+d= —x?>xa+2xxxaxd—a’+d = —ax (x—d)>+d+a(d—a)
on trouve :
l'aire du quadrilatere&KBCL est—hxax (x —d)2/(2+d* (d —a)) + hxa/2 M répond & la question sihax (x —
d)?/(2xd*(d—a))+hxa/2=axh/4
ou encore si :
—(d—x)2+d*(d—a)/2=0 ou encore :
(d—x)2=dx(d—a)/2

C. Construction géométrique de M

— SiBC > BH/2, on déterminé pour que :
BM? = BH x BC/2.
On trace la perpendiculaire &aBC et on reporte sur cette perpendiculaire de part et d’autBlde longueur8C/2
etBH :
BE = BC/2 etBF = BH
Le cercle de diamétreF coupeBC enM. Comme le trianglMEF est rectangle e, on a pour hautelBM on a :
BM? = BF xBE = BH % BC/2.
La perpendiculaire el a BC coupe alors le triangl&BC en deux polygbnes de méme aire puisque :
le double de I'aire dBMK vaut I'aire deBCA puisque :
kxx=x?+h/d=BK+%BM/2=AH xBM?/BH = AH xBH x BC/(2+BH) = AH x BC/2
— SiBC > BH/2, on détermin@! pour que :
HM? =CH *BH /2.
On trace la perpendiculaire ¢t a BC et on reporte sur cette perpendiculaire de part et d'autid ¢ks longueurs
BH/2 etCH :
BE = BC/2 etBF = BH
Le cercle de diamétreF coupeBC enM. Comme le trianglMEF est rectangle ell, on a pour hauteudiM on a :
(d—x)2=HM2=BF *BE=BH +CH/2=dx (d—a)/2.
La perpendiculaire el a BC coupe alors le triangl&BC en deux polygbnes de méme aire puisque :
le double de l'aire du quadrilate#BCL est alors égal & ~hxax (x—d)?/(d* (d—a)) +hxa= —hxaxdx* (d -
a)/(2«d«(d—a))+hxa=h=a/2 DoncM répond bien a la question.
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