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L’objet de cette note est de donner une démonstration aussi simple que possible des
théoremes d’annulation et de finitude dus a T. Ohsawa [7], [8], et des généralisations de ces
théoremes obtenues par O. Abdelkader [1], [2].

Soit X une variété analytique complexe de dimension n . On suppose que X est faiblement
1-complete, c’est-a-dire que X possede une fonction d’exhaustion plurisousharmonique v de
classe C*> , et on se donne un fibré linéaire holomorphe hermitien F au-dessus de X . Nous
redémontrons les résultats suivants.

THEOREME D’ANNULATION [1], [8]. — Si la variété X est kahlérienne et si la forme de
courbure de E est semi-positive de rang > s en tout point de X , alors

HPY(X ,E)=0 pour p+q=2n—s+1.

THEOREME DE FINITUDE [2], [7]. — On suppose que la forme de courbure de E est
semi-positive de rang > s en tout point du complémentaire X \ 'Y d’une partie compacte
Y C X | et que X posséde une métrique hermitienne o qui est kahlérienne sur X \'Y . Alors
dim H?9(X,E) < oo pourp+q=>2n—s=1.

THEOREME D’ISOMORPHISME [2], [7]. — Soit ¢ une fonction d’exhaustion plurisous-
harmonique de classe C*° sur X . Notons X, = {z € X;9(z) < ¢}, ¢ € R. On suppose que
X, Y, E vérifient les hypotheses du théoreme de finitude. Si X. contient le compact Y , alors le
morphisme de restriction

HPY(X,FE) — HPY(X,., F)
est un isomorphisme pour p+q > 2n—s+ 1.

Notations. — Dans toute la suite, on se donne une métrique « kihlérienne sur X (resp.
hermitienne sur X et k&hlérienne sur X \Y') , et une fonction d’exhaustion plurisousharmonique
¥ de classe C* sur X (l'existence de « et 1) résulte des hypotheses). On considere également
une métrique hermitienne w sur X , qui sera construite ultérieurement a ’aide de v et ¢p . On
désigne par D = D’ + D" la connexion canonique de E , par ¢(E) = D? sa forme de courbure,
par § = &' + ¢” I'adjoint de D relativement & la métrique w . On note enfin L I'opérateur de
multiplication extérieure par w , et A 'adjoint de L . Si A, B sont des endomorphismes de degrés
respectifs a,b de Pespace CJ5, (X, E) = ©C.%, (X, E) des formes différentielles sur X a valeurs
dans E , on note [A, B] = AB — (—1)®BA . Les opérateurs de Laplace-Beltrami A’ et A” sont
alors définis par

A — [D/,(S’] —D'§' + 6D , A/ — [D”,(S”] )



1. Théoréeme d’annulation

Nous utiliserons l’identité de Bochner-Kodaira-Nakano non kahlérienne sous la forme
énoncée dans [3] (on pourrait en fait se contenter des formules moins précises de P. Griffiths [4]
ou de J. Le Potier [6]). Cette identité s’écrit

(1.1) A" = Al +[ic(E),A] + T,
avec
T=I[Aduw],
Al =[D' +71,8 + 1],

T, = [A,[A, %d’d”w]] ', (dw)"] -

Le symbole d'w doit étre interprété ici comme étant 'opérateur de multiplication
extérieure par la (2,1)-forme d'w ; 7 est donc un opérateur de type (1,0) et d’ordre O .
Par définition, A’ est un opérateur autoadjoint > 0 . Par intégration de (A" u, u) relativement

a I’élément de volume dV = MTT , on déduit de (1.1) 'inégalité

(1.2) /X(|D”u\2—|—\6”u\2)dV2/}((([ic(E),A]u,u)—i—(Twu,u))dV

pour toute forme u € C;%, (X, E) & support compact.

Soient 0 < A < ... < A, les valeurs propres de ic(E) relativement & w ; notons
Al = Zje[ Aj, I C {1,...,n} . Pour toute forme u de type (p,q) & valeurs dans E écrite
relativement & une base orthonormée de T X qui diagonalise ic(F) , un calcul classique donne
(cf. par exemple [3]) :

(1.3) (lie(B), Alu,uy = > (Ar = Ags)lurgl® .
[ |=p,|J|=q

Soient x, p deux fonctions convexes croissantes R — R de classe C* . On note E, le fibré £
muni de la métrique déduite de celle de E par multiplication par exp(—y o ?) , et on pose

w = ic(Ey) + exp(—po)a

(1.4) — ic(E) + id'd"(x 0 ) + exp(—po)a .

LEMME 1.5. — La fonction p étant fixée, on peut pour tout € > 0 choisir y a croissance
assez rapide pour que |T,|, < ¢ .

Des calculs triviaux donnent en effet
d'w=—p'oh exp(—poyp) dY ANa,
d'd"w = exp(—p o) (¢ 0w)? = p" o) dp Ad" — plogp d'd"y] A,
et comme

w Z i(x o d'd" + X" 0w d'p A d"$) + exp(—p o p)a

on obtient les majorations

|d'w]y < plot |d'Y]y |exp(—pov)al, < ploty (X" o)~ 2
(P op)2+p"o0p  ploy O
X" o * X ot

|d,d”(U|w <



Désignons par )\;-C (resp. )\;"p ) les valeurs propres de ic(E,) par rapport a « (resp.w) ,
rangées par ordre croissant. Le principe du minimax entraine )\;‘ > )\? , et on a par hypothese
0< A .1 <...< A2, <\ . En diagonalisant ic(E,) par rapport & o , on trouve

AY )\0

1.6 >\ = '
(1.6) yurexp( —pot)) = A0+exp( —po)

LEMME 1.7. — Si I'on choisit p en sorte que exp(—p o) < tA0_ ., , alors pour tous
multi-indices I, J de longueurs p, q telles que p+q >2n—s+ 1, on a

Py )\x,p > nj_l ‘

En effet d’apres (1.6), il vient )\;-(’p >3t _sij>n—s+1,dou

1+1/n
P (n—s) n—q+1 q
AX:p )\ L S A _ 2 A L _ _ . |:|
Notons || ||, les normes L? globales relatives a la métrique de E, sur les fibres, et a la

métrique hermitienne w sur X . Avec le choix de p donné par le lemme 1.7, les inégalités (1.2,
1.3, 1.5) entrainent pour toute (p,q)-forme u de classe C* a support compact dans X et a
valeurs dans E ’estimation L? suivante :

", 112 1", 112 q 2
(1.9 D"l + 15l > (2 ) Il
Notons C le cone des fonctions convexes croissantes de classe C* sur R . D’apres ce qui précede,
il existe yg € C telle que pour tout x € xo + C l'inégalité (1.8) soit valide et la métrique w
complete. Pour x € C , soit

HPY(X,E,)

le groupe de D”-cohomologie en degré ¢ du complexe des (p,-)-formes u & coefficients LZ _ &
valeurs dans F , telles que u et D”u appartiennent & Lg7.(x, E,) . Les méthodes L? classiques
de Hormander [5] entrainent alors

HPY(X,E,)=0 si xexo+C.

LEMME 1.9. — On a la décomposition en réunion filtrante croissante Li_(X, E.loc) =
UxECLg,(X? EX) :

Preuve. — FEn tout point z € X | la norme relativement a w d’une forme scalaire donnée
décroit avec w et donc aussi avec x ; comme les normes || ||, sont calculées avec I’élément de
volume dV = % et avec le poids exp(—x o ¢) sur les fibres, il suffit de voir qu’on peut choisir
X en sorte que la fonction (x’ ot 4+ x” o ¥)™ exp(—x o ¥) soit arbitrairement petite & I'infini.

Ceci résulte du lemme 3.1 démontré plus loin. O
Du lemme 1.9, on déduit aussitot par passage a la limite inductive :

HPY(X,FE) =limind H”Y(X,E,) =0 .
X€xo+C

2. Théoréme de finitude



Fixons des réels a < b < c tels que Y C X, = {z € X;9¢(z) < a} . Avec la notation
(1.4), on peut choisir la fonction p < 0 de valeur absolue assez grande sur | — 0o, a] pour que la
métrique w soit définie positive sur X, , et p > 0 assez grande sur [b, +oo[ pour que I'inégalité
(1.6) ait lieu sur X \ X; . Le lemme 1.5 s’appliquera de méme 1a ot dov = 0 , donc en particulier
sur X \ X3 . On en déduit 'existence d’une fonction xo € C telle que pour tout x € xo + C on
ait une inégalité de la forme

(2.1) [l < €y (HD"uni sl + | |u\idv)
b

ou C; est une constante > 0 indépendante de x . Dans la suite, on fixera xy = xo sur | — oo, ¢
et on ne fera varier y que sur l'intervalle ¢, +00] .

LEMME 2.2. — Pour tout ¢ > 0 , il existe un nombre fini de formes f; dans
L2 (Xy,Ey,) , 1 < j <N = N(e) , telles que pour tout u € Dom (D) N Dom (§") on
ait
/X ul,dV < |/ (fj,u XOdV|2+5/X (lulZ, + [D"ul3, +[6"ul3,) dV .
b

1<j<N

On sait en effet que l'opérateur A” est elliptique. Le lemme de Rellich entraine que
I’ensemble des restrictions a X des (p, q)-formes u vérifiant

[ ) dv? +5/ (luf2, + [D"uf2, + |6"ul?,) dV <1
X0

c

est une partie relativement compacte K; de L?)’q(Xb,EXO) . Puisque lintersection des

adhérences Ky est réduite a {0} lorsque f décrit L2 (X, Ey,) , il existe un nombre
fini d’éléments f; tels que lintersection des Ky, soit contenue dans la boule unité de
Lg’q(Xb,EXO) . O

Si nous appliquons le lemme 2.2 avec € = 1/2C en prolongeant f; par 0 sur X \ Xj ,
I'inégalité (2.1) implique

(2.3) lully, < Co | ID"ull + 16" uly + D [(fjuhl?

1<jSN
pour tout v € Dom D” N Dom §” . Soit h € L2 (X, Ey) une forme telle que D"h = 0 .

Notons P et P’ les projecteurs orthogonaux sur ker D" et (ker D”)* respectivement, opérant
dans L2 (X, E)) . Comme (ker D”)* =1Imd” C kerd” , (2.3) entraine pour tout u € Dom 4"
I’estimation

[ uh|? = (hy Pu)[* < Col|ll | 167 Pully + Y 15 Pudyl?

1<G<N

= Collhll3 [ 18" ull} + Y KPS ul?

1<G<N

Le théoreme de Hahn-Banach montre alors qu’on peut écrire
(hyu)y = (g.6"u) + > ¢{(Pfj,u)
1<j<N
(X,Ey) et c; € C, don

h=D"g+ Y  ¢;.Pf;.
1<ySN

avecgEqu 1



On en déduit par conséquent dim HP (X, E,) < N , d’ou par passage a la limite inductive la
majoration
dim H»4( X, E) < N .

3. Théoreme d’isomorphisme

Nous allons montrer que le morphisme de restriction
HP(X,E) — HPY(X., E), p+g=2n—s+1,
est un isomorphisme des que X, D Y . Dans ce but, nous aurons besoin de construire des

fonctions convexes d’un type particulier, ayant une croissance rapide mais réguliere.

LEMME 3.1. — Pour toute fonction croissante v : R —10, 00| , il existe une fonction
p € C vérifiant les propriétés suivantes sur [0, +00] :

(a)p=~, W=y, w' >y, p' croissante;

(b) les fonctions pi' exp(—2p) , p” exp(—Lp) sont décroissantes;

(c) W' exp(—p) < exp(—y) , " exp(—5p) < exp(—7) -

Démonstration. — Les conditions (b) équivalent a " — L2 < 0et p” — Lp/p” <0
il suffit donc que la fonction w'— % 1’2 soit < 0 décroissante, ou encore (pulsque uoest >0

croissante) que —£- 4 u soit > 0 croissante. Ceci équivaut a dire que la fonction

1 1
0 = —log {%u’ exp(—%m]

est convexe croissante. Inversement, si on suppose donnée une fonction 6 € C , toute fonction
p obtenue par ce procédé est telle que 2 4 [exp(— o —1)] = , d’ot1 la solution

(3.2) w(t) = —2nlog [/:oo e_g(“)du}

Reste a vérifier que les conditions (a,c) peuvent étre satisfaites pour un choix convenable de 6 .
Si I’on suppose ¢’(0) > 1 , il vient

3.3 T gy < L [ et gy — Y < 0w
. — u — u — < —
(3:3) / S >/ (wpe 7 = TGy < €

d’out x> 2nf . D’apres (3.2) et (3.3), on obtient d’autre part
—1

+oo
w(t) =2n {/ ee(t)_e(“)du] > 2n0'(t) ,
¢

+o0 +oo —2
(3.4) ' (t) =2n [1 — 9'(t)/ ee(t)_e(“)du} [/ ee(t)_e(“)du} :
t t

On observe que f:oo 0 (u)e? =9 dy = 1 | donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

e 0(t)—6(u) ’ Halp 0(t)—6(u)
) —\d < Wy .
(3:5) |:/t ‘ u} /t 6'(w) !



Grace a une intégration par parties, il vient maintenant
+oo 400 9//(u>
/ 0(t)—0(u _nl 0(t)—0(u
(3.6) 1_9(t)/t et ()du—e(t)/t We“ ) dy .

En combinant (3.4, 3.5, 3.6) il s’ensuit p/(t) > 2n6”(t) , si on suppose que la fonction 6” /60" est
croissante. Un dernier calcul fastidieux nous donne

+o0 too
w"(t) = Qn{ [2 - 9’(t)/t ee(t)_e(“)du] [1 — 9’(t)/t ee(t)_e(“)du}

+oo 2 +oo -3
— 0" (t) { / ee(t)_e(“)du} }{ / ee(t)_g(“)du}
t t

Si on minore [2 —0'(t) f;roo ee(t)—e(U)du} par 1 et si on utilise I'inégalité p”” > 2nf” , on voit

"

alors que p”’ > 0, par suite p/' est bien croissante. Enfin, par définition de p :

1 +oo
:u,(t> eXp(——,u(t» = 2ne %) / B_e(u)du < 2ne—20(t) :
n t

1 Foo
' (t) exp(—ﬁu(t)) =2n {1 - 9/(75)/ ee(t)_e(“)du] e 20(t) L oape=200)
t

Il ne reste donc plus qu’a construire une fonction 6 € C telle que 8,6,60” > ~ | avec 6(0) > log 2n ,
6'(0) > 1 et §”/0" croissante. Il suffit pour cela de poser

t+1
0(t) = log2n + / " dy,
0

ou 7 € C a la propriété que n = logy et n(0) >0, 7' (0) > 1. O

Nous introduisons maintenant une nouvelle relation d’ordre sur les fonctions, notée << ,
strictement plus fine que la relation < .

DEFINITION 3.7. — Si x1, x2 sont des fonctions de classe C? définies sur un intervalle
de R , nous écrirons y1 << X2 si

/

(a) x1 <x2, X1<X2, X{<X%:
(b) Xy exp(—Lx1) = xhexp(—Lix2) , XY exp(—L1x1) = x5 exp(—Lx2) .

L’intérét de cette définition réside dans ’observation suivante : si w,, et w,, sont les
métriques associées par la formule (1.4) & deux fonctions x1, x2 € C telles que y1 << x2 , alors

(3.8) Wy, S Wy, w;1 exp(—x1 o) > WQQ exp(—x20v), | ||X1 > || ||X2 .

Pour simplifier les calculs qui suivent, nous supposerons que la fonction d’exhaustion v est > 0
et que 0 < ¢ < 1 (on peut toujours se ramener & ce cas en remplagant ¢ par i + % , avec
e >0).



LEMME 3.9. — Pour toute fonction croissante vy : R —]0,4o00| , il existe :

(a) une fonction convexe x : [0, c[— R vérifiant les propriétés du lemme 3.1 relativement

a la fonction croissante v.(t) = (=) ;

(b) une suite de fonctions xi € C vérifiant le lemme 3.1 relativement a -y et convergeant
vers x dans C*°([0,c[) , telles que xx << xk+1 sur [0, +oo[ et xp << x sur [0, ¢c] .

Démonstration. — Si u, est la fonction donnée par le lemme 3.1, on pose
1 in
t) = , te|0,c,
X = () + = te ol
1
Pi(t)= Y (t+l-c-— 2" te (0,400,
0<m< Ny,

Xk(t) = iy (Pr(1) +4nPy(t) , T € [0, 400,

ou Ny est une suite strictement croissante d’entiers que nous choisirons ultérieurement. Py (t)
converge vers 1/(1 — (t+1—¢)) =1/(¢—t) , donc xx converge bien vers x dans C*([0,c]) .
La vérification des inégalités 3.7 (a) pour la relation xj << yx4+1 est triviale, car I'expression
Py (t) est croissante aussi bien par rapport a k que par rapport a ¢t ; de méme les propriétés 3.1
(a) pour p = xy résultent de ce que Py(t) >t , P(t) > 1sik > 1/(1—c) . Il est clair aussi que
p = x vérifie 3.1 (a), car x("™)(t) > u(m)( -) > (=) , 0 < m < 2. Pour obtenir 3.1 (b,c)
avec [t = X , on observe que

( 1 1
Xk exp(—ﬁXk) = (4n + ,ufy o Py) exp(—glu,y o Py) P exp(—4Py)

1 1
(3.10) X exp(—=—xie) = (4n 4 piy 0 P exp(——piy 0 Pr) Py exp(—4F)

\

1 /
+ ul o Py eXp(—ﬁ“,y o Pp)P% exp(—4P;) .

uitte a remplacer v par v+ constante, on voit qu’il suffit de montrer que les fonctions
v Y
P/ exp(—2Py) et P}’ exp(—4Py) sont décroissantes en ¢ . Cela résulte de ce que les polynémes

/ d / 1
P!'—2P%et P"—4P|P] = d—(P”—QPkQ) sont & coefficients < 0 : le coefficient de (t—f—l—c—E)m

dans P}’ est (m +1)(m+2) si m < Ny — 2, tandis que dans P2 il vaut
(m+1)(m+ 2)
5 .
Il nous reste seulement a vérifier les inégalités 3.7 (b) pour le couple (xx, xx+1) - Pour cela, il

suffit de montrer que I'on peut choisir la suite Nj en sorte que les suites k — P exp(—2Py) ,
k — P/ exp(—4Py) soient décroissantes. Considérons pour k fixé la limite

Li(t) =, lim Py, (t) exp(=2Py(t)) ,

(m+1)+2m+3m—-1)+--- >

(c+ 1 —t) 2exp(—2(c+ 1 —t)71) si t<c+ g

0 si t}c—i—%.

La fonction ¢ — (c — t)~2?exp(— 2(c —t)71) est décroissante sur [0, ¢ . On en déduit que
Li(t) < Lg-1(t) pour 0 <t < e+ 1 , tandis que pour t > ¢+ ¢ 1 > ¢+ 4 il vient :

Py (t)exp(—2P,_1(t)) > exp (_2(Nk:—1 +1) (t +1—c— %) k_1> )



1\ Vet 1\ e
P/ (t) exp(—2P;(t)) < N} (t +1—c— E) exp (—2 (t—f— l—c— E) )

Par conséquent P, exp(—2P,_1) > P/ exp(—2P;) si Nip_1 , Ni et Ni/Ni_1 sont assez grands.
Méme raisonnement pour la suite P}’ exp(—4F) . O

Fixons maintenant des fonctions x, xx vérifiant le lemme 3.9, telles que la métrique w,,
(resp.wy, ) soit complete sur X. . On suppose désormais que p +¢q > 2n — s+ 1 . Alors
H?9(X,, E,) et H»(X, E,,) sont de dimension finie (théoreme de finitude).

Nous allons montrer que le morphisme de restriction
(3.11) HP(X, Ey,) — H(X., Ey)

est un isomorphisme pour k assez grand; simultanément, nous prouverons les estimations L?
suivantes, qui précisent les propriétés de surjectivité et d’injectivité. La premiere exprime en
fait une propriété de densité asymptotique.

PROPOSITION 3.12. — Pour toute forme D"-fermée h € L? (X, Ey) , il existe une
suite de formes D"-fermées hy, € L2 (X, Ey,) telles que

(a) k—I}Hloo |h — hi|ly =0 sur X, ;

(b) pour tout € > 0 , il existe a = a(e) < ¢ et un indice ky(e) tels que

11x\x, hillxe <€ pour k= ko(e) .

ProproOSITION 3.13. — I existe une constante C' > 0 indépendante de k et un entier
k1 tels que la propriété suivante soit réalisée pour tout k > kq . Soit h € Lf,’q(X, E,,) une forme
D" -fermée dont la classe de cohomologie est nulle en restriction a H?(X., E,) . Alors il existe
g€ Lf,’q(X, E, ) telle que D"g = h et ||g|ly, < Callh|ly, -

Nous démontrons les propositions 3.12, 3.13 et la propriété d’isomorphisme par récurrence
sur q , le résultat étant trivial pour ¢ > n . Supposons les résultats vrais en degré q + 1 , et
démontrons-les en degré g . Le schéma du raisonnement est le suivant :

(3.13,41) = (3.124) = (3.13,) ;

(3.12,) et th. de finitude = surjectivité du morphisme (3.11);

(3.13,) = injectivité du morphisme (3.11) (implication évidente).

e Preuve de : (3.13,41) = (3.12,) .

Par construction de yj , il existe une suite croissante by, € [0, ¢[ convergeant vers c telle
que sur Xj, on ait I’encadrement

e < Il < 201 Ml

Puisque la métrique w, est supposée complete sur X, , il existe une suite aj, € [0, by,[ convergeant
vers ¢ et une suite de fonctions 6 € C*°(X,) telles que

0<60,<1, 6,=1 sur X, , Supp(br) C Xy, , rr)l(ax|d9k|x <1.

Soit h € Lf,’q(Xc, E,) une forme D”-fermée sur X, . La forme 6;h prolonge h & X , mais elle
n’est pas fermée. On est donc amené a résoudre 1’équation

(3.14) D"g=D"(0rh) =d"0s A



en bidegré (p,q+ 1) . Posons n, = H]IX\XathX ; ni tend vers 0 quand k tend vers +oo . Le
choix de by implique
"0 A hll, < 201d"0x ARl < 2k
et la classe de cohomologie de d"6; A h = D"(6ih) , restreinte a H?9(X,, E,) , est nulle
par définition. D’apres la proposition 3.13 appliquée en bidegré (p,q + 1) , I'équation (3.14)
admet pour k assez grand une solution g € L2 (X, E,,) telle que [|gi|ly, < 2Can; . Posons
hi, = Oxh — g, . La forme hy, est alors D”-fermée sur X ; comme || ||, < ||y, sur X, , il vient :
17 = Rl < gl + 11 = 6k)hllx — 0,
13\ X, Pl < Mgl + 20Tx,,\x,,, Ml < 2C2mk + 20m

pour k > m . La proposition (3.12,) est donc démontrée. O

e Preuve de : (3.12,) = surjectivité du morphisme (3.11).

Rappelons le lemme classique suivant :

LEMME 3.15. — Sous I’hypothése dim H?4 (X, E,) < 4+oo , 'opérateur
a1 L 1(Xe, BEy) D Dom Dy | —ker D) C L2 (X., Ey)

P,q—1 P,q—1
est d’image fermée, et on a la somme directe orthogonale

ker Dy , =ImD) , ®H
ot H est I'espace des formes harmoniques f € L2 (X, Ey) (i.e. telles que D" f = §"f = 0) .

En effet ker Dg’q est fermé, et par définition on a

H =kerD" ;;Nkerd” =kerD” ;N (ImD" ;_ )+ .
e e e ( Ve )

Il suffit donc de voir que Im D) ,_; est fermée. Or, 'opérateur D) ,_; : Dom D] .1 — ker D ,
peut étre considéré comme un opérateur borné entre espaces de Hilbert si Dom D;)” g—1 €st muni
de la norme du graphe (lequel graphe est fermé dans Lg’ g—1 X L; 4)- Comme l'image de D .,
est de codimension finie dans ker D) , , elle admet un supplémentaire S de dimension finie. Le

théoreme d’isomorphisme de Banach appliqué au morphisme bijectif
D), 1@is:(Dom Dy, /kerDy  ,)®S —kerD)
implique que Im D;; 4—1 est fermée. Le lemme 3.15 est démontré.

T
Soit (f1,..., fIV) une base orthonormée de H ~ HvV" (X}, &, ) . D’apres (3.12,) , on peut
15 &x q

trouver des suites de formes D”-fermées f},..., f € L2 (X, E,, ) , telles que 11— f7]l, tende
vers 0 quand k tend vers o0 , et vérifiant de plus 3.12 (b). La projection de f; sur H converge
donc vers f7 , par suite les restrictions de fl,..., fi¥ & HP9(X,., F,) forment une base de cet
espace pour k assez grand. Il

e Preuve de : (3.12,) = (3.13,) .

Fixons b < ¢ tel que Y C X3 . Nous allons d’abord établir le lemme suivant :

LEMME 3.16. — Pour tout > 0 , il existe un entier k1 (n) et une constante C3 = C5(n)
tels que pour tout k > k1(n) et tout u € Dom D" N Dom 6" on ait I'inégalité

N
/ [ul3, dV < mllully, + Cs [ ID"ull3, +16"ull3, + D 1fuh )
j=1

Xp



Démonstration. — Si le lemme était faux, on pourrait trouver une partie infinie A C N
et une suite de fonctions uy € Lg’q(X ,E.loc) , k € A, vérifiant les propriétés suivantes :

(3.17) / ugl2, dV > 1
Xy
1
(3.18) [kl < =
n
N .
(3.19) 1D w13, + 16" w3, + Y (L wrdye* =0
j=1

Comme xj, converge vers x dans C*°([0,c[) , les propriétés (3.18, 3.19) et le lemme de Rellich
montrent que la suite u est relativement compacte dans L 4(X¢, E,loc) . On peut donc trouver
une sous-suite infinie uy , k € B C A , convergeant en norme L? sur tout compact de X, vers
une forme u . De (3.18, 3.19) on dedult lully < 1/net D"u = 6"u =0, donc u € H . La
propriété 3.12 (b) relative & la suite (f7) implique également (f7,u), =0 ,1<j < N . Par
suite v = 0 sur X, , ce qui est en contradiction avec (3.17). Le lemme 3.16 est donc démon-
tré. 0

On a maintenant une estimation a priori analogue a (2.1), du type

(3.20) lll?, <€, (HD"unik 5"l + [l dv)
Xb

ou (7 est une constante > 0 indépendante de k . Si nous appliquons le lemme 3.16 pour n =
1/2C1 et si nous le combinons avec (3.20), il vient pour tout k& > k1 et tout v € Dom D”’NDom §”
I'inégalité

N
lully, < Ca | ID" ullf, + 16" ull}, + D 1wl
—

Soit h € L2 (X, Ey,) une forme D"-fermée sur X . Avec des notations analogues & celles du
82, on obtient pour tout u € Dom 6” :

[(hyw) i |2 = [ Puy [ < CullRll3, 16" Pull}, + > K Pudyf?
1<GEN

< Callnll, | 16"l + > K ubl®

1<jEN

Le théoreme de Hahn-Banach implique I'existence d’une forme g € L?
scalaires ¢; € C, 1 < j < N, tels que

h:D”g+ Z C]flg y

1N

(X, E,,) et de

p,q—1

et
lgllz, + Dl < Callnll2, -

1N

La restriction & HP9(X,, E,) de la classe de cohomologie de h coincide avec celle de ) ¢; f,z .
Si cette classe est nulle, on a donc ¢y = ---=c¢y =0, par suite h = D"g . O



Comme les fonctions convexes x et xx peuvent étre choisies a croissance arbitrairement
rapide, l'isomorphisme de restriction H?4(X, E,, ) = H?P9(X,, F,) donne par passage a la
limite inductive un isomorphisme H?4(X, E) = HP4 (X, E)sip+q>2n—s+1.
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