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CHAMPS MAGNETIQUES
ET INEGALITES DE MORSE
POUR LA d"-COHOMOLOGIE

par Jean-Pierre DEMAILLY

0. Introduction.

Soit X une variété C-analytique compacte de dimension n, F un fibré vectoriel holo-
morphe de rang r et F un fibré holomorphe en droites hermitien de classe €* au-dessus
de X. Soit D = D’ + D" la connexion canonique de E et ¢(E) = D? = D'D" + D"D’
la forme de courbure de cette connexion. Désignons par X (q), 0 < g < n, Pouvert des
points de X d’indice ¢, i.e. 'ouvert des points x € X en lesquels la forme de courbure
ic(E)(x) a exactement ¢ valeurs propres < 0 et (n — ¢) valeurs propres > 0. On pose
également

X(£g)=X0)UX(1)U...UX(q).

Nous démontrons alors les inégalités de Morse suivantes, qui bornent la dimension des
espaces de cohomologie H(X, E¥ ® F) en fonction d’invariants intégraux de la courbure
de E.

Theoreme 0.1.— Lorsque k tend vers +00 on a pour tout ¢ = 0,1,...,n les inégalités
asymptotiques suivantes.

(a) Inégalités de Morse :

dim HY(X, E* ® F) < o /X(q)(—l)q(ic(E))n + o(k").

n!

(b) Inégalités de Morse fortes :

- q—7J d; J k" q G " n
S (1)1 dim HI (X, B* @ F) < v /}(Kq)(—l) (scB))" + o™,

=0
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(c) Formule de Riemann-Roch asymptotique :

n

3 (-1)7 dim HY(X, E* © F) =rk—n/X( ! (E))n+o(k”).

—c
! 2
= n! 7r

Les estimations 0.1 (a), (b) sont nouvelles & notre connaissance, méme dans le cas des
variétés projectives. L’égalité asymptotique 0.1 (c¢), quand a elle, est une version affai-
blie du théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch, qui est lui-méme un cas particulier du
théoréme de l'indice d’Atiyah- Singer [1]. Ce dernier théoréme permet en effet d’exprimer
la caractéristique d’Euler-Poincaré

X(X,E*@F) =) (-1)'dim H(X,E* @ F)
q=0

sous la forme

n

P,_1(k) € Q[k] désigne ici un polynéme de degré < n — 1 et ¢;(E) € H*(X,Z) est la
premiere classe de Chern de E, représentée en cohomologie de De Rham par la (1,1)-

forme fermée 5-c(E) (cf. par exemple [16]). On observera que la constante numérique
de l'inégalité 0.1 (a) est optimale, comme le montre 'exemple du fibré produit tensoriel
total E = O(1)" ¢ X O(—1)7 au-dessus de X = (P}(C))™. Pour ce fibré, on a en effet
X(q) = X et

dim HY(X,E*) = (k+ 1" (k- 1),k > 1,

/X (%C(E)Y — (=1)n!.

L’existence d’une majoration du type 0.1(a) était conjecturée par Y. T. Siu, qui a suc-
cessivement démontré le cas particulier ou ic(E) est > 0 dans le complémentaire d’un
ensemble de mesure nulle [16], puis le cas ou ic(E) est > 0 sur X [17]. Nous avons
d’ailleurs emprunté a Siu une partie des techniques utilisécs ici, notamment aux §3 et §5.
La preuve du théoreme 0.1 repose sur la méthode analytique introduite récemment par
E. Witten [18], [19]. Cette méthode permet (entre autres) de redémontrer les inégalités
de Morse classiques b, < m, sur une variété différentiable compacte M, ou b, désigne
le g-ieme nombre de Betti et m, le nombre de points critiques d’indice ¢ d'une fonction
de Morse quelconque sur M. Dans notre situation, le role de la fonction de Morse est
tenu par le choix de la métrique hermitienne sur £. On munit d’autre part X et F de
métriques hermitiennes arbitraires, qui interviendront seulement dans les termes o(k™)
des estimations finales. E tant donné un réel A > 0, on considére le sous-complexe HR(N)
du complexe de Dolbeault €5, (X, E¥ ® F) des (0, ¢)-formes de classe € sur X a valeurs
dans E* ® F, engendré par les fonctions propres du Laplacien antiholomorphe A” dont
les valeurs propres sont < kA. Les groupes de cohomologie du complexe F(} () sont alors
isomorphes aux groupes H9(X, E*¥ ® F) (proposition 4.1), de sorte qu'il suffit de savoir
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borner la dimension des espaces H7 ()). Pour cela, on utilise essentiellement deux outils.
Le premier outil consiste en une formule de type Weitzenbock

2 1 1
(0.3) —/ (A" u,u) = / —|Viu + Sul? — (Vu,u) + —(Ou, u)
. ok k

démontrée au §3, et dérivée de 'identité de Bochner- Kodaira-Nakano non kéahlérienne [6].
V. désigne ici la connexion hermitienne naturelle sur le fibré A4T* X @ E¥@ F, V est un
potentiel linéaire d’ ordre 0 lié a la courbure du fibré E, enfin S et © sont des opérateurs
d’ordre 0 provenant de la torsion de la métrique hermitienne sur X et de la courbure de F'.
L’étude du spectre de A” se trouve donc ramenée a ’étude du spectre de 'opérateur au-
toadjoint V; V}, associé a la connexion réelle Vj,. Le deuxieme outil fondamental consiste
précisément en un théoreme spectral tres général relatif aux opérateurs du type V*V.
Soit (M, g) une variété riemannienne C>° de dimension réelle n, E' un fibré en droites
complexes au- dessus de X, muni d’une connexion hermitienne V. Si Vi désigne la
connexion induite par V sur E*, on étudie alors le spectre de la forme quadratique

(0.4) On(u) = /Q (%muﬁ . V|u|2>da, u e L3(Q, EY)

pour le probleme de Dirichlet, ou §2 est un ouvert relativement compact dans M, et ou V'
est un potentiel scalaire continu sur M. D’un point de vue physique, ceci revient a étudier
le spectre de 'opérateur de Schrodinger %(V}:V;@ — kV') associé au champ électrique £V
et au champ magnétique kB, ou B = —iV? n’est autre que la 2-forme de courbure
de la connexion V. C’est dans la présence de ce champ magnétique que réside notre
contribution principale par rapport a la méthode de E. Witten [18], [19] (dans le cas de
la cohomologie de De Rham le champ magnétique est toujours nul puisque d? = 0).

En tout point z € X, soit 2s = 2s(x) < n le rang de B(z) et Bi(z) > ... > Bg(z) > 0
les modules des valeurs propres non nulles de I'endomorphisme antisymétrique associé.
On définit une fonction vp(,)(A) du couple (z,\) € M x R, continue & gauche en A, en
posant

25—nﬂ.—% n_g
0.5 AN=———"—"B;...B; A — 20 +1)B;| 2
05) vs(Y) (2 —s4+1) " ( Z)EN[ > (2 + DB}
p17"'7p5 s

avec la convention 0° = 0. Enfin, si A\; < Ay < ... désignent les valeurs propres de
Qr (comptées avec multiplicité), on consideére la fonction de dénombrement Ni(A\) =
card{j; A\; <A}, A eR.

Théoreme 0.6.— S5i 0S) est de mesure nulle, il existe un ensemble dénombrable D C R
tel que

k—+oo

lim k—%Nk(A):/uB(V+A)dg
Q
pour tout A € R~ D.

Pour démontrer le théoreme 0.6, on commence par étudier le cas simple ou M = R" avec
un champ magnétique constant B et avec V' = 0. Lorsque {2 est un cube, on sait alors



4 Annales de I'Institut Fourier 35, (1985) 189229

expliciter les fonctions propres par une transformation de Fourier partielle qui ramene le
probleme a celui classique de 'oscillateur harmonique en une variable. L’idée de ce calcul
nous a été fortement inspirée par les articles [3], [4] de Y. Colin de Verdiére. L’extension
du résultat au cas d'un champ magnétique quelconque reprend une idée de [16], consistant
a utiliser un pavage de €2 par des cubes assez petits. Notre méthode est néanmoins tres
différente de celle de Siu, puisque nous travaillons directement sur les formes harmoniques
alors que Siu se ramenait aux cochaines holomorphes via I’isomorphisme de Dolbeault.
On gagne ainsi beaucoup en précision sur les estimations cherchées. Le coté des cubes
doit étre ici choisi d’un ordre de grandeur intermédiaire entre k™2 et k:_i, par exemple
k=3 : k™2 est en effet la longueur d’onde des premie res fonctions propres, de sorte
que l'action du champ magnétique B n’est pas perceptible & une échelle inférieure ; au-
dessus de k*i, loscillation de B est au contraire trop forte. On utilise finalement le
principe du minimax pour comparer les valeurs propres sur {2 aux valeurs propres sur
les cubes. Dans la méthode antérieure de [16] (telle qu’elle est reprise dans [7]), la taille
des cubes était choisie égale a k2 ; on peut voir aisément que ce choix était critique
pour permettre de borner les effets du champ magnétique indépendamment de k, mais
la détermination exacte du spectre devenait alors impossible. Le dernier paragraphe
est consacré a ’étude de caractérisations géométriques des espaces de Moisezon [13].
Rappelons qu’un espace analytique compact irréductible X est appelé espace de Moisezon
si le corps K(X) des fonctions méromorphes sur X est de degré de transcendance = n =
dimc X. La conjecture de Grauert-Riemenschneider [10] affirme que X est de Moisezon
si et seulement si il existe un faisceau quasi-positif € de rang 1 sans torsion au-dessus
de X. Par désingularisation, on se raméne au cas ou X est lisse et ou € est le faisceau
localement libre des sections d’un fibré en droites E strictement positif sur un ouvert
dense de X. Y.T. Siu [17] a résolu récemment la conjecture et ’a renforcée en supposant
seulement ic(F) semi-positive et > 0 en au moins un point. L’utilisation du théoréme
0.1 (b) permet de trouver des conditions géométriques plus faibles encore, qui n’exigent
pas la semi-positivité ponctuelle de ic(F), mais seulement la positivité d’une oertaine
intégrale de courbure. Pour ¢ = 1, 'inégalité 0.1 (b) implique en effet une minoration
du nombre de sections holomorphes de E*, & savoir:

(0.7) dim HO(X, E*) > %/X(@ (%C(E))" _ (k™).

On peut montrer d’autre part, en utilisant un raisonnement classique de Siegel [15]
mis en forme par [16] que dim H°(X, E¥) < cte - k"~ ! si X n’est pas de MoiSezon (cf.
théoreme 5.1). De la il résulte le

Théoreme 0.8.— Soit X une variété C-analytique compacte connezxe de dimension n.
Pour que X soit de Moisezon, il suffit que X possede un fibré holomorphe en droites
hermitien vérifiant l'une des hypothéses (a), (b), (c) ci- dessous.

(a) fX(<1)(iC(E))n > 0.
(b) c1(E)™ > 0, et la forme de courbure ic(E) ne posséde aucun point d’indice pair # 0.

(c) ic(F) est semi-positive en tout point de X et définie positive en au moins un point

de X.
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Ce travail a fait ’'objet d’une note [8] du méme titre, publiée aux Comptes Rendus.
Le présent article est une version améliorée d’'un mémoire antérieur [7], qui était plus
proche des techniques initiales de Siu, et qui démontrait seulement I'inégalité 0.1 (a) a la
constante numérique pres; de ce fait, les estimations 0.1 (b) et (c) restaient inaccessibles.

L’auteur remercie vivement MM. Gérard Besson, Alain Dufresnoy, Sylvestre Gallot et
tout particulierement Yves Colin de Verdiere, pour de stimulantes conversations qui ont
beaucoup contribué a la mise en forme définitive des idées de ce travail, notamment dans
le §1.

1. Spectre de 'opérateur de Schrodinger
associé a un champ magnétique constant.

Soit (M, g) une variété riemannienne de classe C*°, de dimension réelle n, et £ — M un
fibré en droites complexes au-dessus de M, muni d’une métrique hermitienne C>°. Notons
€% (M, E) l'espace des sections de classe C*° du fibré AYT* M ® E, et (?|?) 'accouplement
sesquilinéaire canonique

C°(M, E) x (M, E) — €

p+q

(M, C).

On suppose donnée une connexion hermitienne D sur F, c’est-a-dire un opérateur diffé-
rentiel d’ordre un

D:Cr(M,E) — C1 (M, E), 0<qg<n,
vérifiant les identités

D(f ANu)=df Nu+ (—=1)"f A Du,
d(ulv) = (Dulv) + (=1)"(u|Dv),

pour toutes sections f € CY(M,C), u € C*(M, E), v € C°(M, E). Considérons une
trivialisation isométrique 6 : Fjyy — W x C de E au-dessus d'un ouvert W C M. Les
connexions hermitiennes de F|y sont alors toutes données par la formule suivante :

Du =du+iA A u,

ot u € C¥(W, E) =~ C(W,C) et ot A € C3°(W,R) est une 1-forme réelle arbitraire. Le
champ magnétique (ou forme de courbure) associé a la connexion D est la 2-forme réelle

fermée B = dA telle que
D*u=iBAu

pour tout u € €°(M, E). B ne dépend donc que de la connexion D, mais pas de la
trivialisation # choisie. Un changement de phase u = ve’¥ dans 6 conduit & remplacer
A par A+ dy. Le choix d’une trivialisation de E et de la 1-forme A correspondante
s’interprete physiquement comme le choix d’un potentiel vecteur particulier du champ
magnétique B.

Désignons par |u| la norme ponctuelle d'un élément v € AYT*M ® E pour la métrique
produit tensoriel des métriques de M et E. Si 2 est un ouvert de M, on note L?(Q, E)
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resp. L2(Q), E)) l'espace L? des sections de E (resp. de AYT*M ® E) au-dessus de 2,
q
muni de la norme
Julfy = [ JuPdo,
Q

ou do est la densité de volume riemannien sur M.

Soit Dy, la connexion induite par D sur la puissance tensorielle k-ieme E*, et V un poten-
tiel scalaire sur M, i.e. une fonction réelle continue. Etant donné un ouvert relativement
compact {2 C M, nous nous proposons de déterminer asymptotiquement lorsque k tend
vers +0o le spectre de la forme quadratique

(1.3) Qon(u) = /Q (%\DWP V[P )do

ot u € L?(Q, E¥), avec condition de Dirichlet ujpo = 0. Le domaine de Qq est donc
I'espace de Sobolev W (€2, E¥) = adhérence de 1’espace D(£2, E*) des sections C*° de E*
a support compact dans Q) dans l'espace W' (M, E¥). D’un point de vue physique, ceci
revient a étudier le spectre de I'opérateur de Schrodinger %(D;’;Dk —kV') associé au champ
magnétique kB et au champ électrique kV, lorsque k£ tend vers 4+o0o. Nous renvoyons
le lecteur a larticle classique [2] pour une étude générale du spectre de l'opérateur de
Schrédinger, et aux travaux [3], [4], [5], [9], [12] pour I’étude de problémes asymptotiques
voisins du précédent.

Définition 1.4.— On désignera par Ng i(\) le nombre de valeurs propres < X\ de la
forme quadratique Qq. .

Nous allons d’abord étudier un cas simple qui servira de modele pour le cas général
au §2. On se place dans la situation suivante : M = R” avec la métrique constante
9= dz?, Q est le cube de coté 7 :

.
0={(m,...m) € R |yl < g, 1<j<n),

V =0, et enfin le champ magnétique B est constant, égal a la 2-forme alterée de rang
2s donnée par

B = ZBJ d.’Bj A dSle+5,

j=1

avec By =2 By > -+ 2 By >0, s < 5. On peut alors choisir une trivialisation de F dont
le potentiel vecteur associé est

A= Z le‘j dxj+s.
J=1

La connexion de E* g’écrit donc

Dyu = du + ikA A u,
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2
dp
J

. 2 ou
Jj>2s

et la forme quadratique Qq 1 est donnée par

1<j<s

2 i ou
Ojts

ou dp désigne la mesure de Lebesgue sur R™. Si on effectue ’homothétie X; = \/Exj,
on est ramené & étudier les valeurs propres de la forme quadratique
2
dp

0 0
/\/EQ (‘8;3- 3;]-

sur les cubes vVEQ de coté vVEr. Au champ B, nous associons la fonction de la variable
réelle A\ définie par

2 8U ] 2
+ aT+ZBijU‘ )+ Z ‘
1<j<s s j>2s

S

(1.5) VB()\):ﬂBl...BS 3 [A—Z(zij)Bjﬁ_

F(% — S + 1) (p1,..‘,ps)€Ns

ou l'on pose par convention )\S’r =0siA<0et /\9r =1si A > 0. La fonction vp est
donc croissante et continue a gauche sur R ; on observera que vp est en fait continue si
s < 5. Le spectre de Qq  est alors décrit asymptotiquement par le théoreme suivant,
dont I'idée nous a été suggérée par Y. Colin de Verdiere [4].

Théoreme 1.6.— Soit R un réel > 0,
R
P(R) = {33 eR"; |z;| < 5}

le pavé de coté R, Qr la forme quadratique

D 12 oy . 2 ou |2
Qn(u) :/P(R) Lg% (‘6—% Frem + iBjajul >+J;s‘% ]dn,

J

et Nr(A) le nombre de valeurs propres < A de Qg pour le probléme de Dirichlet. Alors
pour tout A € R on a

Jim R7"Ng(A) = vs(0).

Lorsque s = %5, vp est une fonction en escalier. Les valeurs propres de Qg se re-
groupent donc par paquets autour des valeurs > (2p; + 1)B;, avec multiplicité approxi-
mative (27)"*Bj ... BsR™. Ceci peut s’interpréter physiquement comme un phénomene
de quantification des états propres. En revenant au probléme initial relatif a la forme
quadratique Qq.x, nous obtenons le

Corollaire 1.7.— lim k=2 Ng(\) = r"vp()). 0

k——+o0



8 Annales de I'Institut Fourier 35, (1985) 189229

Démonstration du théoréme 1.6. — On cherche d’abord a majorer Ng(\). Dans ce but,
étant donné u € W} (P(R)), on exprime u sous forme de série de Fourier partielle par
rapport aux variables zgs41,...,2Z, ¢

2
u(z) = R™=("9) Z ue(x') exp (%E x )
eeZn—s
ott uy € W¢(R* N P(R)), avec les notations
v = (x1,...,15), T =(Ts11,---,Tn),
02" = €1$s+1 + 4+ gn—sxn-

L’hypothese u € Wi (P(R)) entraine que la série

D 1P ue(a)?

est dans L?(R®). Posons ¢/ = ({1,...,4s), {" = ({s1,...,lpn_s). La norme |ul|p(g) et la
forme quadratique Qg sont données par

b = 3 [ T duta)

Lezn—s

Z ( aUg 2
1<j<s 3x]

Lezmn—s

27 2 472
+ <E€j + Bjscj> |Ug|2> + ﬁ|€”|2\u1g|2] du(z").

On obtient par conséquent un probléme de Dirichlet & « variables séparées » sur le cube
R* N P(R). En posant t = x; + ?é , on est ramené a étudier le spectre de la forme

quadratique d’une variable

o) = [ (5] +Beie)

avec f € Wy (] — %g [+ zﬂé ) On retombe donc sur le probleme classique de I'oscillateur

harmonique (cf. par exemple [14], Vol. I, p. 142). Sur R, i.e. sans condition de support
pour f, la suite des valeurs propres de ¢ est la suite (2m + 1)B;, m € N, et les fonc-

tions propres associées sont données par ®,,(1/B;t) ou &y, ®1,... sont les fonctions
d’Hermite :
et 2200 dm
®,,(t) = (e ).

dtm
Pour tout p; € N, notons ¥, ;. (x;) la p;-itme fonction propre de la forme quadratique

(1.8) a(f) = /R (‘%fj Cy (%@ + Bjxj)2|f!2> dx;

pour f € Wi (]—Z£[), et Ay, ¢, la valeur propre correspondante. On peut alors décom-

poser chaque fonction uy en série de fonctions propres, ce qui conduit a écrire u sous la
forme

2
(1.9) u(w) = R730=0 %" Up,z‘l’p,e'(ﬂﬁl)exp(%ﬁ 2
(p,)ENs xZ"—=
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avec

Up,e € (Ca \ij,el(xl) = H \ijjyej (xj)

1<5<s

On prendra garde au fait que ¥, (') exp(%ﬁ -2'") n’est pas une vraie fonction propre
pour le probleme de Dirichlet, car le terme exponentiel prend des valeurs non nulles aux
points du bord z; = :l:%, j > s. Par conséquent, les coefficients (u, ) ne sont pas
arbitraires si u € W (P(R)) ; ils doivent vérifier les conditions d’annulation au bord :

(1.10) > (1) =0

t; €7
pour tout j =1,...,n — s et tous les indices autres que £; fixés :
pENS, 61,...,£j_1, €j+1,...,€n_SEZ.

Avec I’écriture (1.9), la norme L? et la forme quadratique Qr s’expriment sous la forme

b = 3 lunels Qal) = 3 (e + 21 o,
ou A\po =) 4 << Ap;.¢;- Le principe du minimax 1.20 (b) rappelé plus loin montre que
(1.11) Nr(\) < card {(p,z) € N° X Z"°; Apr + ‘;ijw’ﬁ < )\}.
Il suffit donc d’obtenir une minoration adéquate de Ay, ¢;-

Lemme 1.12. = On a l'inégalité

2 s (G 08, 2 (B (11 BE)),

et celle-ci est stricte si £; # 0 ou si @, (R\/Bj/2) # 0.
La minoration Ay, ¢, = (2p; + 1) B; résulte en effet du minimax et du fait que les valeurs

propres de g(f) sur R valent (2p; + 1)B;. Pour obtenir I'autre inégalité, on minore (1.8)
par la forme quadratique

q(f) = /m(R/z (’% g (%W —Bj§>2+|f!2)diﬁj-

Les fonctions propres de ¢ sont les fonctions

.om R
smE(pj +1)<xj+ 5), pj € N;

Ay +. est donc minorée par la valeur propre correspondante :
p]v J

Ar® 1 rp; +1\2 B;R?\2
() (- =) )
R 2 dr J+
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Les inégalités sont strictes parce que d’une part q(f) > q(f) pour tout f # 0, et d’autre
part ®,. (y/B;t) ne peut étre fonction propre de ¢ sur | — R/2, R/2[ + 2m{;/RB; que si

By, (+ Ry/B, 2+ 20,/ RyB) = 0

Comme les zéros de @, sont algébriques et que 7 est transcendant, ceci n’est possible
que si

;=0 et @, (R\V/B;/2)=0. O
Lemme 1.13.— Soit 7,(p) le nombre de points de Z"™ situés dans la boule fermée

B(0,p) C R™. Alors

En effet, la réunion des cubes de c6té 1 centrés aux points = € Z" tels que |x| < p est
contenue dans la boule B(0, p+ ‘/Tﬁ), et contient la boule B(0, p — ‘/Tﬁ) sip> \/TE, car ‘/Tﬁ
est la demi-diagonale du cube ; entier 7,,(p) est donc encadré par le volume des boules

B(0,p+ ¥1). O

Nous majorons maintenant limsup R~"Ng () en utilisant (1.11) et les lemmes 1.12; 1.13.
Pour p € N* fixé, I'inégalité A, o + %M”]Q < A implique

R 3
/!
(1.14) 10| < %(A—Z(ij +1)Bj>+,
et 'inégalité est stricte pour R > Ry(p) assez grand. Lorsque s < n/2 le nombre de
multi-indices ¢ € Z"~2% correspondants est donc au plus

T { R (A =) (@2p+ 1)Bj>i + @] e

(2 —s+1) |27 2

22877171_87%

n—2s _ . . 2
(1.15) e TE TR (A S (@2 + 1)BJ)+

=—5

Lorsque s = %, ce nombre doit étre compté comme valant 1 si A — Y (2p; + 1)B; > 0
et 0 sinon, ce qui est bien conforme a la convention que nous avons adoptée pour la

notation )\3_. L’inégalité A\, »» < A implique d’autre part

R B;R? .
(1.16) 4] <%\/>\++ Zm : 1<j<s,
ce qui correspond asymptotiquement a un nombre de multi-indices ¢/ = (¢1,...,¢s) € Z°

équivalent a

° B:R2
1.17 J2" —9757r7°B,...B,R%*.
(1.17) E o T By
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La majoration limsup R™"Ngr(A) < vp(A) s’obtient alors en effectuant le produit de
(1.15) par (1.17), et en sommant pour tout p € N* (la somme est finie). ad

Pour des questions de convergence qui interviendront au §2, nous aurons besoin également
de connaitre une majoration de Nr(\A) indépendante du champ magnétique B. Une telle
estimation uniforme est fournie par la proposition suivante.

Proposition 1.18. — Nr(\) < (R Ay + 1)

Démonstration. — On majore pour chaque indice j le nombre d’entiers p; et ¢; tels que
I'inégalité
472
)‘p,é’ + ﬁM”P < A
ait lieu. Le lemme 1.12 implique
Ay R .
card{p; } < max(p; +1) < min (B—, —\/)\Jr), 1<j<s,
i m
tandis que (1.16) entraine

B 2
card{l;} < R Ay + f

+ 1, 1<) <s.

On en déduit par conséquent pour 1 < j < s:
R 2 Ay B/R? R
card{(p;, )} < (ZVA+) + 5 S+ VAT 1< (B + 1)
B; 2w s
Pour s < j < n — s, I'inégalité (1.14) donne d’autre part

R
w]l < %\/ )‘+7

d’ou card{l;} < £,/X; + 1. La proposition 1.18 s’ensuit. O

Fin de la démonstration du théoréme 1.6 (minoration de Ng(\)).

Pour minorer Ng(\), il suffit d’apres 1.20 (a) de construire un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur lequel Qr(u) < )\HuHi( r)- On considére pour cela 'espace vectoriel Fy des

combinaisons linéaires de « fonctions propres » du type (1.9), assujetties aux conditions
d’annulation au bord (1.10), et sommeées sur les indices (p,f) € N® x Z"* tels que

42
Aper + ﬁ|£"|2 <A

D’apres le raisonnement de la proposition 1.18, le nombre de conditions (1.10) a réaliser
est majoré par

S

Z{Card{pj}x H card{(pi, i)} x H Cal"d{fi}]

j=1 1<i<s, 1#£]j s<i<n—s

+ Z { H card{(p;, 4;)} x H Card{ﬁi}} <n(Ry/As + 1)1

s<j<n—s -1<i<s s<i#j



12 Annales de I'Institut Fourier 35, (1985) 189-229

L’entier Ng(\) est donc majoré par

: s n—s 47T2 2 n—1
dlm&'}Ecard{(p,K)eN X Z"% )‘p7£'+ﬁw | g)\}—O(R ).

En combinant la minoration du lemme 1.13 avec le lemme ci-dessous, l'inégalité
liminf R7"Ng(\) > vp(\) résulte alors de calculs analogues a ceux que nous avons
explicités pour obtenir la majoration de Ng(\).

Lemme 1.19.— Soit p € N° un multi-indice fixé. Alors il existe une constante C =
C(p, B) > 0 telle que

S

Mo < (14 g) 3 (@2p; +1)B;

j=1

lorsque |¢;] < (1—R 7),1<j<s.

Démonstration. — On utilise & nouveau le minimax et le fait que les fonctions d’Hermite

®,(y/B;t) sont une bonne approximation des fonctions propres de ¢ sur tout intervalle
D2
assez grand de centre 0. Lorsque |{;| < %(1 — R 7) et z; €] - &, %[ la variable
t= :I;j+?—€% qui apparait dans (1.8) décrit en effet un intervalle contenant ]_77 7[ On
J

a donc Ay ¢, < ij ou (Xm)meN est la suite des valeurs propres de la forme quadratique
VR VR
i (B;tPI1P . (=50
a(f /Hdt‘ 01 J €W 2 " 2
_ YR VR

2 072
dont la dérivée est majorée par 5/v/ R. Pour toute combinaison linéaire

f: Z Cmqu(\/Et),

m<pj

VR \/EL

Soit xr une fonction plateau a support dans [ ], égale a 1 sur [— T

la décroissance exponentielle des fonctions ®,, a l'infini implique pour R assez grand
I'inégalité

191 < (1+Cres (= 2)) Iens]

ou C7 = Ci(p;, Bj) > 0. On en déduit par conséquent:

Sonf) < 10| dr| 25
wen) i)+ [ (] R
_ 1|df
<Q(f)+/|t|>\/§/4 (E‘% +25(1+ )|f|2) dt
< (1+ L) < (14 L) en + 0B, 112

C
< (1+ 3 ) @ps + 1B; IxafI?
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Ceci donne bien Ay, ¢, < Ay, < (1+ %) (2p; +1)B;. O

J

Pour faciliter la tadche du lecteur, nous énonc¢ons maintenant le principe du minimax sous
la forme ou il nous a servi.

Proposition 1.20 (principe du minimax, cf. [14], Vol. IV, p. 76 et 78). = Soit Q une
forme quadratique a domaine dense D(Q) dans un espace de Hilbert H. On suppose que Q
est bornée inférieurement, i.e. Q(f) = —C||f||? si f € D(Q), que D(Q) est complet pour

la norme || fllq = [Q(f)+(C+1)[IfI?2, et enfin que Uingection (D(Q), || ) < (31| |
est compacte. Alors Q a un spectre discret \1 < Ao < ..., et on a les éqalités :

a) A\, = min max ,
(@) Ay FCD(Q) feF,ufn:lQ(f)

ot F' décrit l'ensemble des sous-espaces de dimension p de D(Q) ;

b) A = max min ,
(B) Apa FCD(Q) feF,HfH:lQ(f)

ou F' décrit Uensemble des sous-espaces || || g-fermés de codimension p de D(Q).

2. Distribution asymptotique du spectre
(cas d’un champ variable).
Nous nous plagons a nouveau dans le cadre général décrit au début du §1. Notre objectif

est d’étudier le spectre de la forme quadratique Qq x (cf. (1.3)) dans le cas d’un champ
magnétique B et d’un champ électrique V' quelconques. Pour tout point a € M, soit

(2.1) B(a) =Y Bj(a)dz; Adaj,
j=1
Pécriture réduite de B(a) dans une base orthonormée convenable (dzy, ..., dx,) de T, M,

ou 2s = 2s(a) < n est le rang de B(a), et ou By(a) > Bs(a) > ... > Bs(a) > 0 sont
les modules des valeurs propres non nulles de I'endomorphisme antisymétrique asso-
cié. L’égalité de définition 1.5 permet de regarder vp(A) comme une fonction du couple
(a,\) € M x R. Nous aurons besoin également de considérer la fonction Zg(\), continue
a droite en \, définie par :

(2.2) vp(\) = Oilsrgo vp(A+¢).
Nous démontrons alors la généralisation suivante du corollaire 1.7.

Théoreme 2.3.— Lorsque k tend vers +oo, le nombre Ngq () de valeurs propres < A
de Qq i vérifie 'encadrement asymptotique

/ vp(V 4+ A do < liminf k™2 N 1 (\) < limsup k™2 Ng x()) < / vp(V + \)do.
Q Q

La fonction A — fﬂ vp(V + X)do est croissante et continue a gauche ; elle n’a donc
au plus qu'un ensemble D dénombrable de points de discontinuité. L’ensemble D est
d’ailleurs vide si n est impair, car vg(\) est alors continue. De 14, on déduit aussitot le
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Corollaire 2.4. — On suppose que 0S) est de mesure nulle. Alors

k—+oco

lim k_%NQ,k()\):/VB(V+)\) do
Q

pour tout A € R\D, et la mesure de densité spectrale k™= %Ng’k()\) converge faiblement
sur R vers % JovB(V 4+ X)do. Sin est impair, la mesure limite est diffuse. O

Le lemme suivant montre que les intégrales du théoréme 2.3 ont bien un sens.

Lemme 2.5.

(a) On a les inégalités
VB()\) g ﬁB()\) g )\:L_/Q

(b) vp(V) (resp. vp(V)) est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) sur M.

(c) En tout point x € M ou s(x) < § on avp(V)(x) =vp(V)(x) et vp(V),vp(V) sont
continues en x.

(d) Sin est impair, vg(V) =vp(V) est continue sur M.

—S —S

Démonstration. - (a) On a toujours (A — > (2p; + l)B-)% < )\?F , et le nombre
Ay

d’entiers p; tels que A — (2p; + 1)B; soit > 0 est majoré par Z~. Comme la quantité

u

numérique figurant dans (1.5) est majorée par 1, I'inégalité (a) s’ensuit.

(b, ¢) Le rang s = s(x) est une fonction semi-continue inférieurement sur M, et les valeurs
propres Bi, Bs, ..., prolongées par Bj(z) = 0 pour j > s(z), sont continues sur M.
Comme la fonction ¢ — t9 (resp. t — (¢t + 0)%) est semi-continue inférieurement (resp.
supérieurement), la semi-continuité de vg(V') et (V') pose un probléme uniquement
aux points a € M au voisinage desquels s(z) n’est pas localement constant. En un
tel point @ € M, on a nécessairement s(a) < %, donc vp(V)(a) = 7p(V)(a) ; on va
alors montrer que vg(V) et p(V) sont continues en a. La continuité des B; donne
lim, .o Bj(x) = 0 pour j > s(a). Siles entiers pi, ... ,ps(q) sont fixés, la sommation
figurant dans (1.5) peut s’interpréter comme une somme de Riemann d’une intégrale sur
Rs@)=5(a) et on a donc Iéquivalent :

> (v -Xen+0B@)

(py: s(a)<j<s(x)) *

s(a) s(z) o —s(x)
~/ [ Z2p3+1 — > 2By } dt
teRs(@)—s(a) —
= j=s(a)+1
5—3((1)
2@ (V(a) = Y2(2p; + 1)B; ()
+

(5 —s(@)+ 1) (5 —5(a)Bsa)+1(x) - - - By ()
On obtient bien par conséquent :

lim vp(V)(x) =vp(V)(a) = lim vp(V)(z).

r—a r—a
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(d) Est un cas particulier de (c). O

La démonstration du théoreme 2.3 repose essentiellement sur deux ingrédients : tout
d’abord un principe de localisation asymptotique des fonctions propres, qui s’obtient par
application directe du minimax (proposition 2.6) ; d’autre part, la connaissance explicite
du spectre de I'opérateur de Schrédinger associé a un champ magnétique constant (cf. §1).
Le principe de localisation permet en effet de se ramener au cas d’un champ constant en
utilisant un pavage de €2 par des cubes assez petits.

Proposition 2.6.— (a) Si Qy,---,Qx C Q sont des ouverts 2 a 2 disjoints, alors

Nok(X) > Z Na, x(N)

(b) Soit (€2;)1<j<n un recouvrement ouvert de Q et (¥j)1<j<n un systéme de fonctions
Yy € C(R™) a support dans 2, telles que Zw? =1 sur Q. On pose

N
Cy) = Sgpz ;).
j=1

Alors
N
Na.k( Z N (>\ + — CW))
j=1

Démonstration. — (a) Soit F le C-espace vectoriel engendré par la collection de toutes
les fonctions propres des formes quadratiques Qq, x, 1 < j < N, correspondant a des
valeurs propres < A. F est de dimension

N
dimF =) " No, x())

j=1
et pour tout u € F, on a

N

N
Qanr(u) =Y Qa,k(u) <Al |UH?1; = Aull§
7j=1

j=1

Le principe du minimax montre donc que les valeurs propres de QQq ; d’'indice < dimF
sont < A, d’ou l'inégalité (a).

(b) Pour tout u € W} (Q, E¥) il vient

ST IDk@) P = [ Dpu+ (diy)u|” = (Dl + Y |diy[*[ul?
J J J
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car 2 ) ;dip; = d(3_¢3) = 0. On obtient donc

al 1 & 1
Y Qo k(Wju) = Qak(u) + /Q k > 1w Pluf® do < Qak(u) + ZCW)llul.
j=1 Jj=1

Si chaque fonction v;u € Wy (£, E*) est orthogonale aux fonctions propres de Qa, k de
valeurs propres < A + %C (1), on en déduit successivement

Qo (gu) > (A 2O ) [jully,, i wyu#0,
Qo) > Mully, siu#0

Le principe du minimax 1.20 (b) entraine alors que Nq (A) est majoré par le nombre
d’équations linéaires imposées a u, soit au plus

al 1
ZNﬂj,k(AJr EC’(w)). O
j=1

Soit W7y,..., Wy un recouvrement de €2 par des ouverts de carte de la variété M. Pour

tout € > 0, on peut trouver des ouverts ; C Q;-, relativement compacts dans Wj,
1 <5 <N, tels que

(2.7) 0> JQ; (disjointe), et Vol(Q2) = 3~ Vol(€;),
(2.8) aclJo, et 30 Vol(Q;) < Vol(Q) +e.

La proposition 2.6 ramene alors la preuve du théoréme 2.3 au cas des ouverts 2; et O
(on observera pour cela que la fonction vg(V + \) est bornée et que la constante C'(v))
est indépendante de k).

En définitive, on peut supposer que M = R", avec une métrique riemannienne g quel-
conque. Comme M = R"™ est contractile, le fibré F est alors trivial ; soit A un potentiel
vecteur de la connexion D et B = dA le champ magnétique correspondant. Nous dé-
montrons d’abord la version locale suivante du théoréme 2.3.

Proposition 2.9. = Soit a € R™ un point fixé, et P une suite de pavés cubiques ouverts
tels que Pr > a. On note ry la longueur du coté de Py, et on suppose que

re < 1, lim k%rk = +00, lim kirk = 0.

Alors quand k tend vers +oo, on a

n

..k

lim inf WNPk,k()\) > VB(a) (V((I) + /\)’
, k2 _

hmsup WNPMR(A) < VB(a)(V(a) + >‘)7
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et pour tout compact K C R™, Np, () admet la majoration

n
Np, x(\) < Ok (1 + 7y [R(hs -+ max V+)>
uniforme par rapport a a, des lors que P, C K.
Démonstration. — On va se ramener au théoreme 1.6 en effectuant une homothétie de
. 1
rapport Vk sur Pj (c’est pourquoi nous avons di supposer lim kzr, = +00). Le lemme
suivant mesure combien le champ magnétique B dévie du champ constant B(a) sur

chaque P.

Lemme 2.10. - Sur chaque pavé Py, on peut choisir un potentiel Zk du champ constant
B(a) tel que pour tout x € Py, on ait

[Ar(z) — A(2)] < Cur,

ot Cy est une constante > 0 indépendante de k (et indépendante de a si a décrit un
compact K C R™).

La régularité C>° de B entraine en effet une majoration
’B(a)—B($)| <C’2rk, I’Gﬁk.

Soit A} un potentiel du champ B(a) — B(z) sur le cube Py, calculé au moyen de la
formule d’homotopie usuelle pour les ouverts étoilés. On a alors

|45 ()| < Car,

et il suffit de poser A=A+ A, O
Notons (z1,...,z,) les coordonnées standard de R™. Soit (y1,...,y,) un systéme de
coordonnées linéaires en z1,...,x, tel que (dyi,...,dy,) soit une base orthonormée

au point a pour la métrique g, et tel que dans cette base B(a) s’écrive sous la forme
diagonale (2.1) :

B(a) =) Bj(a)dy; A dy;s.
j=1

Soit g la métrique constante

Désignons par Dy, = d +1kA N7, D = d + ikAr A7 les connexions sur E{“Pk asso-
ciées aux potentiels A, Ay, et par Qp = Qp, r, Qi les formes quadratiques associées
respectivement aux connexions Dy, Dy, aux métriques g, g, et aux potentiels scalaires

V,V =V(a) (formule (1.3)).
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Lemme 2.11. = ] existe une suite €i tendant vers 0 (dépendant des ry, mais indépen-
dante de a si a décrit un compact K C R™) telle que st || |4 et || || désignent les normes
L? globales associées aux métriques g et §, on ait

(L —erllullf < lluly < 1 +er)ull%,
(1 — ) Qr(w) — exllull? < Qr(u) < (1 + ex)Qu(u) + exlull?
pour tout u € Wi (Py).
Sur Py, on a en effet un encadrement :
(1-=Curi)g < g < (1+Cury)yg,

et ceci donne la premiére inégalité double dans 2.11. Avec la notation A}, = Ap — A, on
en déduit

1 ~
Qk(u):/ <—|Dku—ikA§C/\u|§—V|u|2> do
p. K

P _
<@+ Can) [ (G ibai Al = Via)luP) d + il

Py

avec N = supp, |V —V(a)| + Cery, quantité qui tend vers 0 lorsque & tend vers +o0. En
utilisant I'inégalité (a + b)? < (1 + a)(a? + a~1b?), le lemme 2.10 implique d’autre part

| Dyu — ik Al A u|§ < (14 a) [ |l~)ku|§ + a*103k2ré|u|2].

Choisissons a = oy, = \/Eri La suite ay, tend vers 0 d’apres ’hypothese lim kir, = 0,
et il vient

1 ~ . 1
Dy — ik A, A2 < (1+ax) [E|Dku|§ + ak|u|2} .

La majoration de ()i s’ensuit. La minoration s’obtient de méme grace a l'inégalité
(a+b)? > (1 - a)(a® — a™1b?). ad

Le lemme 2.11 ramene la preuve de la proposition 2.9 au cas ou la métrique g et le champ
magnétique B sont constants :

j=1

j=1

On peut supposer de plus V = 0 en effectuant la translation A — A+ V' (a). La seule dif-
ficulté qui subsiste pour appliquer directement le théoreme 1.6 vient du fait que les cubes
Py, deviennent en général des parallélépipedes obliques dans les coordonnées (y1, ..., yn) ;
les angles entre les différentes arétes de chaque Pj et les rapports de leurs longueurs
restent toutefois encadrés par des constantes > 0. Pour résoudre cette difficulté, il suffit
de paver chaque parallélépipede P, par des cubes Py . dont les arétes sont paralleles
aux axes des coordonnées (y1,...,y,). Choisissons € € ]0,1[. Pour tout o € Z™, soient
(Pr,a), (P, ) les cubes ouverts de cotés respectifs er, e(1 + €)rg, et de centre commun
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erpa. On se bornera a considérer les cubes Py, contenus dans Py et les cubes P]
rencontrant P. On a alors

Vol(P;, ,
(2.12) P, D LaJPkﬂ (disjointe), et % >1— Cye,
>0 VOl( P )
2.1 P P o TV kel g
( 3) E C LaJ k,a VOl(Pk) + 076,

ou C7 est une constante indépendante de k (et aussi de a, si a décrit un compact). Le nom-
bre de cubes Py o, P, , qui figurent dans (2.12) ou (2.13) est majoré par Cge~". Comme
les cubes P,;a se recouvrent deux & deux sur une longueur e2r;, lorsqu’ils sont contigus,
on peut construire une partition de 'unité @b,%’a = 1 sur Py, avec Supp ¢ .o C Py, et

Sup D |dal’ = C(gr) < Cole?ra) >
ko

L’hypothese lim k%rk = 400 entraine bien lim %C’(wk) = 0, ce qui permet d’appliquer
2.6 (b). Sur les cubes Py, P, nous sommes maintenant dans la situation du théo-
réme 1.6 : aprés homothétie de rapport vk, le ¢oté du cube homothétique \/EPk’a vaut
Ry, = erpVk et tend bien vers 400 par hypothése. La majoration uniforme de Np, ()

résulte de la proposition 1.18 et du fait que toutes nos constantes C1,...,Cy étaient
uniformes. La proposition 2.9 est démontrée. O
Demonstration du théoréme 2.3. — D’apres la remarque précédant la proposition 2.9,

nous pouvons supposer que M = R™ et que 2 est un ouvert borné de R". L’idée du
raisonnement est de combiner les propositions 2.6 et 2.9 en utilisant un pavage de {2 par
des cubes de c6té 7, = k~3. La mise en ceuvre effective réclame néanmoins un peu de
soin a cause des difficultés liées a la non-uniformité éventuelle des lim sup et lim inf.

Désignons par IIj o, H;ﬁa, «a € Z™, les cubes ouverts de cOtés respectifs

W=
Wl
[
-

™)
N

K75, RS ETR) =k kT
et de centre commun k3. Soit I(k) (resp. I'(k)) I'ensemble des indices o € Z™ tels

que Iy o C Q (resp. ﬁ;ﬁa NQ # (). Comme dans le raisonnement de la proposition 2.9,
il existe une partition de I'unité Zag,(k) 1/1,%704 = 1 sur €2, avec Supp ¥k, C H;C’a et

2 11
< Ciokz,

C(x) = sup > vk

el (k)

d’ou lim +C (1) = 0. On pose

U= M %= |J M.,
a€l(k) acl’(k)
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et on considere pour tout A € R fixé, les fonctions sur R" définies par

1
k = ]{?__ Z Nnk ok —ﬂl'lk,aa
a€l(k) Vol(Ty.a)

k7% Y Nm ,</\+ EC(¢k)>mﬂHk,a

el (k)

ou 1y, , désigne la fonction caractéristique de Il . La proposition 2.6 implique I'enca-
drement

(2.14) frdo <k ENgr(N) < [ fhdo.
R™ R™

Soit € R™ un point fixé n’appartenant pas a I’ensemble négligeable

Z= |J 0.

kEN, aczn

Il existe alors une suite d’indices a(k) € Z" unique telle que x € II}, (). La proposition
2.9 appliquée a la suite des cubes Py = IIj, () (vesp. P}, = 11}, a(k)) avec Vol(Py) ~ Vol P
montre que les suites ponctuelles

Fila) = oy VeI o). Fi(a) = oy Mgk () (o),

sont telles que

(2.15) {“m inf fi(2) i VB (V(z) + A) Io(z)

limsup fi () < Up(e)(V(x) + ) Ig(x).

La majoration uniforme de la proposition 2.9 entraine d’autre part I'existence de con-
stantes C'11, C12 indépendantes de k, x et \ telles que

(@) < filx) < Cu(1+ /Ay + Cr2)".

Le théoreme 2.3 résulte alors de (2.14), (2.15) et du lemme de Fatou. O

En vue des applications a la géométrie complexe, nous aurons besoin d’une légere généra-
lisation du théoreme 2.3. On se donne un fibré hermitien F' de rang r et de classe C>
au-dessus de M, muni d’une connexion hermitienne V, et des sections continues S du
fibré AzT*X ®r Homc(F, F) et V du fibré Herm(F') des endomorphismes hermitiens
de F. Soit V}, la connexion hermitienne sur E* ® F induite par les connexions D et V.
Pour abréger les notations, on désignera encore par S et V' les endomorphismes Idgr ®5
et Idgr ®V opérant sur EF @ F. Etant donné un ouvert Q relativement compact dans M,
on considere la forme quadratique

Qﬂ,k(u):/Q(%\vku+suy2—<vu,u>)do—,
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ott u € Wi(Q, E¥ @ F). Soient Vi(z) < Va(z) < -+ < V() les valeurs propres de V(z)
en tout point x € M. On a alors le résultat suivant.

Théoreme 2.16.— La fonction de dénombrement Nq () des valeurs propres de Qq
admet pour tout A € R les estimations asymptotiques

k——+oco

liminf k72 Ngp(\) > Z/ ve(Vj + A) do,
j=17¢

limsup k72 Ngx(A) < Z/ vp(V; + A)do,
j=1"%

k——4o00
ou B est le champ magnétique associé a la connexion D sur E.

Démonstration. — Le principe de localisation 2.6 est encore valable dans la présente
situation. Il suffit donc de démontrer les inégalités 2.16 lorsque €2 est assez petit. Soit
a € M un point fixé et (e1,...,e.) un repére orthonormé C> de F' au-dessus d'un
voisinage W de a, tel que (e1(a),...,e.(a)) soit une base propre pour V(a). Ecrivons u

sous la forme
T
U = g U & €;
Jj=1

otl u; est une section de E*. Pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage W, C W de a sur
lequel

T T

> (Vi) = o)l < (Vuyu) <Y (Vila) + e)luyl?

j=1 j=1
On a d’autre part

Vku = ZDkU] X ej -+ Uj &® Vej,

j=1

et le terme u; ® Ve, peut étre absorbé dans Su (ce qui nous ramene en fait au cas ou la
connexion V est plate). L’encadrement

(1— k= 2)|Viul> + (1 — k2)|Sul? < [Viu + Sul> < (14 k72)|Viul? + (1 + £2)|Sul?
montre que le terme Su ne modifie Qq 1 que par un facteur multiplicatif 1 & ¢ et par un
facteur additif 4-¢||ul|?. Pour tout € > 0, il existe donc un voisinage W de a et un entier
ko(e) tels que

(1 —&)Qax(u) — eflul® < Qap(u) < (1+2)Qa k() + &ul?

des que k > kq(e) et Q C W,, ou @Qk désigne la forme quadratique

éﬂk(u) = zi:/Q <%|Dkuj|2 — Vj(a)|uj|2> do.
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Comme @Qk est une somme directe de r formes quadratiques, le spectre de @Qk est la
réunion (comptée avec multiplicités) des spectres de chacun des termes de la somme. Le
théoreme 2.16 s’ensuit. O

3. Identité de Bochner-Kodaira-Nakano
en géométrie hermitienne.

L’objet des paragraphes qui suivent est de tirer les conséquences du théoreme de répar-
tition spectrale 2.16 pour I’étude de la d”-cohomologie des fibrés vectoriels holomorphes
hermitiens. Dans ce but, nous aurons besoin de relier le laplacien antiholomorphe A’ a
I'opérateur de Schrédinger d’une connexion réelle adéquate. Ceci se fait au moyen d’une
formule particuliere de type Weitzenbock, connue en géométrie complexe sous le nom

d’identité de Bochner-Kodaira-Nakano.

Soit X une variété analytique complexe compacte de dimension n et F' un fibré vecto-
riel holomorphe hermitien de rang r au-dessus de X. On sait qu’il existe une unique
connexion hermitienne D = D’ + D” sur F dont la composante D" de type (0,1)
coincide avec l'opérateur d du fibré (une telle connexion est dite holomorphe). Soit
c(F) = D?> = D'D" + D"D' la forme de courbure de F. Munissons X d’une métrique
hermitienne arbitraire w de type (1,1) et de classe €>°. L’espace C;°, (X, F) des sections
de classe € du fibré AP9T* X ® F se trouve alors muni d’une structure préhilbertienne
naturelle. On note § = ¢’ 4+ 6" I'adjoint formel de D considéré comme opérateur différen-
tiel sur C>°(X, F'), et A l'adjoint de 'opérateur L : u — w A u.

Nous utiliserons I’identité de Bochner-Kodaira-Nakano sous la forme générale démontrée
dans [6], bien qu’on puisse en fait se contenter, comme le fait Y.T. Siu [16], [17], de la
formule moins précise donnée par P. Griffiths. Si A, B sont des opérateurs différentiels
sur C°(X, F'), on définit leur anti-commutateur [A, B] par la formule

[A,B] = AB — (-1)®BA

ou a, b sont les degrés respectifs de A et B. Les opérateurs de Laplace-Beltrami A’ et
A" sont alors donnés classiquement par

A/ — [D/,(s/] — D/5/ + 5/D/7 A// — [D//,éll]

A la forme de torsion d’ w, nous associons l'opérateur de multiplication extérieure u —
d'wAu sur C° (X, F), de type (2,1), noté simplement d'w, et 'opérateur 7 de type (1,0)
défini par 7 = [A, d'w]. Nous posons enfin

D, =D+, 0 = (DL =6+ 717, Al =[D.,¢d].

TYYT

On a alors I'identité suivante, pour une démonstration de laquelle le lecteur se reportera
a [6].

Proposition 3.1.— On a A" = Al + [ic(F), Al + T, ot T, est l'opérateur d’ordre O et
de type (0,0) défini par

T, = [A, [A, %d’d”w“ ~[dw, (d'w)*].
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D’apres la théorie de Hodge-De Rham, le groupe de cohomologie H9(X, F') s’identifie a

'espace des (0, ¢)-formes A”-harmoniques a valeurs dans F. Soit u € CX (X, F). La
proposition 3.1 nous donne ’égalité

(3.2) / D"l 116" u]? = / (A, ) = / Dl 16l + (fie(F), Alu, u)+ (T, w),
X X X

ou les intégrales sont calculées relativement a 1’élément de volume do = ‘;—T En parti-
culier, si u est de bidegré (0,q), on a é_u = 0 par raison de bidegré, d’ou

(33) [ @) = [ DL + (ier), ) + (T ).
X X
On peut également considérer u comme une (n, g)-forme a valeurs dans le fibré
F:=FA'TX ;

on notera D = D'+ D" la connexion hermitienne holomorphe de F et & I'image canonique
de u dans C;° (X, F).

Lemme 3.4.— On a des diagrammes commutatifs
D// A//
Soq(XﬂF) — 8,oq+1<X7F) 8,oq(X7F) — 8,Oq(X7F)
. 5// . . K” .
Coo (X, F) = CxX (X, F), Coo (X, F) = G (X, F),

ot les fléches verticales sont les isométries u — u.

Démonstration. — La commutativité du diagramme de gauche résulte du fait que A"T'X
est un fibré holomorphe (on prendra garde au fait que le résultat correspondant pour D’
et D’ est faux). On a donc un diagramme commutatif analogue pour les adjoints 6", 5"
et pour A", A", O

Le lemme 3.4 et 'identité (3.2) nous donnent
65) [ @)= [(@a = [ 5P (el F) a5 - (L)
X X X

Nous allons maintenant transformer légerement ’écriture de (3.3) et (3.5). La connex-
ion hermitienne holomorphe du fibré AYT*X induit sur le fibré conjugué A%47*X une
connexion dont la composante de type (1,0) coincide avec I'opérateur d’. On en déduit
alors une connexion hermitienne naturelle V sur le fibré produit tensoriel A®9T*X ® F
(on observera que ce fibré vectoriel n’est pas holomorphe en général si ¢ # 0). Soient
V' et V" les composantes de V de type (1,0) et (0,1).

Proposition 3.6.— On a

V' =D : CO(AMT*X @ F) = €35 (A T*X ® F),
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et il existe un diagramme commutatif

12
EX (X, AT X 9 F) Vs €3y (X,A%T*X @ F)

~1 lw

& (X, F)

2
0 o0

e?l?q(X? F) — n—1,q
ot les fleches verticales sont des isométries, celle de gauche étant donnée par u — .
Démonstration. — L’égalité V' = D’ provient du fait que la composante de type (1,0) de

la connexion de A®9T*X coincide avec d’. Pour le diagramme, on commence par définir
la fleche verticale W. Soit

{217} 1 (APYIT*X @ F) x (AP22T*X @ F) — AP Haatpas x
I’accouplement sesquilinéaire canonique induit par la métrique sur les fibres de F', et
¥ APIT* X @ F — A" 9" PT*X @ F
I'opérateur de Hodge-De Rham-Poincaré défini par
{v| *w} = (v, w) do, v, we APIT*X @ F.
On en déduit par composition une isométrie
Vo : AT X @ F 5 AT X @ F 5 AT X @ F

et la fleche W s’obtient par définition en tensorisant i’ U, par A%9T*X. Pour démon-
trer la commutativité, on suppose d’abord g = 0. Soit u € €*°(F'). On a classiquement

du=—*D"xu,

~ o O S N
et comme u € C°% (X, F), il vient »u = i~" u, d’ott

Su=—i"" «D"T=—i"" %~ D'u=—i"" Uo(D"u) = T(V"u).
Dans le cas ot ¢ est quelconque, il suffit de trivialiser A%97T*X au voisinage d’un
point x arbitraire, en choisissant un repére orthonormé (ey,...,en) de ce fibré, tel que
Vei(x) =---=Ven(x) =0. O

On considere maintenant les morphismes de fibrés

S AT X 9 F - AV T*X @ APIT*X @ F
S" AT X @ F - AP'T* X @ A% T*X @ F

ou S" =71 =[Adw], et o S” est le relevé par les isométries ~ et ¥ du morphisme

™ = [(dw)*, L] : "I T*X @ F — A" "T*X @ F.
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D’apres la proposition 3.6, on a
|Du| = |V'u+ S"ul, |0ra| = |V"u + S"ul.

Si on pose S = 5" @ S”, les identités (3.3) et (3.5) impliquent par addition

Q/X(A”u,u>z/|Vu+Su\2+/X([ic(F),A]u,u>
(3.7) + /X (lic(F), N, @) + (Tyu, u) + (T, )

pour tout u € C§°, (X, F).

Soit maintenant F un fibré holomorphe hermitien de rang 1 au-dessus de X. Pour
tout entier k, on note Dy et Vi les connexions hermitiennes naturelles sur les fibrés
F,=E*®F et A%T*X ® Fy, et on pose A} = [DY,6}]. La courbure de F}, (resp. Fy)
est donnée par

(3.8) co(Fy) = c(F) + ke(E) ® Idp, tesp. c(Fy) = c(F) + ke(E) @ 1d .
Rappelons, bien que ce soit inutile pour la suite, que
¢(F) = c(F) 4+ ¢(A"TX) ® Idp = ¢(F) + Ricci(w) ® Idp .

Nous aurons donc besoin d’évaluer les termes [ic(F), A]. Pour tout point z € X, soient

ay(x), az(x),...,ay(x) les valeurs propres de ic(F)(z) relativement & la métrique her-
mitienne w sur X. Il existe donc un systéme de coordonnées locales (z1, ..., z,) centré
en x tel que (8%1, cey 8%) soit une base orthonormée de (7, X,w(x)), et tel que

w(z) = % Zdzj NdZ;,
j=1
ic(B)(z) = % 3" aj(@) dzj A dz;.
j=1

Soit (eq,...,e,) un repére orthonormé de la fibre E¥ ® F,. Pour v € AP9T*X ® F},, on
peut écrire

_ — 2 -+ 2
v= E vr,gedzr ANdzy ® ey, [v|* = 2P™1 E lvr,7.0]°
[|=p,|J|=q,¢ I,J,0

Un calcul élémentaire, explicité par exemple dans [6], donne la formule
(3.9) ([ic(E), Alv,v) = 27793 “(ar +ay = Y a)|vr gl
1,70 j=1

avec ar = Y a;. Soit u € A%9T* X ® F}.. Posons

U = E UJ7ngJ®€g.
Jl
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D’apres (3.9), il vient

Soit V I’endomorphisme hermitien de A%97T*X ® F}, défini par

(3.10) (Vu,u) = —([ic(E), Au,u) — ([ic(E), Alu,u) = 29 Z(aw —ay)|ugel®.
gt

Les valeurs propres de V sont donc les coefficients ap; — oy, comptés avec multiplicité
r = rang(F). Soit enfin © 'endomorphisme hermitien défini par

(3.11) (Ou,u) = ([ic(F), Nu,u) + ([ic(F), Ala, @) + (Tou, u) + (T, @)
Les identités (3.7-11) impliquent alors

(3.12) g/ (A, ) :/ l|V;~cu+Sul2 — (Vu,u) + 1(@u,u)
kJy K k

ot les opérateurs S, V, © n’agissent que sur la composante A»9T* X @ F de A%IT* X Q@ F},.
On va donc pouvoir utiliser le théoreme 2.16 pour déterminer la distribution spectrale
asymptotique de A}, car le terme %(@u, u) tend vers 0 en norme.

Soit hj (A) le nombre de valeurs propres < kA de A} opérant sur €, (E* @ F). Le champ
magnétique B est ici donné par

(3.13) B = —ic(E) = — Zaj dx; A dy;, 2j = Tj + 1y;.
j=1
Compte-tenu que dimg X = 2n, le théoréme 2.16 se transcrit comme suit.

Théoreme 3.14. — [l existe un ensemble dénombrable D tel que pour tout g =0,1,...,n
et tout A € R~ D on ait

hi(X) =rk" Z /X ve(2A+ agy; — ay)do + o(k"™)
|71=q

lorsque k tend vers +oo.

4. Complexe de Witten et inégalités de Morse.

E. Witten[18], [19] a introduit récemment une nouvelle méthode analytique pour démon-
trer les inégalités de Morse en cohomologie de de Rham. Nous adaptons ici sa méthode
pour I’étude de la d”-cohomologie. La principale différence réside dans le fait que le
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champ magnétique est toujours nul dans le cas de la cohomologie de de Rham (on a en
effet d> =0!), et c’est le champ électrique qui intervient seul dans ce cas.

Avec les notations du §3, soit H}(X) C €3, (X, E*® F) la somme directe des sous-espaces
propres de A} attachés aux valeurs propres < kA. H7(\) est donc un espace vectoriel de
dimension finie

h?(A) = dimg HI(N).

La théorie de Hodge donne un isomorphisme
HY(X,E* @ F) ~ H}(0).
On posera pour abréger

hi = dim H(X, E* @ F) = h{(0).

Proposition 4.1.— H} () est un sous-compleze du complexe de Dolbeault
Dy : €, (X, EF ® F).
De plus, Uinclusion Hy(X) C €5, (X, E¥ @ F) et la projection orthogonale
Py : CF (X, EF @ F) — Hp(N)
induisent en cohomologie des isomorphismes inverses ['un de l’autre.

Démonstration. — Le fait que 5 ()) soit un sous-complexe de 5% (X, E¥ ® F) provient
de la propriété de commutation des opérateurs D} et AJ. Soit maintenant

>\>0)‘

I'opérateur de Green du laplacien AY. Comme [Py, A}] = 0, on a les relations [G, A}] =0
et
AlG+ Py =1d.

De plus, [Py, D}/] =[G, D}]] =0. On en déduit donc

Id—Py = AYGId —Py) + Py(Id —Py) = A/G(Id —Py)
= D}/(6,G(Id—Py)) + (6,G(Id —Py)) Dy,

de sorte que l'opérateur 9 G(Id — Py) est une homotopie entre Id et Pj. O
On utilise maintenant un lemme classique simple d’algebre homologique.

Lemme 4.2.— Soit

dO dl dn—l
0—C" 0ot o S 0" —0
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un complexe d’espaces vectoriels de dimensions finies ¥, ¢, ..., ¢" sur un corps K. Soit

h? = dimg H9(C*®). Alors, on a les inégalités suivantes:
(a) Inégalités de Morse : h?1 <c?, 0<q<n.

(b) Egalité des caractéristiques d’Euler-Poincaré x(H®*(C*®)) = x(C*) :

RO—h' 4o (m1)"R = — 4 4 (1)

c) Inégalités de Morse fortes : pour tout g, 0 < g<n
(c) Inég p q, qg<mn,

hY — R o (1R < — T (1) 2.

Démonstration. — Si Z9 = Kerd? et B? = Imd?! ont pour dimensions z? et b9, I’égalité
(b) résulte en effet des formules

Cq:Zq+bq+1’ hq:Zq_bq’
tandis que (c) résulte de (b) appliqué au complexe

0=-C" 50— ... 501t 5 79 5. O

Si F' est un fibré vectoriel holomorphe sur X, on définit sa caractéristique d’Euler-

Poincaré par
n

X(X,F)=> (-1)?dim HY(X, F).

q=0

En combinant la proposition 4.1 et le lemme 4.2, nous obtenons pour tout A > 0 et
tout ¢, 0 < g < n, I'inégalité

e =B 4 (SR < REA) = BTN + -+ (—1)ThY(N).

Evaluons maintenant hi(\) au moyen du théoréme 3.14 et faisons tendre A € R\ D vers
0 par valeurs > 0. Il s’ensuit :

Corollaire 4.3.— On a les inégalités asymptotiques

(a) hf <E"174 o(k™),

) X(X,EF @ F) =k"(I° = I* + - 4+ (=1)"I") + o(k"),

(c) hl —hI™ ! 4o (=1)9RY < K (I9 — 1971 4 - 4 (=1)21%) + o(k™),
ou 1?7 désigne l’intégrale de courbure

I"=r Z / vp(agy — ay)do.
X

|J|=q
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D’apres (3.13), les modules des valeurs propres du champ magnétique B sont les |a;],
1 < j < n. Pour tout point x € X, rangeons ces valeurs propres en sorte que

lay 2= |ag| = -+ 2 o] >0 = |agq]| = - = |an], s = s(z).

La formule (1.5) donne

B 25—2n7T—n n
VB(agJ—aJ):m\al...as|( Z ){agJ—aJ—Z(ij+l)|aj|}+
P1,---sPs

avec la notation {A}% =0si A <0et {A}} =1si A>0. Comme la quantité

agy —as— Y (2p; + 1)y

est toujours < 0, Up(agy; — ay) ne peut étre non nul que si s = n. Dans ce dernier cas
agy—ag—> (2p; +1)|a;| = 0siet seulement sip; =--- =p, =0et o;j <0 pourj€ J,
aj > 0 pour j € 0J. Ceci entraine que la forme ic(E) est non dégénérée d’indice q. Pour
x € X(q) (cf. notations de I'introduction) et |J| = ¢, on a donc

vplagy —ay) = 2m) "oy ...an| >0

si J est le multi-indice J(x) = {j; a;(z) < 0} et Up(agy —ay) = 0si J # J(z). 1
s’ensuit

I"=r /X(q)(27r)_"(—1)qozl e do = T X(q)(—l)(I(Lc(E))n.

n! 2

Le théoreme fondamental 0.1 n’est alors qu’une reformulation du corollaire 4.3. Le raison-
nement ci-dessus montre que les formes harmoniques de H4(X, E* ® F) se concentrent
asymptotiquement sur X (q), et qu’en chaque point de X (¢) leur direction tend a s’aligner
sur le g-sous-espace de T'X correspondant a la partie négative de ic(E). De plus, seule la
valeur propre d’énergie minimale p; = --- = p,, = 0 de 'oscillateur harmonique intervient
pour ces formes. Pour ¢ = 1, I'inégalité de Morse forte 4.3 (c) s’écrit

hy, = hy <E"(I' = 1%) + o(k™),

d’out en particulier une minoration asymptotique du nombre de sections holomorphes du
fibré E* @ F.

Théoréeme 4.4.— On a

k™ i n
3 0 k > . - _ n .
dm (X, E"® F) > T /X(gl) <27TC(E)> o(k™)

Plus généralement, ’addition des inégalités 4.3 (c¢) pour les indices ¢+ 1 et ¢ — 2 entraine

I — R 4 R RO < T 4 107 4 o(k),
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d’ou la minoration

: q k" q i " n
(45)  dimH (X,E’“®F>>r—!jzozﬂ(—1> /X » (me(B)) "~ olh)

5. Caractérisation des variétés de MoiSezon.

Soit X une variété C-analytique compacte connexe de dimension n. On appelle dimen-
sion algébrique de X, notée a(X), le degré de transcendance sur C du corps K (X) des
fonctions méromorphes sur X. D’apres un théoréme bien connu de Siegel [15], la dimen-
sion algébrique de X vérifie toujours I'inégalité 0 < a(X) < n. Lorsque a(X) = n, on dit
que X est un espace de Moisezon. Comme on va le voir, la dimension algébrique de X
impose asymptotiquement de fortes contraintes sur la dimension des espaces de sections
d’un fibré vectoriel holomorphe.

Théoreme 5.1.— Soit a la dimension algébrique de X, F' un fibré vectoriel holomorphe
de rang r et E un fibré linéaire sur X . Alors, il existe une constante C'r > 0 ne dépendant
que de E telle que

dim H(X, E* @ F) < Cprk® + o(k%).

Démonstration. — Nous reprenons pour l'essentiel les arguments de Y.T. Siu [16]. Soit
{W¢} un recouvrement de X par des ouverts de coordonnées W, C C", et B; = B(a;, R;),
1 < j < m, une famille de boules relativement compactes dans les ouverts Wy, telles que
les boules concentriques B;- = B(a;, %Rj) recouvrent X. Munissons F, F de métriques
hermitiennes, et soit exp(—¢,) le poids représentant la métrique de E dans une triviali-

sation de £ au voisinage de Bj;.

Soit alors s € H°(X, E* ® F) une section holomorphe qui s’annule & I’ordre p en un point
z; € B’. Les inclusions

2 6
- R;j) € Blzj, - R;) € B;

et le lemme de Schwarz appliqué aux deux boules intermédiaires entrainent 1’inégalité

B; C B(.I‘j,

(5.2) sup |s| < exp(Ak + Cr)3 P sup |s|,
B! B,
ol A = max;gj<m diam ¢;(B;) ne dépend que de E, et ot Cr est une constante > 0 qui

dépend de la métrique de F'.

Soit p < r = rang(F') le maximum pour z € X de la dimension du sous-espace de la fibre
F, engendré par les vecteurs s(x) lorsque s décrit | J, oy HY(X,E¥ @ F). Si p=0, alors
H°(X,E* ® F) = 0 pour tout k. Distinguons maintenant deux cas suivant que p = 1
oup > 1.

(a) Supposons p = 1.

Soit hy, = dim H°(X, E*® F), supposée > 0. Sous I’hypothése p = 1, les sections globales
de E¥ ® F définissent une application holomorphe

Dy : X N Zj, — P7H(Q)
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ou Z C X est le sous-ensemble analytique de leurs zéros communs. Soit d le rang
maximum de la différentielle ®; sur X \ Z;. On a nécessairement d < a, sinon le
corps des fractions rationnelles de P**~1(C) induirait un corps de fonctions méromorphes
sur X de degré de transcendance > d > a, ce qui est absurde. Choisissons pour tout
Jj=1,...,m un point z; € B N Zj, tel que @} soit de rang maximum = d en z;, et
soit sp € H O(X,E* ® F) une section qui ne s’annule en aucun point z;. Pour tout
s € H'(X,E* ® F), le quotient s/sy est bien défini en tant que fonction méromorphe
sur X, et de plus s/so est une fonction holomorphe au voisinage de z;, constante le long
des fibres de ®;,. Comme ®;, est une subimmersion au voisinage de chaque point z;, on
peut choisir une sous-variété M; de dimension d passant par z; et transverse a la fibre
@' (®x(z;)). La section s s’annulera & l'ordre p en chaque point z;, 1 < j < m, si et
seulement si les dérivées partielles d’ordre < p de s/so le long de M, s’annulent en x;.
Ceci correspond au total a 'annulation de

p+d—1
m
d
dérivées. Si nous choisissons p = [Ak + Cr| + 1, alors 'inégalité (5.2) entraine

e\P
sup |s| < (—) sup |s|,
X 3/ x

d’ou s = 0. Comme d < a, nous obtenons par conséquent

dim H*(X,E* @ F) <

<p+a—1
m
a

) < Ok + o(k%)

avec Cp = mA®/al .
(b) Supposons p > 1.

Il existe alors des sections s; € HO(X, E* ® F), 1 <t < p, et un point zg € X tels que
les vecteurs s1(2¢), ..., s,(xo) soient linéairement indépendants. Par construction, pour
tout k € N et toute section s € H°(X, E¥ ® F), la droite C - s(x) est contenue dans le
sous-espace engendré par (si(x),...,s,(x)), sauf peut-étre au-dessus du sous-ensemble
analytique {z € X;s1 A...As,(x)} =0. On a donc un morphisme injectif

H'X,E*®@ F) - @ H(X,E"™" @ APF)

1<t<Lp

ou k; = (k1 +--- +k,) — k¢, dont la composante d’indice ¢ est donnée par le morphisme
s =81 A A5 A---As,As. L'image de HY(X, E¥ @ F) sur chaque composante est
formée de sections colinéaires en presque tout point a s; A---A's,. On se retrouve donc
dans une situation analogue a celle du (a), ott F' est remplacé par E¥ ® APF ; par suite :

dim H°(X, E* @ F) < Cgpk® + o(k%), p<T O

Choisissons en particulier pour F' le fibré trivial X x C. En comparant les théoremes 4.4
et 5.1, nous obtenons la caractérisation géométrique suivante des variétés de MoiSezon.
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Théoréme 5.2.— Pour qu’une variété C-analytique compacte connexe X de dimen-
ston n soit de Moisezon, il suffit qu’il existe un fibré en droites holomorphe hermitien E

au-dessus de X tel que
/ (ic(E))™ > 0. O
X(<1)

Ce théoréme entraine a son tour le théoreme 0.8 puisque 0.8 (¢) = 0.8(b) = 0.8(a).
On améliore ainsi les résultats de Y.T. Siu [17], [18], et on retrouve donc en particulier
une nouvelle démonstration de la conjecture de Grauert-Riemenschneider [10].
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