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Résumé. — Soit Ω un ouvert hyperconvexe borné dans une variété de Stein.
Nous étudions les propriétés de la “fonction de Green pluricomplexe” de Ω , notée
uz(ζ) , solution du problème de Dirichlet pour l’équation de Monge-Ampère complexe
(ddcuz)

n = 0 sur Ω r {z} et ayant un pôle logarithmique au point z . En utilisant les
opérateurs de Monge-Ampère de Bedford et Taylor, nous associons à uz un noyau de
Poisson pluricomplexe dµz(ζ) , invariant par biholomorphisme, reproduisant les fonc-
tions pluriharmoniques sur Ω à partir de leurs valeurs sur le bord. Les mesures µz
sont en général portées par les points strictement pseudoconvexes de ∂Ω ; de plus, la
singularité de dµz(ζ) sur la diagonale de ∂Ω peut être calculée explicitement lorsque
Ω est strictement pseudoconvexe. Grâce à un procédé de complexification, on montre
enfin que les mesures de Monge-Ampère fournissent une formule explicite permettant
de représenter tout point d’une partie convexe compacte K ⊂ R

n comme barycentre
des points extrêmaux de K .

Abstract. — Let Ω be a bounded hyperconvex open subset in a Stein manifold.
We study the properties of the “pluricomplex Green function” of Ω , denoted by uz(ζ) ,
solving the Dirichlet problem for the complex Monge-Ampère equation (ddcuz)

n = 0
on Ω r {z} and possessing a logarithmic pole at point z . Using Bedford and Taylor’s
Monge-Ampère operators, we associate to uz a pluricomplex Poisson kernel dµz(ζ) ,
invariant under biholomorphisms, reproducing pluriharmonic functions on Ω from their
boundary values.The measures µz are in general supported by the set of strictly pseu-
doconvex points of ∂Ω ; furthermore, the singularity of dµz(ζ) on the diagonal of ∂Ω
can be computed explicitly when Ω is strictly pseudoconvex. Through a complexifi-
cation process, it is finally shown that Monge-Ampère measures provide an explicit
formula allowing us to represent every point of a convex compact subset K ⊂ Rn as a
barycenter of the extremal points of K .
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0. Introduction

L’objet de ce travail est de développer la théorie du potentiel en plusieurs variables
complexes, suivant la voie inaugurée par Bedford et Taylor [1], [2]. Nous montrons en
particulier que tout domaine hyperconvexe borné Ω possède des “noyaux de Poisson et
de Green pluricomplexes” canoniques, invariants par biholomorphisme, permettant de
reproduire les fonctions pluriharmoniques sur Ω à partir de leurs valeurs au bord.

Soit X une variété de Stein de dimension n et ϕ : X → [−∞, R[ une fonction
continue plurisousharmonique (psh en abrégé). On suppose de plus que ϕ est exhaus-

tive, c’est-à-dire que pour tout r < R les pseudoboules B(r) = {z ∈ X ; ϕ(z) < r}
sont relativement compactes dans X . On peut alors associer de manière naturelle
à ϕ une collection de mesures positives µϕ,r , portées par les ensembles de niveau
S(r) = {z ∈ X ; ϕ(z) = r}, telles que µϕ,r = (ddcϕ)n−1 ∧ dcϕ|S(r) si ϕ ∈ C∞(X).
Les mesures µϕ,r vérifient la formule de Lelong-Jensen fondamentale ci-dessous (cf. [4]
pour une démonstration et pour l’étude de quelques applications géométriques).

Théorème 0.1. — Toute fonction psh V sur X est µϕ,r intégrable et on a

µϕ,r(V ) =

∫

B(r)

V (ddcϕ)n +

∫

B(r)

(r − ϕ)ddcV ∧ (ddcϕ)n−1.

Soit Ω un ouvert faiblement pseudoconvexe relativement compact dansX . Si ∂Ω est
de classe C1, on sait d’après Kerzman-Rosay [8] que Ω est hyperconvexe, c’est-à-dire
qu’il existe une fonction ϕ : Ω → [−1, 0[ psh continue exhaustive. La démonstration de
Kerzman et Rosay ne donne pas directement d’information quantitative globale sur ϕ,
mais en raffinant leur méthode nous avons pu obtenir des estimations logarithmiques
très précises.

Théorème 0.2. — Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine faiblement pseudoconvexe à bord
lipschitzien. Alors Ω est hyperconvexe et il existe une fonction psh exhaustive ϕ : Ω →
[−1, 0[ de classe C∞ telle que

− A

Log 1/δ
≤ ϕ ≤ − B

Log 1/δ
et ddcϕ ≥ 1

Log 1/δ
ddc|z|2 ,

où δ désigne la distance au bord et A,B,C des constantes > 0.

Soit maintenant Ω un domaine hyperconvexe et ϕ : Ω → [−∞, 0[ une fonction psh
continue exhaustive dont la masse de Monge-Ampère totale est finie, i.e.

(0.3)

∫

Ω

(ddcϕ)n < +∞.

On montre alors que les mesures µϕ,r convergent faiblement au bord vers une mesure
positive µϕ sur ∂Ω. L’un des outils principaux dont nous disposons est le théorème de
comparaison suivant :

Théorème 0.4. — Soit ψ : Ω → [−∞, 0[ une fonction psh continue exhaustive telle
que

lim sup
Ω∋z→a

ψ(z)

ϕ(z)
= λ(a) < +∞
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pour tout a ∈ ∂Ω. Alors dµψ(ζ) ≤ λ(ζ)ndµϕ(ζ) sur ∂Ω.

Le point crucial de la démonstration consiste à établir des estimations suffisamment
précises pour les masses de Monge-Ampère respectives de ϕ et ψ au voisinage de ∂Ω ;
ces estimations s’obtiennent elles-mêmes par application du théorème 0.1.

On cherche ensuite à définir une fonction de Green attachée canoniquement à la
structure complexe de Ω. Dans ce but, on considère le problème de Dirichlet suivant,
relatif à l’opérateur de Monge-Ampère : pour tout point z ∈ Ω, existe-t-il une fonction
continue uz : Ω → [−∞, 0] psh et exhaustive sur Ω, vérifiant

(0.5)




uz|∂Ω = 0 ,
(ddcuz)

n = 0 sur Ω r {z} ,
uz(ζ) ∼ Log|ζ − z| quand ζ → z ?

Nous montrons le :

Théorème 0.6. — Si Ω est hyperconvexe, le problème (0.5) admet une solution uz
unique. On a (ddcuz)

n = (2π)nδz et la fonction uΩ(z, ζ) := uz(ζ) est continue sur
Ω × Ω.

La résolution du problème de Dirichlet (0.5) a été étudiée en détail par L. Lempert
[11], [12], qui a obtenu le théorème 0.6 ainsi que de nombreux autres résultats quanti-
tatifs lorsque Ω est convexe. La méthode de Lempert s’appuie sur une étude poussée
des disques extrêmaux de Ω pour la métrique de Kobayashi. Dans le cas général cette
méthode ne fonctionne plus, et nous avons dû reprendre l’idée de M. Klimek [9], basée
sur la méthode antérieure de Perron-Bremermann et sur les résultats de Bedford-Taylor
[1] : la fonction uz cherchée est l’enveloppe supérieure des fonctions psh v ≤ 0 sur Ω
telles que v(z) ≤ Log|ζ − z| + O(1). Des fonctions extrêmales analogues avaient déjà
été intoduites et étudiées dans d’autres contextes par différents auteurs, notamment J.
Siciak [17], [18], [19], B.A. Taylor [21] et A. Zeriahi [23] lorsque le pôle logarithmique
est à l’infini.

Dans le cas où Ω est strictement pseudoconvexe de classe C∞ , il est assez facile de
prouver que uΩ est localement lipschitzienne sur Ω × Ω r ∆Ω , mais nous ne savons
pas si uΩ est elle-même de classe C∞ sur cet ensemble; il n’est d’ailleurs pas sûr que ce
résultat soit toujours vrai, au vu des contre-exemples donnés par Bedford-Taylor [1] et
Gamelin-Sibony [7] pour le problème de Dirichlet relatif à l’équation de Monge-Ampère
homogène (ddcu)n ≡ 0. Nous ne savons pas non plus si de manière générale uΩ(z, ζ)
est symétrique en z et ζ , bien que la symétrie ait lieu lorsque Ω est convexe (cf. L.
Lempert [11]).

Définition 0.7. — On appelle mesure pluriharmonique µz associée au point z ∈ Ω
la mesure µϕ obtenue pour ϕ = 1

2πuz .

Pour r = 0, la formule 0.1 donne ici

µz(V ) = V (z) +
1

(2π)n

∫

Ω

|uz(ζ)|ddcV ∧ (ddcuz)
n−1

de sorte que le noyau dµz(ζ) reproduit les fonctions pluriharmoniques. Le théorème
0.4 montre que les mesures µz sont toutes absolument continues entre elles ; de plus
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ces mesures sont données en fonction de l’une quelconque d’entre elles par un noyau de
Poisson P (z, ζ) continu en z. De même que la fonction de Green uz, le noyau dµz(ζ) est
invariant par biholomorphisme. Dans le cas d’un domaine homogène comme la boule,
on retrouve donc le noyau de Poisson invariant

(0.8) dµz(ζ) =
(1 − |z|2)n
|1 − z · ζ|2n

dσ(ζ).

L’une des principales caractéristiques des mesures µz est, en un sens vague, la mini-
malité de leur support.

Théorème 0.9. — On suppose que Ω est de classe C2 et qu’il existe une fonction psh
ρ ∈ C2(Ω) telle que ρ < 0 sur Ω et dρ 6= 0 sur ∂Ω. Alors, pour tout z ∈ Ω, la mesure
µz est portée par l’ouvert des points strictement pseudoconvexes de ∂Ω.

Le théorème 0.9 est une conséquence très simple du théorème de comparaison 0.4
si l’on observe que C1ρ ≤ uz ≤ C2ρ au voisinage du bord.

Lorsque Ω est strictement pseudoconvexe, nous obtenons d’autre part une descrip-
tion très précise de la singularité du noyau sur la diagonale du bord.

Théorème 0.10. — On suppose Ω strictement pseudoconvexe de classe C2. Soit
ρ < 0 une fonction d’exhaustion strictement psh de classe C2. Alors si z tend vers ∂Ω
et si ζ ∈ ∂Ω est tel que |ζ − z| ≤ A|ρ(z)| 12 , A > 0, on a

dµz(ζ) ∼
1

(4π)n
|ρ(z)|n

|J2,0
ζ ρ(z)|2n

(ddcρζ)
n−1 ∧ dcρζ ,

où J2,0
ζ ρ(z) =

∑

j

∂ρ

∂ζj
(zj − ζj) +

1

2

∑

j,k

∂2ρ

∂ζj∂ζk
(zj − ζj)(zk − ζk) .

Le principe de la démonstration consiste à utiliser une osculation de ∂Ω par des
boules tangentes intérieurement et extérieurement ; l’estimation cherchée se déduit
alors de (0.8) au moyen du théorème de comparaison 0.4.

Le dernier paragraphe est consacré à une application des idées précédentes à l’étude

de la géométrie des ensembles convexes. Soit K ⊂ Rn une partie convexe et x ∈
◦

K un
point intérieur. On considère la fonction ξ 7→ px(ξ) positivement homogène de degré 1
sur Rn telle que px(x) = 0 et px|∂K = 1. Si on regarde px comme une fonction de la
variable complexe ζ = ξ + iη indépendante de η, on voit alors que

(ddcpx)
n = Cδx ⊗ (dη1 ∧ · · · ∧ dηn),

tandis que (ddcpx)
n−1∧dcpx = νx⊗(dη1∧· · ·∧dηn) où νx est la mesure sur ∂K définie

par

dνx(ξ)

(n−1)!
=

n∑

l=1

(−1)l−1 det

(
· · · ∂2px

∂ξj∂ξl−1
,
∂px
∂ξj

,
∂2px

∂ξj∂ξl+1
· · ·

)
dξ1 ∧ · · · d̂ξl · · ·dξn.

La mesure νx peut être interprétée géométriquement comme la mesure de volume ra-
dial dans les coordonnées ξ′ ∈ (Rn)⋆, où ξ 7→ ξ′ = dpx(ξ) est la transformation par
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polaires sur ∂K. En utilisant le théorème 0.1, nous démontrons alors une formule de
représentation barycentrique très simple, qui à notre connaissance semble être passée
inaperçue jusqu’à présent.

Théorème 0.11. — νx est portée par les points extrêmaux de K, et le point x est
barycentre de la mesure de probabilité (νx(∂K))−1νx .

Le théorème 0.11 donne donc en dimension finie une solution explicite naturelle
pour les mesures barycentriques dont l’existence est assurée en général par le théorème
de Choquet [3].

1. Mesures de Monge-Ampère

Dans notre mémoire antérieur [4], nous avons montré comment à toute fonction
ϕ continue psh et exhaustive sur un espace de Stein X on peut associer de manière
naturelle une collection de mesures positives portées par les ensembles de niveau de ϕ.
Nous rappelons ici brièvement la construction de ces mesures, dont les propriétés de
croissance à l’infini sont liées étroitement à la géométrie de l’espace X .

Soit X une variété de Stein de dimension n . On suppose donnée une fonction psh
continue ϕ : X → [−∞, R[ , où R ∈] −∞,+∞]. Pour tout r ∈ [−∞, R[ on note

(1.1) B(r) = {x ∈ X ; ϕ(x) < r} , S(r) = {x ∈ X ; ϕ(x) = r} ,

(1.2) ϕr(x) = max
(
ϕ(x), r

)
.

On suppose en outre que ϕ est exhaustive , c’est-à-dire que pour tout r < R , la
pseudoboule B(r) est relativement compacte dans X .

On écrira comme d’habitude dc = i(∂−∂). La notation (ddc)k désignera l’opérateur
de Monge-Ampère complexe défini par la méthode de E. Bedford et B.A. Taylor [2].
Rappelons cette méthode : si V1 est une fonction psh quelconque et si V2, . . . , Vk sont
des fonctions psh localement bornées sur X , on définit inductivement un courant ≥ 0
fermé de bidegré (k, k) en posant

(1.3) ddcV1 ∧ · · · ∧ ddcVk = ddc(Vkdd
cV1 ∧ · · · ∧ ddcVk−1) ;

d’après [4], la définition (1.3) reste encore utilisable si V2, . . . , Vk sont seulement locale-
ment bornées dans le complémentaire d’un compact de X .

Le théorème de continuité monotone pour l’opérateur de Monge-Ampère entrâıne
que l’application r 7→ (ddcϕr)

n, à valeurs dans l’espace des mesures sur X muni de la
topologie faible, est continue sur [−∞, R[ . Comme la mesure positive (ddcϕr)

n est
nulle sur B(r) et cöıncide avec (ddcϕ)n sur X r

(
B(r) ∪ S(r)

)
, on peut écrire

(1.4) (ddcϕr)
n = 1XrB(r)(dd

cϕ)n + µϕ,r ,

où µϕ,r est une mesure ≥ 0 portée par S(r). Dans le cas où ϕ est de classe C∞ et
r valeur régulière de ϕ , la mesure µϕ,r admet une expression explicite simple. Par
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régularisation des points anguleux de ϕr , on vérifie en effet (voir [4]) que µϕ,r est la
mesure induite sur S(r) par la forme différentielle C∞ de degré 2n− 1 :

(1.5) µϕ,r = (ddcϕ)n−1 ∧ dcϕ|S(r) .

Définition 1.6. — On dira que (µϕ,r) est la famille des mesures de Monge-Ampère
associée à la fonction d’exhaustion ϕ.

Comme r 7→ 1XrB(r) est ponctuellement continue à gauche, l’application r 7→
µϕ,r est faiblement continue à gauche. De plus, on a la formule de Lelong-Jensen
fondamentale suivante, dont la démonstration est une conséquence simple du théorème
de Stokes si ϕ ∈ C∞(X).

Théorème 1.7. — Soit V une fonction psh quelconque sur X . Alors pour tout
r ∈] −∞, R[ , V est µϕ,r-intégrable et

µϕ,r(V ) −
∫

B(r)

V ddcϕn =

∫ r

−∞

dt

∫

B(t)

ddcV ∧ ddcϕn−1

=

∫

B(r)

(r − ϕ)ddcV ∧ ddcϕn−1.

Démonstration. — La première égalité n’est autre que le théorème 3.4 de [4], et la
deuxième s’obtient aussitôt par application du théorème de Fubini. Lorsque n ≥ 2, on
peut d’autre part effectuer une intégration par parties dans la dernière intégrale :

(1.8)

∫

B(r)

(r − ϕ)ddcV ∧ ddcϕn−1 =

∫

B(r)

ddcV ∧ ddcϕn−1 ∧ dϕ ∧ dcϕ ;

pour justifier (1.8) en toute rigueur, on doit bien sûr commencer par régulariser ϕ et
passer ensuite à la limite. ⊔⊓

Corollaire 1.9. — Si V est psh ≥ 0 , la fonction r 7→ µϕ,r(V ) est croissante sur
] −∞, R[ . ⊔⊓

Il résulte en particulier du théorème 1.7 que la masse totale de µϕ,r est donnée par

(1.10) ‖µϕ,r‖ = µϕ,r(1) =

∫

B(r)

ddcϕn .

2. Fonctions d’exhaustion psh bornées

et ouverts hyperconvexes

Soit X une variété de Stein, Ω un ouvert relativement compact dans X et ∂Ω = Ω r

Ω le bord de Ω. Dans les paragraphes qui suivent, nous serons conduits naturellement
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à supposer que Ω est hyperconvexe. Cette notion avait été introduite initialement par
J.-L. Stehlé [20] en vue de l’étude des espaces fibrés holomorphes. Rappelons-en la
définition.

Définition 2.1. — Ω est dit hyperconvexe s’il existe une fonction ϕ : Ω → [−∞, 0[
psh exhaustive.

Par régularisation de ϕ , on voit facilement que Ω est hyperconvexe si et seulement
si il existe une fonction ϕ̃ : Ω → [−1, 0[ de classe C∞ strictement psh et exhaustive.
Tout ouvert hyperconvexe est pseudoconvexe, et on sait que l’hyperconvexité est une
propriété locale de ∂Ω (cf. Kerzman-Rosay [8]). Kerzman et Rosay [8] ont démontré
par ailleurs que tout ouvert Ω ⊂⊂ X faiblement pseudoconvexe à bord de classe C1

est hyperconvexe. Nous allons redémontrer ici ces résultats, d’une part parce que nous
avons une preuve plus simple et plus générale que celle de [8], et d’autre part parce
que notre méthode apporte des résultats quantitatifs nouveaux.

Théorème 2.2. — Soit Ω un ouvert pseudoconvexe borné de Cn. On suppose que le
bord ∂Ω est lipschitzien. Alors Ω est hyperconvexe, et il existe une fonction ϕ : Ω →
[−1, 0[ de classe C∞ , strictement psh et exhaustive, telle que au voisinage de ∂Ω on
ait

(2.3) − A

Log 1/δ(z)
≤ ϕ(z) ≤ − B

Log 1/δ(z)
,

(2.4) ddcϕ(z) ≥ C

Log 1/δ(z)
ddc|z|2 ,

où δ(z) = d(z, ∂Ω) est la distance euclidienne au bord, et où A,B,C sont des constantes
> 0.

Le théorème 2.2 est en un certain sens pratiquement optimal : le triangle de Hartogs
T = {(z1, z2) ∈ C2 ; |z1| < |z2| < 1} possède un bord lipschitzien au voisinage de tout
point a ∈ ∂T autre que a = (0, 0) , et cependant T n’est pas hyperconvexe puisque
T ∩ ({0} × C) est un disque pointé.

Démonstration. — On commence d’abord par construire sur Ω une famille de fonctions
psh continues vε , 0 < ε < ε0 , vérifiant les estimations uniformes

(2.5) Log
1

δ(z) + ε
− C1 ≤ vε(z) ≤ Log

1

δ(z) + ε
− C2 .

(2.6) ddcvε(z) ≥ ddc|z|2,

où C1, C2 > 0 sont des constantes.

L’hypothèse que ∂Ω est lipschitzien équivaut à la propriété suivante : il existe un
nombre fini de points aj ∈ ∂Ω, des réels rj > 0 et des cônes de révolution ouverts
Γj ⊂ Cn, tels que les boules B(aj, rj/3) recouvrent ∂Ω, avec pour tout j :

(2.7)
(
Ω ∩B(aj, rj)

)
+

(
Γj ∩B(0, rj)

)
⊂ Ω .
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Soit Nj le vecteur unitaire porté par l’axe de Γj et soit αj le demi-angle au sommet de
ce cône. Pour z ∈ Ω ∩B(aj, rj/2) et ε ≤ rj/2, on a alors :

(2.8) δ(z) + ε sinαj ≤ δ(z + εNj) ≤ δ(z) + ε ;

la première inégalité résulte en effet du fait que (2.7) implique

B
(
z, δ(z)

)
+

(
Γ ∩B(0, rj)

)
⊂ Ω ,

et la deuxième est évidente. Si on pose

vε,j(z) = Log
1

δ(z + εNj)
, z ∈ Ω ∩B(aj, rj/2) ,

alors vε,j est psh puisque Log 1/δ(z) l’est, et (2.8) entrâıne

Log
1

δ(z) + ε
≤ vε,j(z) ≤ Log

1

(δ(z) + ε) sinαj
.

Il reste maintenant à recoller les fonctions vε,j(z) de façon à obtenir une fonction psh
globale vε sur Ω. Pour cela, soit ψj une fonction ≥ 0 de classe C∞ à support compact
dans B(aj, rj/2), telle que ψj > Log 1/ sinαj sur B(aj, rj/3) . Soit λ > 0 assez grand
pour que les fonctions ψj(z) + λ|z|2 soient psh . On a alors

vε,j(z) + ψj(z) + λ|z|2 > [resp. ≤] λ|z|2 + Log
1

(δ(z) + ε) sinαj

sur B(aj, rj/3) [resp. sur ∂B(aj, rj/2)]. Pour tout z ∈ Ω on pose

(2.9) vε(z) = max
j

(
vε,j(z) + ψj(z) + λ|z|2 − λ2 , |z|2 − λ

)
,

où le maximum est étendu aux indices j tels que B(aj, rj/2) ∋ z (il peut ne pas y en
avoir, et dans ce cas vε(z) = |z|2−λ). Pour λ > 0 assez grand, la fonction vε(z) est psh
continue sur Ω , car le maximum n’est jamais atteint par construction pour un indice
j tel que z ∈ ∂B(aj, rj/2). La condition (2.5) est clairement satisfaite, et la condition
(2.6) résulte du lemme classique suivant :

Lemme 2.10. — Soient w1, . . . , wm des fonctions psh sur une variété analytique com-
plexe Y et h une (1, 1)-forme ≥ 0 continue telle que ddcwj ≥ h pour tout j . Alors
w := max(wj) est psh, et ddcw ≥ h.

Nous construisons maintenant la fonction ϕ du théorème 2.2 à l’aide des fonctions
vε. On observe d’après (2.5) que l’ordre de grandeur de vε(z) sur ∂Ω est Log 1/ε±Cte.
On est donc amené à poser

wε(z) =
vε(z)

Log 1/ε
− 1 , w(z) = sup

0<ε≤ε0

wε(z),
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où ε0 = min(1/2, rj/2); la fonction ϕ cherchée sera une régularisation de w. Si on note
t = ε/δ(z), l’encadrement (2.5) entrâıne

− Log(1 + 1/t) + C1

Log 1/t+ Log 1/δ(z)
≤ wε(z) ≤ − Log(1 + 1/t) + C2

Log 1/t+ Log 1/δ(z)
.

Le choix ε = δ(z) (avec δ(z) < ε0) donne la minoration

w(z) ≥ wε(z) ≥ −Log2 + C1

Log 1/δ(z)
.

On a d’autre part la majoration

(2.11) wε(z) ≤ − Log(1 + 1/t) + C2

Log(1 + 1/t) + Log 1/δ(z)
≤ − C2

Log 1/δ(z)
,

pourvu que δ(z) ≤ e−C2 . Ceci montre que w(z) vérifie (2.3) avec A = Log2 + C1 et
B = C2. Par ailleurs, pour ε ≤ t0δ(z) et δ(z) ≤ min(e−C2 , t0/(1 + t0)) , on obtient
t ≤ t0, Log(1 + 1/t) ≥ Log(1 + 1/t0) , 1/δ(z) ≥ 1 + 1/t0 , et (2.11) entrâıne donc

wε(z) ≤ − Log(1 + 1/t0) + C2

Log(1 + 1/t0) + Log 1/δ(z)
≤ −1

2

Log(1 + 1/t0) + C2

Log 1/δ(z)
.

La dernière inégalité implique que supεwε(z) est atteint pour ε ≥ t0δ(z) si t0 > 0 est
assez petit. Par un argument de compacité standard, on voit alors que w est continue.
De plus, l’analogue du lemme 2.10 pour la famille infinie {wε ; ε1 ≤ ε ≤ ε0} entrâıne,
compte tenu de l’inégalité (2.6) :

ddcw ≥ 1

Log 1/ε1
ddc|z|2 , ∀ε1 < t0δ(z) .

L’inégalité (2.4) est donc démontrée pour w . La fonction ϕ se déduit finalement de w
par régularisation jusqu’au bord (R. Richberg [14]). ⊔⊓

Remarque 2.12. — Le théorème 2.2 est encore vrai si Ω est un domaine pseudoconvexe
lipschitzien dans une variété de Stein X . Il suffit de remplacer dans la démonstration
la fonction |z|2 par une fonction γ(z) strictement psh C∞ sur X , et d’utiliser des boules
B(aj, 2rj) contenues dans des ouverts de coordonnées ; à la distance δ(z), on peut de
même substituer la fonction δj(z) := distance de z au bord de Ω∩B(aj , 2rj) , calculée
dans le système de coordonnées correspondant.

Théorème 2.13 (Kerzman-Rosay [8]). — Soit Ω ⊂⊂ X , où X est une variété de
Stein. On suppose que tout point a ∈ ∂Ω possède un voisinage Va tel que Ω ∩ Va soit
hyperconvexe. Alors Ω est hyperconvexe.

Démonstration. — Par hypothèse, il existe un recouvrement fini de ∂Ω par des ouverts
Uj telles que Ω ∩ Uj possède une fonction d’exhaustion psh continue ϕj < 0. Soit
U ′
j ⊂⊂ Uj tel que ∂Ω ⊂ ⋃

U ′
j . Il est facile de voir qu’il existe une fonction convexe

croissante χ :] − ∞, 0[→]0,+∞[ telle que limt→0−
χ(t) = +∞, dont la croissance est
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suffisamment lente pour que |χ ◦ ϕj − χ ◦ ϕk| ≤ 1 sur U ′
j ∩ U ′

k ∩ Ω. Pour tout ε ∈]0, 1]
on a encore

|χ(ϕj(z) − ε) − χ(ϕk(z) − ε)| ≤ 1 , ∀z ∈ U ′
j ∩ U ′

k ∩ Ω ,

grâce à la convexité de χ. On applique maintenant la formule (2.9) pour construire
une fonction psh globale vε à partir des vε,j(z) = χ(ϕj(z) − ε). Alors la fonction

wε(z) :=
vε(z)

χ(−ε) − 1

est < 0 sur Ω, et quand ε tend vers 0, la fonction wε converge uniformément vers 0
sur ∂Ω et vers −1 sur tout compact de Ω. Par suite, w := supwε est psh continue
exhaustive sur Ω . ⊔⊓

3. Mesures de Monge-Ampère

sur le bord d’un ouvert hyperconvexe

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que les mesures de Monge-Ampère du
§1 se prolongent de manière naturelle sur le bord d’un ouvert hyperconvexe Ω ⊂⊂ X
quelconque, où X est une variété de Stein de dimension n .

Théorème et définition 3.1. — Soit ϕ : Ω → [−∞, 0[ une fonction psh continue
exhaustive. On suppose que la masse de Monge-Ampère totale de ϕ est finie, i.e.

(3.2)

∫

Ω

(ddcϕ)n < +∞ .

Alors, quand r tend vers 0, µϕ,r converge faiblement dans X vers une mesure µϕ ≥ 0
portée par ∂Ω, de masse totale

∫
Ω
(ddcϕ)n. La mesure limite µϕ sera appelée mesure

au bord associée à ϕ.

On verra plus loin (cf. §4) qu’un ouvert hyperconvexe quelconque admet toujours
des fonctions d’exhaustion ϕ vérifiant (3.2).

Démonstration. — D’après (1.10) et (3.2), les mesures µϕ,r sont uniformément bornées
en masse pour r < 0. Il suffit donc de vérifier que r 7→ µϕ,r(h) a une limite pour toute
fonction h ∈ C2(X,R). Si γ est une fonction > 0 strictement psh de classe C2 sur X ,
on peut choisir une constante C > 0 telle que V = h + Cγ soit psh ≥ 0 sur Ω. Le
corollaire 1.9 entrâıne alors que µϕ,r(γ) et µϕ,r(V ) sont fonctions croissantes de r , par
suite µϕ,r(h) = µϕ,r(V ) − Cµϕ,r(γ) a une limite en r = 0 . ⊔⊓

Quand r tend vers 0, la formule de Lelong-Jensen 1.7 entrâıne le :

Théorème 3.3. — Soit V ∈ C(Ω), V psh sur Ω. Alors

µϕ(V ) =

∫

Ω

V (ddcϕ)n +

∫

Ω

ddcV ∧ |ϕ|(ddcϕ)n−1 si n ≥ 1 ,

µϕ(V ) =

∫

Ω

V (ddcϕ)n +

∫

Ω

ddcV ∧ (ddcϕ)n−2 ∧ dϕ ∧ dcϕ si n ≥ 2 .
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On va voir maintenant que la mesure µϕ ne dépend, en un certain sens, que du
comportement asymptotique local de ϕ au voisinage de ∂Ω. Nous commençons par
prouver le résultat global suivant :

Théorème 3.4. — Soient ϕ, ψ : Ω → [−∞, 0[ des fonctions psh continues exhaustives
telles que ϕ ≤ ψ ≤ 0 et

∫
Ω
(ddcϕ)n < +∞ . Alors

∫
Ω
(ddcψ)n ≤

∫
Ω
ddcϕn et µψ ≤ µϕ

sur ∂Ω.

Démonstration. — Soient r < 0 et ε ∈]0, 1[ fixés. Introduisons la fonction auxiliaire

w = sup
(
ϕ, (1 − ε)ψ + εr

)
.

Sur l’ouvert {ψ < r} on a (1 − ε)ψ + εr > ψ ≥ ϕ , de sorte que

w = (1 − ε)ψ + εr sur {ψ < r}.

On en déduit
µw,r̃ = (1 − ε)nµψ,(r̃−εr)/(1−ε)

pour r̃ < r , et la continuité à gauche des mesures µϕ,r implique

µw,r = (1 − ε)nµψ,r .

Par ailleurs w cöıncide avec ϕ sur l’ouvert {ϕ > εr}. On a donc µw = µϕ. Soit
h ∈ C2(X,R) une fonction ≥ 0 quelconque. D’après ce qui précède on a

(1 − ε)nµψ,r(h) = µw,r(h)

= µw(h) −
∫ 0

r

dt

∫

{w<t}

ddch ∧ (ddcw)n−1 −
∫

{w≥r}

h(ddcw)n ,

où la dernière égalité provient de la formule de Lelong-Jensen 1.7. Le choix h ≡ 1 donne
(1 − ε)nµψ,r(1) ≤ µw(1) = µϕ(1) , et ceci entrâıne la première inégalité du théorème
d’après (1.10). Dans le cas général, soit γ une fonction C∞ strictement psh sur X . Il
existe une constante C > 0 telle que −ddch ≤ Cddcγ sur Ω , donc

(3.5) (1 − ε)nµψ,r(h) ≤ µϕ(h) + C

∫ 0

r

dt

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1 .

Il s’agit maintenant de passer à la limite quand r tend vers 0, en prenant garde au fait
que w dépend de r. Comme {w < t} ⊂ {w < εt}, on a la majoration

∫ 0

r

dt

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1 ≤
∫ 0

r

dt

∫

{w<εt}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1

=
1

ε

∫ 0

εr

dt

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1.

Pour t > εr, w cöıncide avec ϕ au voisinage de {w = t} . D’après le théorème de
Stokes, on a donc

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1 =

∫

{ϕ<t}

ddcγ ∧ (ddcϕ)n−1,
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ce qui entrâıne

∫ 0

r

dt

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1 ≤ 1

ε

∫ 0

εr

dt

∫

{ϕ<t}

ddcγ ∧ (ddcϕ)n−1 .

Le théorème 1.7 montre que

∫ 0

−∞

dt

∫

{ϕ<t}

ddcγ ∧ (ddcϕ)n−1 ≤
(
sup
Ω
γ − inf

Ω
γ
) ∫

Ω

(ddcϕ)n < +∞ .

Par suite l’intégrale

∫ 0

εr

dt

∫

{ϕ<t}

ddcγ ∧ (ddcϕ)n−1 tend vers 0 quand r tend vers 0 ,

et (3.5) entrâıne pour tout ε > 0 l’inégalité cherchée :

(1 − ε)nµψ(h) ≤ µϕ(h) . ⊔⊓

Remarque 3.6. — On a un résultat analogue à celui du théorème 3.4 pour les mesures

µϕ,−∞ := lim
r→−∞

µϕ,r = 1ϕ−1(−∞)(dd
cϕ)n ,

à savoir que

(3.7) ϕ ≤ ψ =⇒ µψ,−∞ ≤ µϕ,−∞ .

Avec les notations précédentes, on obtient en effet lorsque r → −∞ :

(1 − ε)nµψ,r(h) = µw,r(h)

≤ µw,εr/2(h) −
∫ εr/2

r

dt

∫

{w<t}

ddch ∧ (ddcw)n−1

≤ µw,εr/2(h) + C

∫ εr/2

r

dt

∫

{w<εt}

ddcγ ∧ (ddcw)n−1

= µϕ,εr/2(h) +
C

ε

∫ ε2r/2

εr

dt

∫

{w<t}

ddcγ ∧ (ddcϕ)n−1 . ⊔⊓

Bien que la démonstration précédente soit de nature globale, le théorème 3.4 est en
fait un résultat essentiellement local.

Théorème 3.8. — Soient ϕ, ψ : Ω → [−∞, 0[ des fonctions psh continues exhaustives
telles que ∫

Ω

(ddcϕ)n < +∞ ,

∫

Ω

(ddcψ)n < +∞ .

On suppose qu’il existe un ouvert relatif ω ⊂ ∂Ω et une fonction λ ≥ 0 sur ω telle que
pour tout point a ∈ ω on ait

lim sup
Ω∋z→a

ψ(z)

ϕ(z)
= λ(a) < +∞ .
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Alors dµψ(ζ) ≤ λ(ζ)ndµϕ(ζ) sur ω . Si la lim sup est une limite, alors µψ = λnµϕ sur
ω .

On observera que la lim sup n’est pas supposée non tangentielle. Il résulte donc des
hypothèses que λ est semi-continue supérieurement sur ω (et en particulier localement
bornée).

Démonstration. — Soit a ∈ ω et ε > 0 fixés. Par hypothèse il existe un voisinage
ouvert Ua de a tel que

ψ(z)/ϕ(z) < λ(a) + ε pour z ∈ Ω ∩ Ua .

Considérons la fonction

w(z) = max
(
ϕ(z), ψ(z)/(λ(a) + ε)

)
.

Alors ϕ(z) ≤ w(z) ≤ 0 et w(z) cöıncide avec ψ(z)/
(
λ(a) + ε

)
sur Ω ∩ Ua ; on a donc

µw = (λ(a) + ε)−nµψ sur ∂Ω ∩ Ua . Le théorème 3.4 entrâıne µw ≤ µϕ sur ∂Ω , d’où

µψ ≤
(
λ(a) + ε

)n
µϕ sur ∂Ω ∩ Ua .

L’inégalité µψ ≤ λnµϕ s’en déduit sur ω par semi-continuité de λ . Si de plus λ =
limψ/ϕ sur ω , alors λ est continue et lim supϕ/ψ = λ−1 sur l’ouvert ω⋆ = {z ∈
ω ; λ(z) > 0} . On obtient par conséquent µϕ ≤ λ−nµψ , soit µψ ≤ λnµϕ sur ω⋆ .
L’inégalité directe µψ ≤ λnµϕ implique d’autre part µψ = 0 sur ω r ω⋆ . Il en résulte
bien que µψ = λnµϕ sur ω . ⊔⊓

Une démonstration quasi-identique permet de déduire de (3.7) le résultat suivant,
qui était conjecturé (sous une forme plus faible) dans [4].

Théorème 3.9. — Soient u, v des fonctions psh continues sur une variété de Stein X ,
à valeurs dans R ∪ {−∞}, telles que u−1(−∞) ⊂⊂ X et v−1(−∞) ⊂⊂ X . On suppose
que pour tout point a d’un ouvert relatif ω ⊂ u−1(−∞) on a

lim sup
u(z)>−∞ , z→a

v(z)

u(z)
= λ(a) < +∞ .

Alors dµv,−∞(ζ) ≤ λ(ζ)ndµu,−∞(ζ) sur ω , avec égalité si la lim sup est une limite.

Comme (ddc Log |z|)n = (2π)nδ0 dans Cn, il découle en particulier du théorème 3.9
que si u possède un pôle logarithmique isolé en un point a ∈ X (i.e. si u(z) ∼ Log |z−a|
quand z → a) alors

(3.10) µu,−∞ = (2π)nδa ,

où δa désigne la mesure de Dirac au point a . Nous renvoyons le lecteur à [4], §4 pour
plus de détails sur cette question.
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4. Fonction de Green pluricomplexe

Soit X une variété de Stein et Ω ⊂⊂ X un ouvert connexe. Nous nous proposons de
construire un potentiel de Green adapté à l’étude des fonctions de plusieurs variables
complexes ; ce potentiel sera en particulier un invariant biholomorphe du domaine Ω.
Pour cela, on considère le problème de Dirichlet suivant : pour tout point z ∈ Ω ,
trouver une fonction uz : Ω → [−∞, 0] continue sur Ω et psh sur Ω , vérifiant les
propriétés

(4.1) uz|∂Ω = 0 ,

(4.2) (ddcuz)
n = 0 sur Ω r {z} et uz(ζ) ∼ Log |ζ − z| quand ζ → z .

L’existence de solutions pour le problème de Dirichlet relatif à l’opérateur de Monge-
Ampère complexe a été démontrée de manière générale par Bedford- Taylor [1]. Le
problème particulier ci-dessus a été étudié antérieurement par M. Klimek [9] et par L.
Lempert [11], [12]; ce dernier a obtenu des résultats très précis dans le cas d’un ouvert
Ω ⊂ Cn strictement convexe.

Une condition nécessaire évidente pour l’existence de la solution uz est que l’ouvert
Ω soit hyperconvexe. Inversement, cette condition est suffisante, et on a le résultat
suivant qui précise le théorème 1.6 de [9].

Théorème 4.3. — Soit Ω un domaine hyperconvexe. Il existe sur Ω une unique
fonction uz psh continue, solution de (4.1) et (4.2). Cette fonction vérifie

(4.4) (ddcuz)
n = (2π)nδz ,

et peut se définir comme l’enveloppe supérieure

(4.5) uz(ζ) = sup
v
{v(ζ)}

où v décrit l’ensemble des fonctions psh ≤ 0 sur Ω telles que

(4.6) v(ζ) ≤ Log |ζ − z| + Cv ,

Cv étant une constante quelconque.

Existence de uz . — Définissons uz à l’aide de (4.5) et (4.6). X étant supposée plongée
dans CN , on peut choisir les coordonnées de façon que les n premières (ζ1, . . . , ζn) =: ζ ′

définissent un système de coordonnées locales au voisinage de z. Soit |ζ ′ − z′| < r une
petite boule contenue dans Ω et soit R = supζ∈Ω |ζ−z| . Toute fonction psh v ≤ 0 sur la
boule |ζ ′−z′| < r qui a un pôle logarithmique au point z vérifie v(ζ) ≤ Log(|ζ ′−z′|/r) ,
et a fortiori v(z) ≤ Log(|ζ − z|/r) . D’autre part, la fonction ζ 7→ Log(|ζ − z|/R) est
≤ 0 sur Ω . Par définition de uz , on en déduit donc

(4.7) Log(|ζ − z|/R) ≤ uz(ζ) ≤ Log(|ζ − z|/r) sur Ω .

D’après P. Lelong [10] la régularisée supérieure

u⋆z(a) = lim sup
ζ→a

uz(ζ)
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est psh sur Ω . Comme uz est ≤ 0 et vérifie (4.6), il en est de même pour u⋆z ; u⋆z est
donc l’une des fonctions v de l’enveloppe supérieure (4.5). Par suite u⋆z = uz et ceci
équivaut à dire que uz est psh.

Vérifions ensuite que uz(ζ) → 0 quand ζ → ∂Ω . Par hypothèse, il existe une
fonction ϕ : Ω →] −∞, 0[ continue psh et exhaustive. Posons

(4.8)

{
v(ζ) = max

(
Cϕ(ζ),Log(|ζ − z|/R)

)
si |ζ − z| > r ,

v(ζ) = Log(|ζ − z|/R) si |ζ − z| ≤ r ,

où la constante C > 0 est choisie assez grande pour que Cϕ(ζ) < Log(r/R) sur
{|ζ − z| = r} . Alors v est psh ≤ 0 sur Ω . On a donc v ≤ uz ≤ 0 , et en particulier
Cϕ ≤ uz ≤ 0 au voisinage de ∂Ω . Par suite, uz tend vers 0 sur ∂Ω .

Montrons maintenant que uz est continue sur Ω r {z} , en nous inspirant de la
méthode de J.B. Walsh [22]. Il suffit de prouver que uz est semi-continue inférieurement,
et ceci revient à montrer que uz est une enveloppe sup(vε) de fonctions psh continues.
On sait qu’il existe une suite décroissante (wν) de fonctions psh C∞ sur Ω telles que
limwν = uz . Soit ε > 0 quelconque. Pour |ζ − z| = ε et ε assez petit, (4.7) implique

wν(ζ) ≥ uz(ζ) ≥ Log(ε/R) > (1 − ε) Log(ε|ζ − z|) ,

tandis que

(1 − ε) Log(ε|ζ − z|) > Log(|ζ − z|/r) si |ζ − z| = η(ε) := exp(− 1

ε2
) .

D’après (4.7), le lemme de Dini entrâıne pour ν = ν(ε) assez grand :

wν(ζ)< (1 − ε) Log(ε|ζ − z|) sur {|ζ − z| = η(ε)} ,
wν(ζ)< 0 sur {ϕ(ζ) = −ε3} .

En particulier, on a wν(ζ) − ε < ε−2ϕ(ζ) sur {ϕ(ζ) = −ε3} , tandis que wν(ζ) − ε >
ε−2ϕ(ζ) sur {ϕ(ζ) = −ε} si ε est assez petit. Définissons alors une fonction psh
continue vε sur Ω en posant ν = ν(ε) et





vε(ζ) = ε−2ϕ(ζ) pour ϕ(ζ) ≥ −ε3 ,
vε(ζ) = max(wν(ζ) − ε, ε−2ϕ(ζ)) pour −ε ≤ ϕ(ζ) ≤ −ε3 ,
vε(ζ) = wν(ζ) − ε pour ϕ(ζ) ≤ −ε et |ζ − z| ≥ ε,

vε(ζ) = max
(
wν(ζ), (1− ε) Log(ε|ζ − z|)

)
− ε pour η(ε) ≤ |ζ − z| ≤ ε ,

vε(ζ) = (1 − ε) Log(ε|ζ − z|) − ε pour |ζ − z| ≤ η(ε) .

Par construction de vε, on a vε ≤ 0 et vε(ζ) ∼ (1 − ε) Log |ζ − z| quand ζ → z . En
revenant à la définition de uz , on voit que uz ≥ vε/(1 − ε) . Comme limε→0 vε =
limν→+∞ wν = uz , il vient uz = supε>0 vε/(1 − ε) , CQFD.
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Enfin, uz vérifie (ddcuz)
n = 0 sur toute boule B ⊂⊂ Ω r {z} . Sinon, d’après

Bedford-Taylor [1], on pourrait modifier uz sur B en remplaçant uz par la solution v
du problème de Dirichlet

v|∂B = uz|∂B , (ddcv)n = 0 ,

et on aurait v ≥ uz , v 6= uz, ce qui est contradictoire. Il résulte finalement de (4.7) et
(3.10) que (ddcuz)

n = (2π)nδz sur Ω.

Unicité de uz . — Soit v une autre solution de (4.1) et (4.2). Par définition de uz on
a uz ≥ v . Supposons donc qu’il existe un point a ∈ Ω r {z} tel que uz(a) > v(a) .
Soit γ ∈ C∞(Ω) une fonction strictement psh ≤ −1. Pour ε > 0 assez petit la fonction

w = max(uz + εγ, v)

a les propriétés suivantes :

(i) w(ζ) ∼ Log |ζ − z| quand ζ → z ,

(ii) w = v au voisinage de ∂Ω ,

(iii) w = uz + εγ au voisinage de a .

Des deux premières on déduit

1{z}(dd
cw)n = (2π)nδz ,

∫

Ω

(ddcw)n =

∫

Ω

(ddcv)n = (2π)n ,

donc (ddcw)n = 0 sur Ω r {z} , ce qui contredit la troisième. ⊔⊓

Remarque 4.9. — Il est important de noter que si on remplace la condition (4.2) par
(4.4), alors la solution uz n’est plus unique dès que n > 1. Dans le raisonnement
précédent, on peut en effet remplacer le pôle logarithmique Log |ζ − z| par l’un quel-
conque des pôles

Log
(
|ζ1 − z1|α1 + · · ·+ |ζn − zn|αn

)
, α1α2 · · ·αn = 1 ,

ou par tout autre pôle de masse résiduelle égale à (2π)nδz . A chacun de ces pôles
correspondra une solution du problème de Dirichlet ayant la singularité prescrite et
vérifiant (4.4).

Définition 4.10. — La fonction uΩ(z, ζ) = uz(ζ) sera appelée fonction de Green
pluricomplexe du domaine Ω.

Il est clair que la fonction uΩ est invariante par le groupe des automorphismes de
Ω . Plus généralement, on a la propriété suivante :

Théorème 4.11. — Soit Ω′ ⊂⊂ X ′ un ouvert hyperconvexe dans une variété de Stein
X ′ de dimension n′ , et F : Ω → Ω′ une application holomorphe. Alors pour tous
z, ζ ∈ Ω on a

uΩ(z, ζ) ≥ uΩ′

(
F (z), F (ζ)

)
.

En particulier si F est biholomorphe alors uΩ = F ⋆uΩ′ .
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Démonstration. — Soit v(ζ) = uΩ′

(
F (z), F (ζ)

)
. Alors v est une fonction psh ≤ 0 sur

Ω et

v(ζ) ≤ Log |F (ζ) − F (z)| + C ≤ Log |ζ − z| + C′ quand z → ζ .

Par suite uΩ(z, ζ) ≥ v(ζ) . ⊔⊓
Une autre propriété immédiate est la continuité de uΩ par exhaustion du domaine

Ω.

Proposition 4.12. — Si Ω est réunion d’une suite croissante d’ouverts hyperconvexes
Ων , alors la suite uΩν

est décroissante et limν→+∞ uΩν
= uΩ . ⊔⊓

Nous démontrons maintenant la continuité de la fonction uΩ sur Ω × Ω .

Lemme 4.13. — Soit a ∈ Ω un point fixé. Pour tout ε > 0 et tout voisinage ouvert U
de a, il existe un voisinage U ′ ⊂⊂ U de a tel que pour tous (x, ζ), (y, ζ) ∈ U ′× (Ω r U)
on ait

(1 + ε)−1 ≤ ux(ζ)

uy(ζ)
≤ 1 + ε .

Démonstration. — On suppose X plongée dans CN et U = B(a, α) ⊂⊂ Ω . D’après
(4.7), il existe 0 < r < R tels que

Log(|ζ − x|/R) ≤ ux(ζ) ≤ Log(|ζ − x|/r) , ∀(x, ζ) ∈ B(a, α)× Ω .

On cherche alors à modifier ux de façon à obtenir une fonction psh ayant un pôle au
point ζ = y. Pour η ∈]0, α[ assez petit, on pose




v(ζ) = Log(|ζ − y|/R) si |ζ − a| ≤ η

v(ζ) = max
(
(1 + ε)ux(ζ),Log(|ζ − x|/R)

)
si |ζ − a| ≥ η.

Ceci est cohérent pourvu que

(1 + ε)ux(ζ) < Log(|ζ − y|/R) sur {ζ ; |ζ − a| = η}.

Il suffit pour cela de prendre x, y ∈ B(a, η/2) et η > 0 assez petit pour que

(1 + ε) Log
(3η

2r

)
< Log

( η

2R

)
.

On pose donc U ′ = B(a, η/2) . Pour (x, ζ), (y, ζ) ∈ U ′× (Ω r U) il vient par construc-
tion

uy(ζ) ≥ v(ζ) ≥ (1 + ε)ux(ζ)

et de même ux(ζ) ≥ (1 + ε)uy(ζ) en échangeant les rôles de x et y . Le lemme est
démontré. ⊔⊓

Théorème 4.14. — uΩ est continue sur Ω × Ω .

18



Démonstration. — D’après (4.7), uΩ(z, ζ) tend vers −∞ sur la diagonale. En dehors
de la diagonale, on sait d’une part que uΩ est continue en ζ (théorème 4.3), et d’autre
part que uΩ est continue en z avec uniformité locale par rapport à ζ ∈ Ω (lemme 4.13).
⊔⊓

Pour terminer ce paragraphe, signalons un certain nombre de problèmes ouverts
importants.

Problème 4.15. — Pour tout domaine Ω , la fonction uΩ(z, ζ) est-elle symétrique en z
et ζ ?

Si pour tous points z, ζ ∈ Ω il existe un automorphisme analytique F tel que
F (z) = ζ et F (ζ) = z (c’est le cas de la boule et du polydisque par exemple), alors le
théorème 4.10 implique que uΩ est symétrique. Il en est de même si Ω est un ouvert
convexe de Cn , car L. Lempert [11] a démontré dans ce cas que

uΩ(z, ζ) = Log tanh cΩ(z, ζ) = Log tanh kΩ(z, ζ)

où cΩ et kΩ sont respectivement la distance de Carathéodory et la (pseudo)-distance
de Kobayashi. Si Ω n’est pas convexe, ces relations ne sont plus nécessairement vraies,
mais M. Klimek [9] a montré qu’on a en général

Log tanh cΩ(z, ζ) ≤ uΩ(z, ζ) ≤ Log tanhkΩ(z, ζ).

L’autre question essentielle a trait à la régularité de la fonction uΩ. On sait en effet
que pour une donnée au bord C∞ quelconque, la régularité de la solution de l’équation
de Monge-Ampère homogène ne dépasse pas C1+lip en général (cf. Gamelin et Sibony
[7] p. 99 pour un contre-exemple simple).

Problème 4.16. — Si Ω est strictement pseudoconvexe C∞ est-il vrai que

(4.17) uz est de classe C∞ sur Ω r {z} ?

(4.18) la singularité de exp(2uz) en ζ = z se résout par éclatement du point z ?

(4.19) uz est une fonction de Morse sur Ω r {z} ?

(4.20) (ddcuz) est de rang n− 1 en tout point ?

(4.21) exp(2uz) est strictement psh en dehors des points critiques de uz ?

Si (4.20) est vérifié, le fibré noyau Ker(ddcuz) définit un feuilletage de rang 1 sur
Ω r {z}, et la restriction de uz à toute feuille Γ est harmonique non constante. Chaque
feuille Γ est adhérente à z , sinon Γ aurait un point adhérent ζ0 pour lequel la quantité
uz(ζ0) serait minimale, et la feuille Γ0 passant par ζ0 serait adhérente à Γ , donc
contenue dans uz(ζ) ≥ uz(ζ0) , ce qui contredit le principe du maximum pour uz|Γ0

.
Si Γ est fermée dans Ω r {z} , le théorème de Remmert-Stein implique que Γ se
prolonge en une courbe Γ sur Ω . Il est donc naturel de conjecturer :

(4.22) toute feuille Γ est fermée dans Ω r {z} , et z est un point simple
(lisse) de Γ = Γ ∪ {z} .

Ici encore, les propriétés (4.17–22) sont vraies si Ω est strictement convexe (cf. L.
Lempert [11]). Dans ce cas, les feuilles Γ sont les disques extrêmaux de Ω relativement
à la métrique de Kobayashi, et c’est précisément au moyen d’une étude très poussée
de ces disques extrêmaux que Lempert est parvenu à obtenir les résultats ci-dessus.
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Signalons que L. Lempert, H.L. Royden, N. Sibony et P.M. Wong ont construit des
exemples d’ouvert Ω lisse, borné, strictement pseudoconvexe et contractile, où il n’y a
plus unicité des disques extrêmaux de vecteur tangent initial donné (cf. [16]) ; ceux des
disques qui passent par z ne constituent plus en général un feuilletage de Ω r {z} .
Néanmoins, cet exemple ne contredit pas l’existence d’un feuilletage associé à uz , car
il n’y a aucune raison de penser que les feuilles Γ soient nécessairement des disques.

La symétrie de uΩ est en fait étroitement liée au problème de la régularité, comme
le montre l’énoncé ci-dessous.

Proposition 4.23. — Si (4.17), (4.20) et (4.22) sont vérifiées, alors la fonction uΩ

est symétrique.

Démonstration. — Soit a un point quelconque distinct de z et Γ la feuille passant par
a . La fonction Γ ∋ ζ 7→ uΩ(z, ζ) est harmonique sur Γ avec un pôle logarithmique
simple en ζ = z , et elle tend vers 0 au bord. C’est donc la fonction de Green usuelle
uΓ de Γ , dont on sait qu’elle est symétrique en ses deux arguments. Le théorème 4.11

appliqué à l’inclusion Γ ⊂ Ω donne par ailleurs uΩ(a, z) ≥ uΓ(a, z) . Par conséquent

uΩ(a, z) ≥ uΓ(a, z) = uΓ(z, a) = uΩ(z, a) ,

et la symétrie de uΩ s’ensuit. ⊔⊓

5. Mesures pluriharmoniques

et noyau de Green pluricomplexe

Soit Ω un ouvert hyperconvexe, connexe et relativement compact dans une variété
de Stein X , et soit uz(ζ) = uΩ(z, ζ) la fonction de Green pluricomplexe définie au §4.
Pour tout point z ∈ Ω , le théorème 3.2 appliqué à l’exhaustion ϕ = 1

2πuz fournit
une mesure positive µz = (2π)−nµuz

portée par ∂Ω. Compte tenu de (4.4) on a
(ddcϕ)n = δz, et le théorème 3.3 donne la formule de Green suivante :

Théorème 5.1. — Soit une fonction V ∈ C0(Ω) psh sur Ω. Alors

µz(V ) = V (z) +
1

(2π)n

∫

Ω∋ζ

ddcV ∧ |uz(ζ)|(ddcuz)n−1 si n ≥ 1 ,

µz(V ) = V (z) +
1

(2π)n

∫

Ω

ddcV ∧ (ddcuz)
n−2 ∧ duz ∧ dcuz si n ≥ 2 .

En particulier µz(V ) ≥ V (z) , et si V est pluriharmonique on a µz(V ) = V (z) .

Définition 5.2. — On dira que µz est la mesure pluriharmonique du point z et que
|uz|(ddcuz)n−1 et (ddcuz)

n−2 ∧ duz ∧ dcuz sont les noyaux de Green pluricomplexes de
première et de deuxième espèce.

Il est clair que les noyaux de Green ainsi définis se transportent par tout biholomor-
phisme F : Ω → Ω′ ; si de plus F s’étend en une application continue F : Ω → Ω ′ (on
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ne suppose pas nécessairement que F est un homéomorphisme !) alors il est facile de
vérifier que µ′

F (z) cöıncide pour tout z ∈ Ω avec la mesure image directe (F |∂Ω)⋆µz .

Nous allons maintenant démontrer un certain nombre de propriétés de base des
mesures µz , en particulier que ces mesures sont absolument continues les unes par
rapport aux autres. On a de manière générale l’inégalité de Harnack suivante.

Théorème 5.3. — Pour tous x, y ∈ Ω on pose

δΩ(x, y) = lim sup
ζ→∂Ω

|Log
(
ux(ζ)/uy(ζ)

)
| .

Alors δΩ est une distance compatible avec la topologie de variété de Ω et invariante
par Aut(Ω) . De plus, pour tous x, y ∈ Ω on a

e−nδΩ(x,y)µx ≤ µy ≤ enδΩ(x,y)µx .

Démonstration. — Il est clair que δΩ(x, y) = δΩ(y, x) et que δΩ satisfait l’inégalité
triangulaire. Le lemme 4.13 montre par ailleurs que δΩ(x, y) tend vers 0 lorsque x, y
tendent vers un même point a ∈ Ω. Par connexité de Ω, on voit donc que δΩ est finie
et continue sur Ω × Ω . Par définition de δΩ , on a

lim sup
ζ→∂Ω

uy(ζ)

ux(ζ)
≤ eδΩ(x,y) .

Le théorème 3.8 entrâıne alors l’inégalité µy ≤ enδΩ(x,y)µx, et de même µx ≤ enδΩ(x,y)µy.
Il reste à vérifier que δΩ est séparée ; or δΩ(x, y) = 0 implique µx = µy , par suite x = y
puisque les fonctions pluriharmoniques séparent les points de la variété de Stein X .⊔⊓

Nous montrerons plus loin en nous appuyant sur un contre-exemple dû à N. Sibony
[16] que la distance δΩ n’est pas reliée en général aux distances de Carathéodory ou
de Kobayashi (cf. théorème 7.4 ci-dessous); la distance δΩ n’est d’ailleurs pas non plus
reliée à la distance invariante construite par M. Klimek [9] à partir de la fonction uΩ. Le
résultat suivant montre l’existence d’un noyau de Poisson pluriharmonique, et précise
la continuité des mesures µz par rapport à z.

Théorème 5.4. — Il existe une fonction borélienne PΩ sur Ω×Ω×∂Ω, telle que pour
tous (x, y, z) ∈ Ω3 , tout ζ ∈ ∂Ω et tout automorphisme F ∈ Aut(Ω) bicontinu sur Ω ,
on ait

(5.5) dµy(ζ) = PΩ(x, y, ζ)dµx(ζ) ,

(5.6) e−nδΩ(x,y) ≤ PΩ(x, y, ζ) ≤ enδΩ(x,y) ,

(5.7) PΩ(x, z, ζ) = PΩ(x, y, ζ)PΩ(y, z, ζ) ,

(5.8) PΩ

(
F (x), F (y), F(ζ)

)
= PΩ(x, y, ζ) .
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De plus PΩ est équicontinue en (x, y) par rapport à ζ .

On observera que l’équicontinuité de PΩ en (x, y) est en fait une conséquence de (5.6)
et (5.7). Nous ne connaissons la continuité de PΩ en ζ que lorsque Ω est strictement
convexe de classe C∞ . Dans ce cas, d’après L. Lempert [11], uΩ est de classe C∞

au voisinage de tout point (z, ζ) ∈ Ω × ∂Ω , et dµz(ζ) = (ddcuz)
n−1 ∧ dcuz est une

(2n− 1)-forme volume > 0 sur ∂Ω , à coefficients C∞ en les variables (z, ζ) ∈ Ω× ∂Ω .

Démonstration du théorème 5.4. — Les expressions “presque partout”, “ensemble
négligeable” se rapportent ici aux mesures µz (sans qu’il soit nécessaire de préciser
z d’après le théorème 5.3). Soit (xk) une suite partout dense dans Ω. D’après le
théorème de Radon-Nikodym il existe pour tout couple (xk, xl) une fonction borélienne
ζ 7→ P1(xk, xl, ζ) sur ∂Ω , encadrée par les constantes exp

(
± nδΩ(xk, xl)

)
, telle que

dµxl
(ζ) = P1(xk, xl, ζ)dµxk

(ζ) .

La propriété (5.7) sera alors vraie pour tous xj , xk, xl ∈ Ω et tout ζ ∈ ∂Ω r Nj,k,l , où
Nj,k,l est négligeable. Soit N =

⋃
Nj,k,l . On modifie P1 sur N en posant




P2(xk, yl, ζ) = P1(xk, yl, ζ) si ζ ∈ ∂Ω r N ,

P2(xk, yl, ζ) = 1 si ζ ∈ N .

Les propriétés (5.6) et (5.7) sont alors vraies en tout point ζ ∈ ∂Ω, et elles montrent
qu’on peut prolonger P2 par continuité à Ω × Ω × ∂Ω . D’après le théorème 5.3,
l’application x 7→ µx est continue pour la topologie faible ; par conséquent P2 va
vérifier la propriété (5.5) (ainsi que (5.6) et (5.7)) pour tous x, y ∈ Ω .

Il nous reste à construire PΩ en sorte que la propriété d’invariance (5.8) soit sat-
isfaite. Pour cela, on observe que le sous-groupe G ⊂ Aut(Ω) des automorphismes
bicontinus sur Ω est localement compact. Soit dσ une mesure de Haar invariante à
droite et ψ une fonction continue à support compact d’intégrale 1 sur G . On pose

P3(x, y, ζ) =

∫

F∈G

P2

(
F (x), F (y), F(ζ)

)
ψ(F )dσ(F ).

Pour F fixé, on a P2

(
F (x), F (y), F(ζ)

)
= P2(x, y, ζ) presque partout en ζ à cause de

l’invariance des mesures µz . D’après le théorème de Fubini, l’ensemble

N ′
x,y,F =

{
ζ ∈ ∂Ω ; P3

(
F (x), F (y), F(ζ)

)
6= P3(x, y, ζ)

}

est négligeable, et P3 = P2 ζ-presque partout. De plus P3 vérifie (5.6), P3 est continue
en (x, y) , et l’application F 7→ P3

(
F (x), F (y), F(ζ)

)
est continue sur G . Soit (Fl) une

suite dense dans G . La continuité de P3 en x, y, F implique que

N ′ :=
⋃
N ′
x,y,F =

⋃
N ′
xj ,xk,Fl

;

N ′ est donc négligeable. On peut alors redéfinir P3 sur N ′ en posant P4 = P3 sur
∂Ω r N ′ , P4 = 1 sur N ′. P4 est invariante par G, mais elle ne vérifie peut être plus

22



(5.7). Ceci n’est pas gênant, car on peut modifier à nouveau P4 comme on l’a fait pour
P1 (cette opération préserve l’invariance par G). La fonction PΩ ainsi obtenue répond
à la question. ⊔⊓

Etudions à titre d’illustration le cas de la boule et du polydisque.

Exemple 5.9. — Ω = B = boule unité de Cn.

Dans ce cas, il est clair que la fonction de Green est donnée en z = 0 par u0(ζ) =
Log |ζ| ; on a en effet (ddcu0)

n = 0 sur Cn r {0} par raison d’homogénéité. On sait
d’autre part que Aut(B) opère transitivement sur B ; les fonctions uz vont donc se
déduire de u0 par l’action de Aut(B) .

Suivant les notations de W. Rudin [15], désignons par z.ζ le produit scalaire hermi-
tien de C

n et par P , Q les projections orthogonales sur C.z et (C.z)⊥ respectivement ;
alors l’application

Fz(ζ) =
z − Pζ + (1 − |z|2)1/2Qζ

1 − ζ.z
, ζ ∈ B ,

est un automorphisme involutif de B tel que Fz(z) = 0 . Il en résulte

uz(ζ) = Log |Fz(ζ)| =
1

2
Log

(
1 − (1 − |z|2)(1 − |z|2)

|1 − ζ.z|2
)
.

Quand ζ tend vers a ∈ ∂Ω , on a donc

(5.10) uz(ζ) ∼
1

2

1 − |z|2
|1 − a.z|2 (|ζ|2 − 1) ,

et le théorème 3.8 montre que

dµz(ζ) =
1

(2π)n
dµuz

(ζ) =
1

(4π)n
(1 − |z|2)n
|1 − ζ.z|2n (ddc|ζ|2)n−1 ∧ dc|ζ|2 ,

c’est-à-dire

dµz(ζ) =
(1 − |z|2)n
|1 − ζ.z|2n dσ(ζ) ,

où σ est la mesure d’aire normalisée sur la sphère ∂B . Le noyau dµz(ζ) est donc
précisément le noyau de Poisson relatif au laplacien invariant de la boule. D’autre part,
les distances de Carathéodory et de Kobayashi de la boule sont données classiquement
par

cB(x, y) = kB(x, y) = Arg tanh |Fx(y)|

= Arg tanh

(
1 − (1 − |x|2)(1 − |y|2)

|1 − x.y|2
)1/2

.

La distance δB que nous avons introduite dans le théorème 5.3 est donnée d’après (5.10)
par la formule

δB(x, y) = sup
ζ∈∂B

∣∣∣∣Log

(
1 − |x|2
1 − |y|2 · |1 − ζ.y|2

|1 − ζ.x|2
)∣∣∣∣ .
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On a donc en particulier

δB(0, y) = sup
ζ∈∂B

∣∣∣∣Log
|1 − ζ.y|2
1 − |y|2

∣∣∣∣ = Log
1 + |y|
1 − |y| = 2cB(0, y).

Par transitivité de Aut(B) , il en résulte 1
2
δB = cB = kB .

Exemple 5.11. — Ω = Dn = polydisque unité de C
n .

Par des raisonnements analogues aux précédents, on obtient

u0(ζ) = Log max
j

|ζj| ,

uz(ζ) = Log max
j

(∣∣∣∣
ζj − zj

1 − zj .ζj

∣∣∣∣
)
.

Comme la fonction max(|ζj|) est homogène et ne dépend localement que de n − 1
variables en dehors de la “polydiagonale” ∆ = {|ζ1| = . . . = |ζn|} , on voit que le
courant (ddcu0)

n−1 est nul sur Cn r ∆ . Par conséquent µ0 est portée par l’arête
distinguée Γ = {|ζ1| = . . . = |ζn| = 1} . L’invariance par rotation entrâıne alors

dµ0(ζ) =
1

(2π)n
dθ1 . . . dθn , avec ζj = eiθj .

Le noyau dµz(ζ) est donc le produit des noyaux de poisson des cercles {|zj | = 1} :

dµz(ζ) =
1

(2π)n

n∏

j=1

1 − |zj |2
|zj − eiθj |2 dθ1 . . . dθn ;

Les égalités 1
2 δΩ = cΩ = kΩ sont encore vraies dans le cas du polydisque, comme le

lecteur le vérifiera aisément.

6. Support des mesures pluriharmoniques

Nous nous intéressons ici au problème de déterminer le support des mesures µz
lorsque Ω est un ouvert faiblement pseudoconvexe de classe Ck , k ≥ 2 . D’après
Diederich-Fornaess [5], on sait qu’il existe un réel α ∈]0, 1] et une fonction ρ ∈ Ck(Ω)
telle que ρ = 0 et dρ 6= 0 sur ∂Ω , ρ < 0 et −|ρ|α psh sur Ω . La forme de Levi ddcρ
est ≥ 0 sur l’espace holomorphe tangent HT (∂Ω) , par conséquent (ddcρ)n−1∧ dcρ
est une (2n − 1)-forme ≥ 0 sur ∂Ω . Il est donc naturel de chercher des conditions
pour que les mesures µz soient absolument continues par rapport à (ddcρ)n−1∧ dcρ et,
plus généralement, pour que µz soit portée par les points strictement pseudoconvexes
de ∂Ω . Les deux résultats suivants apportent quelques éléments de réponse à ces
questions.

Théorème 6.1. — On suppose Ω de classe C2 et ρ psh sur Ω . Alors pour tout
z ∈ Ω , il existe des constantes C1 , C2 > 0 telles que

C1(dd
cρ)n−1 ∧ dcρ ≤ µz ≤ C2(dd

cρ)n−1 ∧ dcρ .
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En particulier, µz est portée par le sous-ensemble ouvert de ∂Ω formé des points stricte-
ment pseudoconvexes.

Démonstration. — D’après le théorème 3.8, il suffit de montrer l’existence de constantes
C3 , C4 > 0 telles que C3ρ ≤ uz ≤ C4ρ au voisinage de ∂Ω . La minoration uz ≥
C3ρ résulte de la construction (4.8). La majoration uz ≤ C4ρ est une conséquence
immédiate du classique lemme de Hopf. ⊔⊓

Théorème 6.2. — On suppose Ω de classe C3 et −|ρ|α psh sur Ω . Si q est un entier,
on note U(q) ⊂ ∂Ω l’ensemble ouvert des points où la forme de Levi est de rang ≥ q .
Alors pour tout z ∈ Ω on a

Supp µz ⊂ U(q) ,

où q est le plus grand entier < nα .

Compte tenu du théorème 6.1 on peut espérer que µz soit en fait portée par U(q) ,
mais les difficultés techniques liées à la non finitude de la masse de Monge-Ampère de
−|ρ|α rendent ce résultat malaisé à obtenir. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.3. — Soit a ∈ ∂Ω r U(q) . Alors il existe une boule B(a, ε) telle que pour
tout ζ ∈ Ω ∩B(a, ε) et tout entier k on ait

(6.4) ‖(ddcρζ)k‖ ≤ C1|ρ(ζ)|k−q−1 ,

(6.5) ‖(ddcρζ)k−1 ∧ dρζ ∧ dcρζ‖ ≤ C2|ρ(ζ)|k−q ,

où C1 , C2 sont des constantes > 0 .

Démonstration. — Le rang de la forme de Levi ddcρ sur HT (∂Ω) est par hypothèse ≤
q−1 au voisinage de a . Pour tout η ∈ ∂Ω , notons Fη le noyau de la forme hermitienne
ddcρη sur Cn , et Gη le noyau de ddcρη sur l’hyperplan HTη(∂Ω) = ∂ρ−1

η (0) . Pour
η ∈ ∂Ω assez voisin de a, il vient

dimGη ≥ (n− 1) − (q − 1) = n− q ,

dimFη ≥ dimGη − 1 ≥ n− q − 1 .

Plaçons-nous dans un système de coordonnées locales centré au point a . Si ζ ∈ Ω est
un point voisin de a , on note η = p(ζ) sa projection orthogonale sur ∂Ω . On a par
définition

ddcρη|Fη×Cn = 0 , ddcρη|Gη×HTη(∂Ω) = 0 .

Comme ddcρ est de classe C1 , le théorème des accroissements finis montre que

‖ddcρζ |Fη×Cn‖ ≤ C3|ρ(ζ)| ,

‖ddcρζ |Gη×HTη(∂Ω)‖ ≤ C4|ρ(ζ)| .
Notons G′

ζ la projection orthogonale de Gη ⊂ HTη(∂Ω) sur l’hyperplan HTζ(∂Ω) .
HTζ(∂Ω) etG′

ζ se déduisent respectivement deHTη(∂Ω) etGη par des rotations d’angle
≤ C5|ρ(ζ)| . On obtient donc encore une majoration du type

‖ddcρζ |G′

ζ
×HTζ(∂Ω)‖ ≤ C6|ρ(ζ)| .
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En utilisant la décomposition orthogonale C
n = Fη⊕F⊥

η (resp. HTζ(∂Ω) = G′
ζ⊕G

′⊥
ζ )

dans les variables C-linéaires, on en déduit

‖(ddcρζ)k‖ ≤ C7|ρ(ζ)|k−dimF⊥

η ≤ C1|ρ(ζ)|k−q−1 ,

‖(ddcρζ)k−1|HTζ(∂Ω)‖ ≤ C8|ρ(ζ)|k−1−dimG
′
⊥

ζ ≤ C9|ρ(ζ)|k−q .
Cette dernière relation équivaut à (6.5). ⊔⊓

Démonstration du théorème 6.2. — Comme −|ρ|α est supposée psh sur Ω , la construc-
tion 4.8 montre qu’il existe une constante C > 0 telle que

uz ≥ −C|ρ|α au voisinage de ∂Ω .

On ne peut néanmoins appliquer directement le théorème 3.8, car la masse de Monge-
Ampère de −|ρ|α est infinie au voisinage des points strictement pseudoconvexes. On

va donc commencer par construire un ouvert Ω̃ ⊂ Ω∩B(a, ε) où cette masse sera finie.
Soit ψ ∈ C∞(B(a, ε)) définie par





ψ(ζ) = 0 si |ζ − a| ≤ ε/2 ,

ψ(ζ) = exp
( 1

ε/2 − |ζ − a| +
1

ε− |ζ − a|
)

si ε/2 < |ζ − a| < ε .

Alors ψ(ζ) tend vers +∞ sur ∂B(a, ε) , et une vérification triviale montre que ψ(ζ) est
fonction convexe croissante de |ζ − a| dès que ε ≤ 1 . Par suite ψ est psh sur B(a, ε) .
Posons alors

ρ̃ = −|ρ|α + ψ sur Ω ∩B(a, ε) ,

Ω̃ =
{
ζ ∈ Ω ∩B(a, ε) ; ρ̃(ζ) < 0

}
;

On a ρ̃ = −|ρ|α sur Ω ∩B(a, ε/2) , donc

Ω ∩B(a, ε/2) ⊂ Ω̃ ⊂ Ω ∩B(a, ε) ,

et ρ̃ est une fonction d’exhaustion psh < 0 sur Ω̃ . Le Hessien de ρ̃ est donné par

ddcρ̃ = α
(
|ρ|α−1ddcρ+ (1 − α)|ρ|α−2dρ ∧ dcρ

)
+ ddcψ .

Pour montrer que
∫
Ω̃
(ddcρ̃)n < +∞ , il suffit de montrer la convergence des intégrales

Ik =

∫

Ω̃

|ρ|k(α−1)(ddcρ)k ∧ (ddcψ)n−k ,

Jk =

∫

Ω̃

|ρ|k(α−1)−1(ddcρ)k−1 ∧ dρ ∧ dcρ ∧ (ddcψ)n−k ,

pour 0 ≤ k ≤ n (resp. 1 ≤ k ≤ n). Or ψ < |ρ|α sur Ω̃ , d’où

‖ddcψ‖ = O

(
ψ(ζ)

(ε/2 − |ζ − a|)4
)

= O
(
ψ(Logψ)4

)
= O

(
|ρ|α(Log |ρ|)4

)
.
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En utilisant le lemme 6.3, on voit que

Ik ≤ C3

∫

Ω̃

|ρ|k(α−1)+k−q−1+(n−k)α(Log |ρ|)4(n−k)

= C3

∫

Ω̃

|ρ|nα−q−1(Log |ρ|)4(n−k) ,

et de même

Jk ≤ C4

∫

Ω̃

|ρ|nα−q−1(Log |ρ|)4(n−k) .

Les intégrales Ik et Jk sont donc convergentes dès que q < nα . Sur Ω ∩ B(a, ε/2) on
a d’autre part

(ddcρ̃)n−1 ∧ dcρ̃ = αn|ρ|n(α−1)(ddcρ)n−1 ∧ dcρ .

La majoration (6.5) entrâıne donc sur chaque hypersurface

S(r) := {ζ ∈ Ω ∩B(a, ε/2) ; ρ(ζ) = r} ⊂ {ρ̃(ζ) = −|r|α}

l’inégalité

||(ddcρ̃)n−1 ∧ dcρ̃|S(r)|| ≤ C5r
nα−q .

Si q < nα , on en déduit µ
ρ̃

= 0 sur ∂Ω ∩ B(a, ε/2) . Puisque uz ≥ −C|ρ|α , la

fonction v = max(uz, Cρ̃) cöıncide avec uz sur Ω ∩B(a, ε/2) et vérifie Cρ̃ ≤ v ≤ 0 sur

Ω̃ . Grâce au théorème 3.8 on obtient finalement

(2π)nµz = µuz
= µv ≤ Cnµ

ρ̃
= 0 sur ∂Ω ∩B(a, ε/2) . ⊔⊓

7. Comportement des mesures µz lorsque z tend vers le bord

Nous étudions ici la convergence des mesures µz lorsque z tend vers un point a ∈ ∂Ω .
Dans le cas des noyaux de Poisson usuels associés aux laplaciens, on sait que µz converge
vers la mesure de Dirac au point a . L’exemple du polydisque montre que ce n’est pas
toujours le cas dans la présente situation. Rappelons d’abord quelques définitions
classiques qui nous seront utiles.

Définition 7.1. — On dira qu’un compact K ⊂⊂ ∂Ω est pic (relativement aux
fonctions psh continues) s’il existe V ∈ C0(Ω) psh sur Ω , telle que V = 0 sur K et
V < 0 sur Ω r K .

Il est facile de voir que toute intersection d’ensembles pics est pic ; la définition
suivante est donc légitime.

Définition 7.2. — Si K est une partie compacte de ∂Ω, on appelle enveloppe pic de
K le compact K̂ , intersection des ensembles pics contenant K .
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Théorème 7.3. — Lorsque z tend vers a ∈ ∂Ω , la mesure µz converge faiblement

vers 0 sur ∂Ω r {̂a} . Par conséquent µz converge vers δa dès que {̂a} = {a} , en
particulier dès que a est un point strictement pseudoconvexe de classe C2 .

Démonstration. — Par hypothèse, il existe une fonction psh V égale à 0 sur {̂a} et < 0

sur Ω r {̂a}. On a
V (z) ≤ µz(V ) ≤ 0 ,

et V (z) tend vers V (a) = 0 quand z tend vers a . Ceci entrâıne bien que µz converge

faiblement vers 0 sur ∂Ω r {̂a} . ⊔⊓
Le théorème ci-dessous montre que la distance δΩ est complète sous des hypothèses

assez diverses et assez faibles sur ∂Ω ; il parâıt donc naturel de conjecturer que δΩ est
en fait toujours complète.

Théorème 7.4. — La distance δΩ est complète dès que Ω vérifie l’une des hypothèses
suivantes :

(7.5) Ω est de classe C2 ;

(7.6) ∂Ω possède au moins un point strictement pseudoconvexe de classe C2 ;

(7.7) Ω est un ouvert convexe de Cn ;

(7.8) pour tout a ∈ ∂Ω , il existe b ∈ ∂Ω tel que {̂a} ∩ {̂b} = ∅ .

Signalons ici que N. Sibony [16] a construit un exemple d’ouvert Ω pseudoconvexe
et strictement pseudoconvexe lisse sauf en un point, qui n’est pas complet pour la
métrique de Kobayashi (et non plus a fortiori pour la métrique de Carathéodory ou
celle de M. Klimek [9]). D’après le théorème 7.4, ces métriques ne sont donc pas
comparables à la distance δΩ .

Démonstration du théorème 7.4. — On commence par prouver les implications (7.5)
⇒ (7.6) ⇒ (7.8) et (7.7) ⇒ (7.8).

• (7.5) ⇒ (7.6) : il existe une fonction γ ∈ C∞(X) strictement psh sur X , n’ayant
pas de points critiques sur ∂Ω . Alors le point a0 ∈ ∂Ω où γ|∂Ω atteint son maximum
est strictement pseudoconvexe, car Ω ⊂ {γ < γ(a0)} .

• (7.6) ⇒ (7.8) : si a ∈ ∂Ω est strictement pseudoconvexe, alors on peut créer une

bosse sur ∂Ω au point a0 , c’est-à-dire qu’il existe des voisinages W ⊂⊂ W̃ de a0,
arbitrairement petits, tels que ∂(Ω∪W )∩ W̃ soit strictement pseudoconvexe de classe
C2 . D’après le théorème 2.13 l’ouvert Ω ∪ W est hyperconvexe, donc il existe une
fonction ϕ ∈ C0(Ω ∪W ) psh exhaustive et < 0 sur Ω∪W . On a ϕ = 0 sur (∂Ω) r W
et ϕ < 0 sur (∂Ω) ∩ W , par suite

(
(∂Ω) r W

)
̂ = (∂Ω) r W ne rencontre pas

{̂a0}={a0}. Comme W est arbitrairement petit, ceci démontre (7.8).

• (7.7)⇒ (7.8) : soit a ∈ ∂Ω et Re ξ · (z − a) < 0 un demi-espace contenant le
convexe Ω . Si on applique les définitions 7.1 , 7.2 à la fonction pluriharmonique
V (z) = −Log |1 − ξ · (z − a)| on obtient

{̂a} ⊂ ∂Ω ∩ {ξ · (z − a) = 0} .

Tout point b ∈ ∂Ω où z 7→ Reξ · z est minimum vérifie de même l’inclusion {̂b} ⊂
{ξ · (z − b) = 0} , d’où {̂a} ∩ {̂b} = ∅ .
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• La preuve sera achevée si on vérifie l’implication (7.8) ⇒ δΩ complète. Il suffit de
montrer que sous l’hypothèse (7.8) les δΩ-boules sont relativement compactes dans Ω
. Soit x ∈ Ω un point fixé ; supposons par l’absurde qu’il existe un réel R > 0 et
une suite yk ∈ Ω convergeant vers un point a ∈ ∂Ω , telle que δΩ(x, yk) ≤ R . Alors
l’inégalité de Harnack donne µx ≤ enRµyk

, et d’après le théorème 7.3 ceci implique

que µx est à support dans {̂a} . Par suite toute mesure µz est à support dans {̂a} . Si

on fait tendre z vers un point b ∈ ∂Ω tel que {̂a} ∩ {̂b} = ∅ , alors µz converge vers 0

sur ∂Ω r {̂b} , donc aussi sur {̂a}, ce qui est contradictoire. ⊔⊓
On suppose désormais dans ce paragraphe que Ω ⊂⊂ X est un ouvert strictement

pseudoconvexe de classe C2 . Le comportement asymptotique de dµz(ζ) au voisinage
de la diagonale de Ω × ∂Ω peut alors être décrit très précisément.

Soit ρ ∈ C2(Ω) une fonction d’exhaustion strictement psh < 0 sur Ω . Soient (νz)
et (ν′z) deux familles de mesures positives sur ∂Ω , définies et uniformément bornées
pour z ∈ Ω . On dira que (νz) et (ν′z) ont même comportement asymptotique sur la
diagonale si pour tout ε ∈]0, 1] et tout A ≥ 1 il existe un réel η = η(ε, A) > 0 tel que

(7.9) (1 − ε)dνz(ζ) ≤ dν′z(ζ) ≤ (1 + ε)dνz(ζ) ,

pour |ρ(z)| < η et |ζ − z| < A|ρ(z)| 12 .

Théorème 7.10. — On désigne par J2,0
ζ ρ(z) la partie holomorphe du jet d’ordre 2 de

ρ(z) au point z = ζ :

J2,0
ζ ρ(z) =

∑

j

∂ρ

∂ζj
(zj − ζj) +

1

2

∑

j,k

∂2ρ

∂ζj∂ζk
(zj − ζj)(zk − ζk) .

Alors les mesures pluriharmoniques (µz) ont même comportement asymptotique sur la
diagonale que les mesures (νz) sur ∂Ω définies par

dνz(ζ) =
1

(4π)n
|ρ(z)|n

|J2,0
ζ ρ(z)|2n

(ddcρζ)
n−1 ∧ dcρζ .

Le développement limité de ρ au point ζ s’écrit

ρ(z) = 2ReJ2,0
ζ ρ(z) +Hρζ(z − ζ) + o(|z − ζ|2),

où Hρζ(ξ) =
∑
∂2ρ/∂ζj∂ζk · ξjξk est le Hessien de ρ en ζ . Comme ρ est strictement

psh < 0 sur Ω , on en déduit

(7.11) |J2,0
ζ ρ(z)| ≥ 1

2
|ρ(z)| + c|z − ζ|2 , c > 0 ,

pour tous (z, ζ) ∈ Ω×∂Ω assez voisins. Par ailleurs, J2,0
ζ ρ(z) est invariant mod O(|z−

ζ|3) par changement de coordonnées locales ; l’estimation du théorème 7.10 a donc bien
une signification intrinsèque.
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Dans le cas de la boule, on peut choisir ρB(z) = |z|2 − 1 ; on obtient alors

J2,0
ζ ρB(z) = ζ · (z − ζ) = ζ · z − 1 , ∀ζ ∈ ∂B ,

de sorte que pour la boule on a exactement

dνz(ζ) =
1

(4π)n
(1 − |z|2)n
|1 − ζ · z|2n (ddc|ζ|2)n−1 ∧ dc|ζ|2 = dµz(ζ) .

Le cas d’un domaine Ω quelconque va s’obtenir à l’aide d’une approximation de Ω par
des boules osculatrices intérieures et extérieures. Une première observation importante
est que le comportement asymptotique des mesures νz est invariant par changement
de la fonction d’exhaustion ρ .

Lemme 7.12. — Soit ρ′ ∈ C2(Ω) une fonction < 0 et exhaustive sur Ω , telle que dρ′ 6=
0 sur ∂Ω . Alors les mesures ν′z associées à ρ′ ont même comportement asymptotique
sur la diagonale que les mesures νz .

Démonstration. — On peut écrire ρ′ = λρ avec λ ∈ C1(Ω) ∩C2(Ω) et λ > 0 sur Ω . Il
vient alors

(ddcρ′ζ)
n−1 ∧ dcρ′ζ = λ(ζ)n(ddcρζ)

n−1 ∧ dcρζ ,

J2,0
ζ ρ′(z) = λ(ζ)J2,0

ζ ρ(z) +
∑

j

∂ρ

∂ζj
(zj − ζj)

∑

k

∂λ

∂ζk
(zk − ζk)

=
(
λ(ζ) +

∑

k

∂λ

∂ζk
(zk − ζk)

)
J2,0
ζ ρ(z) + O(|z − ζ|3)

∼ λ(ζ)J2,0
ζ ρ(z)

lorsque z ∈ Ω tend vers ζ ∈ ∂Ω . Par suite

dν′z(ζ) ∼
λ(z)n

λ(ζ)n
dνz(ζ) ∼ dνz(ζ) . ⊔⊓

On va maintenant profiter de la liberté qui nous est laissée dans le choix de ρ pour
construire une fonction d’exhaustion normalisée.

Lemme 7.13. — Il existe une fonction ρ̃ ∈ C2(Ω) strictement psh < 0 et exhaustive
sur Ω , telle que

(ddcρ̃− dρ̃ ∧ dcρ̃)n = 0

en tout point de ∂Ω . Une telle fonction ρ̃ sera dite fonction d’exhaustion normalisée
sur Ω .

Démonstration. — Soit λ ∈ C0(Ω) la fonction définie par

λ =
1

n
(ddcρ)n−1 ∧ dρ ∧ dcρ/(ddcρ)n .
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D’après le théorème de prolongement de Whitney, il existe une fonctionλ̃ ∈ C0(Ω) ∩
C∞(Ω) , λ̃ > 0 , telle que λ̃ = λ sur ∂Ω et |Dαλ̃| = o(ρ−|α|) pour tout multi-indice

α 6= 0 . La fonction ρ̃ = ρ+ (1 − 1/λ̃)ρ2/2 est alors dans C2(Ω) et vérifie

ddcρ̃− dρ̃ ∧ dcρ̃ = ddcρ− 1

λ
dρ ∧ dcρ ≥ 0 sur ∂Ω .

Par suite ρ̃ est normalisée, et ρ̃ est strictement psh au voisinage de ∂Ω . Après modi-
fication éventuelle sur un compact, ρ̃ répond à la question. ⊔⊓

La condition de normalisation signifie simplement que la norme de la différentielle
dρ̃ relativement à la métrique ddcρ̃ est égale à 1 sur le bord. On observera que la
fonction ρB est normalisée. Le point crucial du raisonnement repose sur le lemme
suivant, montrant l’existence de boules osculatrices intérieures et extérieures en tout
point de ∂Ω .

Lemme 7.14. — On suppose que ρ est une fonction d’exhaustion normalisée du
domaine Ω . Soit ε > 0 fixé. Alors il existe un voisinage Ω′

ε de Ω dans X , une boule
B′
ε ⊂ Cn contenant B et un réel δ(ε) > 0 ayant les propriétés suivantes. Pour tout

a ∈ ∂Ω , il existe un domaine D′
a,ε ⊂ Ω′

ε contenant {ζ ∈ X ; |z − a| < δ(ε)} , une
application holomorphe Φa = Φa,ε : Ω′

ε → Cn et un biholomorphisme Ψa = Ψa,ε :
D′
a,ε → B′

ε tels que :

(7.15) les familles (Φa) et (Ψa) sont uniformément bornées ;

(7.16) Φa(Ω) ⊂ B , Φa(a) ∈ ∂B

et la restriction Φa : D′
a,ε → Φa(D

′
a,ε) est biholomorphe ;

(7.17) Da,ε := Ψ−1
a (B) ⊂ Ω et Ψa(a) ∈ ∂B ;

(7.18) |ρ(z) − ρB ◦ Φa(z)| ≤ ε|z − a|2 si |z − a| < δ(ε) ;

(7.19) |ρ(z) − ρB ◦ Ψa(z)| ≤ ε|z − a|2 si |z − a| < δ(ε) .

Les propriétés (7.16) et (7.17) expriment intuitivement que les “boules” Φ−1
a (B) et

Ψ−1
a (B) sont tangentes extérieurement et intérieurement à ∂Ω au point a ; les inégalités

(7.18), (7.19) expriment de plus que la courbure de Φ−1
a (∂B) et Ψ−1

a (∂B) approche à ε
près celle de ∂Ω au voisinage de a (cf. Fig. 1 ci-dessous).
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Ω

Φa,ε

B Ω

a
Da,ε

D′
a,ε

Ψa,ε
B

Fig. 1

Démonstration du lemme 7.14. — On commence par construire un système de coor-
données locales adaptées au point a .

Quitte à remplacer X par un voisinage convenable de Ω , on peut supposer que Ω
est un ouvert de Runge dans X . D’après le théorème de plongement de Fornaess [6] ,
il existe alors un plongement X →֒ CN et un ouvert strictement convexe G ⊂ CN de
classe C2 tel que Ω = X ∩G , ∂G étant transverse à X le long de ∂Ω . Relativement à
la métrique i∂∂ρa sur TaX , soit e1 ∈ TaX un vecteur unitaire sortant normal à ∂Ω ,
et (e2, . . . , en) une base orthonormée de HTa(∂Ω) . Complétons (e2, . . . , en) en une
base (e2, . . . , eN ) de HTa(∂G) . L’hypothèse de transversalité TaX 6⊂ Ta(∂G) implique
e1 /∈ HTa(∂G) , par suite (e1, . . . , eN ) est une base de CN . Notons Z = (z1, . . . , zN )
les coordonnées affines sur CN relatives au repère (a; e1, . . . , eN ) . Par construction
z = (z1, . . . , zn) est un système de coordonnées locales sur X au point a ; de plus
Ta(∂G) = {Re z1 = 0} et on a

(7.20)
∂ρ

∂z1
(a) = 1 ,

∂ρ

∂z2
(a) = · · · =

∂ρ

∂zn
= 0 ,

∂2ρ

∂zj∂zk
(a) = δj,k ;

l’égalité ∂ρ/∂z1(a) = 1 provient du fait que ρ est supposée normalisée. La stricte
convexité de G implique que G r {a} est contenu pour R > 0 assez grand dans le
cylindre

{|z + (R, 0, . . . , 0)| < R} = {2 Re z1 +
1

R
|z|2 < 0}

= {2 Re z̃1 + |z̃1|2 +
1

R
|z̃|2 < 0} ,

avec z̃ = z/(1 − z1/2) . Quitte à remplacer les coordonnées (zj) par les (z̃j) , ce qui
préserve (7.20) , on peut supposer que Ω r {a} est contenu dans l’ellipsöıde

(7.21) 2 Re z1 + |z1|2 +
1

R
|z|2 < 0 .
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D’après (7.20) , la fonction ρ admet un développement limité de la forme

(7.22) ρ(Z) = 2 Re(z1 +
∑

1≤j,k≤n

cjkzjzk) + |z|2 + o(|z|2) ,

avec

cjk =
1

2

∂2ρ

∂zj∂zk
(a) .

• Construction de Φa .

La difficulté est que l’ellipsöıde (7.21) a en général au point a une courbure beaucoup
plus faible que celle de ∂Ω . Pour corriger ce défaut , on va déformer l’ellipsöıde au
voisinage de a en introduisant les nouvelles coordonnées





z′1 = z1 +
ε

2
z2
1 +

(
1 − z1

η

)−ε2 ∑

j,k

cjkzjzk ,

z′j = (1 − ε)1/2
(
1 − z1

η

)−ε2/2

zj , 2 ≤ j ≤ n .

On pose alors
Φa(Z) = (z′1 + 1, z′2, . . . , z

′
n) ,

et on va montrer que Φa(Ω) ⊂ B pour η > 0 assez petit. Sur Ω on a Re z1 ≤ 0 , d’où
∣∣∣1 − z1

η

∣∣∣ ≥ 1 et θ(z1) := arg
(
1 − z1

η

)
∈

]
−π

2
,
π

2

[
.

Soit Z ∈ Ω fixé. Il vient

ρB ◦ Φa(Z) = |Φa(Z)|2 − 1 = 2 Re z′1 + |z′|2

≤
∣∣∣1 − z1

η

∣∣∣
−ε2[

2 Re
(
e−iε

2θ(z1)
∑

j,k

cjkzjzk

)
+ (1 − ε)(|z2|2 + . . .+ |zn|2)

]

+ 2 Re z1 + εRe(z2
1) + |z1|2 + C1|z|3 ,

où C1 est une constante > 0 indépendante de ε et η . Distinguons maintenant deux
cas. Si

[
. . .

]
≤ 0 , on obtient

ρB ◦ Φa(Z) ≤ 2 Re z1 + |z1|2 + ε|z|2 + C1|z|3 ,
et donc pour ε ≤ 1/2R l’inéquation (7.21) entrâıne

ρB ◦ Φa(Z) ≤ −ε|z|2 + C1|z|3 .
Si

[
. . .

]
> 0 , il vient

ρB ◦ Φa(Z) ≤ 2 Re
(
e−iε

2θ(z1)
∑

cjkzjzk

)
+ (1 − ε)|z|2

+ 2 Re z1 + ε
(
Re(z2

1) + |z1|2
)

+ C1|z|3

≤ 2 Re
(
z1 +

∑
cjkzjzk

)
+ |z|2

+
(
C1|z|3 + 2ε(Re z1)

2 +
(
O(ε2) − ε

)
|z|2

)

≤ ρ(Z)
(
1 + 2ερ(Z)

)
+

(
o(|z|2) +

(
O(ε2) − ε

)
|z|2

)

33



Pour Z ∈ Ω , ε assez petit et |z| < r1(ε) , on a donc dans les deux cas ρB ◦ Φa(Z) ≤
− ε

2 |z|2 < 0 . D’autre part (1 − z1/η)
−ε2 converge uniformément vers 0 sur le compact

Ω ∩ {|z| ≥ r1(ε)} quand η tend vers 0 . Sur ce compact ρB ◦ Φa(Z) converge vers
2 Re(z1 + ε

2z
2
1) + |z1 + ε

2z
2
1 |2 , et pour ε assez petit l’inéquation (7.21) entrâıne

2 Re
(
z1 +

ε

2
z2
1

)
+

∣∣∣z1 +
ε

2
z2
1

∣∣∣
2

≤ 2 Re z1 +
(
1 +

1

R

)
|z1|2 < 0 .

Pour η = η1(ε) assez petit, on obtient par conséquent ρB ◦ Φa < 0 sur Ω tout entier,
c’est-à-dire Φa(Ω) ⊂ B . La propriété (7.16) est alors satisfaite dès que le domaine D′

a,ε

est contenu dans une boule de centre a de rayon r2(ε) assez petit; la propriété (7.18)
l’est aussi si δ(ε) est suffisamment petit devant η1(ε) et r2(ε) , car on a le développement
de Taylor

(7.23) ρ(Z) − ρB ◦ Φa(Z) = −εRe(z2
1) + ε(|z2|2 + . . .+ |zn|2) + o(|z|2) .

• Construction de Ψa .

Le problème étant cette fois local, on introduit les coordonnées

w1 = z1 +
∑

cjkzjzk , w2 = z2 , . . . , wn = zn .

D’après (7.22), on a le développement limité

(7.24) ρ(Z) = 2 Rew1 + |w|2 + o(|w|2) ,

et pour r3(ε) < r2(ε) assez petit, Ω contient l’intersection de la boule

{
2 Rew1 +

(
1 +

ε

4

)
|w|2 < 0

}

de rayon 1/(1 + ε/4) < 1 avec la boule {|w| < r3(ε)} . L’idée est maintenant de
chercher un changement de coordonnées tangent à l’identité, dans lequel la “boule”
osculatrice à ∂Ω sera de diamètre arbitrairement petit. On considère pour cela une
composée F = F1 ◦ F2 ◦ . . . ◦ F5 de transformations conformes de la variable w1 , avec
les notations suivantes :

DR = {|w1 +R| < R} , D∞ = {Rew1 < 0} ,

U =
{

Rew1 < 0 et (Imw1)
2 ≤ 1

3

(
1 + (Rew1)

2
)}

,

F1 : D2/ε −→ D1 , F1(w1) =
w1

1 −
(

1
2 − ε

4

)
w1

,

F2 : D∞ −→ D∞ , F2(w1) = A−1w1 , A > 0 ,

F3 : U −→ D∞ , F3(w1) = w1 + w3
1 ,

F4 : D∞ −→ D∞ , F4(w1) = Aw1 ,

F5 : D1/(1+ε/2) −→ D∞ , F5(w1) =
w1

1 +
(

1
2

+ ε
4

)
w1

.
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On a F2 ◦ F3 ◦ F4(w1) = w1 + A2w3
1 , d’où

(7.25) F (w1) = F1 ◦ F5(w1) +O(w3
1) = w1 −

ε

2
w2

1 +O(w3
1) .

On va montrer que le diamètre de F−1(D1) est aussi petit que l’on veut si A > 1 est
assez grand. En effet, on vérifie successivement les relations d’inclusion

(F1 ◦ F2)
−1(D1) = F−1

2

(
D2/ε

)
= D2A/ε ⊂ {|w1| < 4A/ε} ,

F−1
3

(
D2A/ε

)
⊂ U ∩ {|w1| < 2(A/ε)1/3} ,

(F3 ◦ F4)
−1

(
D2A/ε

)
⊂ D∞ ∩ {|w1| < 2ε−1/3A−2/3} ,

F−1(D1) ⊂ D1/(1+ε/2) ∩ {|w1| < 2ε−1/3A−2/3} .

En particulier, on peut choisir A = A(ε) assez grand pour que

(7.26) F−1(D1) ⊂ D1/(1+ε/2) ∩ {|w1| < r3(ε)/2} .

A étant maintenant fixé, on pose




w′
1 = F (w1) ,

w′
j = (1 + ε)1/2

(
1 − w1

η

)2

wj , j ≥ 2 ,

Ψa(Z) = (w′
1 + 1, w′

2, . . . , w
′
n) .

Pour Rew1 < 0 , on a alors d’après(7.25) :

ρB ◦ Ψa(Z) = 2 ReF (w1) + |F (w1)|2 + (1 + ε)
∣∣∣1 − w1

η

∣∣∣
4(
|w2|2 + . . .+ |wn|2

)
(7.27)

≥ 2 ReF (w1) + |F (w1)|2 + (1 + ε)
(
|w2|2 + . . .+ |wn|2

)
(7.28)

= 2 Rew1 + (1 + ε)|w|2 − 2ε(Rew1)
2 +O(w3

1)(7.29)

≥ (1 − εRew1)
(
2 Rew1 + (1 + ε)|w|2 − C2(ε)|w|3

)
(7.30)

où la constante C2(ε) est indépendante de η . On va montrer que Ψ−1
a (B) ⊂ Ω pour

η > 0 assez petit. Soit Z un point fixé de Ψ−1
a (B) , i.e. un point tel que ρB◦Ψa(Z) < 0 .

On a en particulier |w′
1 + 1| < 1 , donc (7.26) implique w1 ∈ F−1(D1) ⊂ D1/(1+ε/2) ,

i.e.
2 Rew1 +

(
1 +

ε

2

)
|w1|2 < 0 .

Distinguons deux cas suivant l’ordre de grandeur de Rew1 .

Si Rew1 ≤ −η1/2 , alors |1 − w1/η| ≥ η−1/2 et (7.27) entrâıne

(7.31) (1 + ε)
(
|w2|2 + . . .+ |wn|2

)
< η2 .

On a donc

2 Rew1 +
(
1 +

ε

4

)
|w|2

≤ 2 Rew1 +
(
1 +

ε

2

)
|w1|2 −

ε

4
|Rew1|2 + (1 + ε)

(
|w2|2 + . . .+ |wn|2

)

< −ε
4
η + η2 < 0
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pour η < ε/4 ; dans ce cas, compte tenu de (7.26) et (7.31) , on aura de plus |w| < r3(ε)
dès que η < r3(ε)/2 .

Si −η1/2 ≤ Rew1 < 0 , alors |w1|2 < −2 Rew1 ≤ 2η1/2 et (7.28) implique

|w2|2 + . . .+ |wn|2 ≤ −2 ReF (w1) = −2 Rew1 + O(|w1|2) ≤ C3(ε)η
1/2 ;

on a donc |w| ≤ C4(ε)η
1/4 , et de (7.30) on déduit

2 Rew1 +
(
1 +

ε

4

)
|w|2 ≤ C2(ε)|w|3 −

3ε

4
|w|2

≤
(
C2(ε)C4(ε)η

1/4 − 3ε

4

)
|w|2 < 0

pour η <
(
3ε/4C2(ε)C4(ε)

)4
; dans ce cas, on a de plus |w| < r3(ε) si η <

(
r3(ε)/C4(ε)

)4
.

Le choix η < min
(
ε/4, r3(ε)/2,

(
3ε/4C2(ε)C4(ε)

)4
,
(
r3(ε)/C4(ε)

)4
)

entrâıne donc

finalement

Ψ−1
a (B) ⊂

{
2 Rew1 +

(
1 +

ε

4

)
|w|2 < 0

}
∩ {|w| < r3(ε)} ⊂ Ω .

L’estimation (7.19) résulte d’autre part des développements limités (7.24) et (7.29) .⊔⊓

Démonstration du théorème 7.10. —

Soient A, ε > 0 et a ∈ ∂Ω quelconques. Considérons les applications holomorphes
Φa : Ω → B et Ψ−1

a : B → Da,ε ⊂ Ω fournies par le lemme 7.14. Pour tous z, ζ ∈ Da,ε

le théorème 4.11 donne

(7.32) uB(Φa(z),Φa(ζ)) ≤ uΩ(z, ζ) ≤ uB(Ψa(z),Ψa(ζ)) .

Posons b = Ψa(a) ∈ ∂B . Pour tout (w, ξ) ∈ B × B avec |ξ − b| < r1(ε) assez petit, on
aura d’après (5.10) :

(7.33)
1 + ε

2
· |ρB(w)|ρB(ξ)

|J2,0
b ρB(w)|2

≤ uB(w, ξ) ≤ 1 − ε

2
· |ρB(w)|ρB(ξ)

|J2,0
b ρB(w)|2

.

Posons η = (δ(ε)/A)2 et soit z ∈ Ω . Sous les hypothèses |ρ(z)| < η et |z − a| <
A|ρ(z)|1/2 il vient |z − a| < δ(ε) , donc (7.19) entrâıne

(7.34) |ρ(z) − ρB ◦ Ψa(z)| ≤ ε|z − a|2 ≤ εA2|ρ(z)| ;

en particulier z ∈ Ψ−1
a (B) = Da,ε pour ε < A−2 . Choisissons r2(ε) > 0 assez petit

pour que

(7.35) |ζ − a| < r2(ε) =⇒ max
(
|Φa(ζ) − Φa(a)|, |Ψa(ζ) − Ψa(a)|

)
< r1(ε) ;

ceci est possible d’après la propriété (7.15). Sous les hypothèses |ρ(ζ)| < η et |ζ − a| <
min

(
A|ρ(ζ)|1/2, r2(ε)

)
on a de même que pour (7.34) :

(7.36) |ρ(ζ) − ρB ◦ Ψa(ζ)| ≤ εA2|ρ(ζ)| ,
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et grâce à (7.35) on voit que l’encadrement (7.33) est applicable au couple de points
(w, ξ) = (Ψa(z),Ψa(ζ)) . Les estimations (7.11) et (7.19) donnent d’autre part

(7.37)
∣∣J2,0
a ρ(z) − J2,0

a ρB(Ψa(z))
∣∣ ≤ ε|z − a|2 ≤ ε

c
|J2,0
a ρ(z)| ;

on a bien entendu des estimations analogues à (7.34) , (7.36) et (7.37) pour la fonction
ρB ◦ Φa . De (7.32 – 7.37) et leurs analogues on déduit alors l’encadrement suivant de
uΩ :

(1 + εA2

1 − ε/c

)2

· 1 + ε

2
· |ρ(z)|ρ(ζ)
|J2,0
a ρ(z)|2

≤ uΩ(z, ζ) ≤
(1 − εA2

1 + ε/c

)2

· 1 − ε

2
· |ρ(z)|ρ(ζ)
|J2,0
a ρ(z)|2

sous les hypothèses

|ρ(z)| < η et |z − a| < A|ρ(z)|1/2 ,
|ρ(ζ)| < η et |ζ − a| < min

(
A|ρ(ζ)|1/2, r2(ε)

)
.

Appliquons maintenant le théorème 3.8 aux fonctions

ϕ(ζ) = ρ(ζ) , ψ(ζ) =
1

2π
uΩ(z, ζ)

en tout point a de l’ouvert ω :=
{
a ∈ ∂Ω; |a − z| < A|ρ(z)|1/2

}
. Les hypothèses du

théorème 3.8 sont satisfaites car

lim sup
ζ→a

ψ(ζ)

ϕ(ζ)
≤

(1 + εA2

1 − ε/c

)2

· 1 + ε

4π
· |ρ(z)|
|J2,0
a ρ(z)|2

,

lim inf
ζ→a

ψ(ζ)

ϕ(ζ)
≤

(1 − εA2

1 + ε/c

)2

· 1 − ε

4π
· |ρ(z)|
|J2,0
a ρ(z)|2

;

on notera que pour obtenir ces limites il est nécessaire de faire varier un peu le point a
dans l’encadrement de uΩ , car celui-ci est valable seulement sur le domaine tangentiel
{ζ ; |ζ − a| < A|ρ(ζ)|1/2} . Le théorème 3.8 donne finalement l’inégalité souhaitée

(1 − ε′)dνz(ζ) ≤ dµz(ζ) ≤ (1 + ε′)dνz(ζ) , ∀ζ ∈ ω ,

avec ε′ = 2nε(1 +A2 + 1/c) au lieu de ε . ⊔⊓

Remarque 7.38. — On a les formules

lim
z→∂Ω

νz

({
ζ ∈ ∂Ω ; Hρz(ζ − z) < A|ρ(z)|1/2

})
= J(A) ,

J(A) : =
22n−2(n− 1)!

πn

∫
(t,w)∈R×C

n−1

|w|<A

dt dw(
(1 + |w|2)2 + t2

)n

= 1 − 22n−2(n− 1)!

πn

∫

|w|≥A

dt dw(
(1 + |w|2)2 + t2

)n .
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Soit z un point fixé, voisin de ∂Ω . Pour vérifier les formules précédentes, il suffit de se
placer dans un système de coordonnées locales (ζ1, . . . , ζn) tel que

ρ(ζ) = 2 Re ζ1 + |ζ|2 + o(|ζ|2) ,

z = (z1, 0, . . . , 0) avec z1 ∈ ] − 1, 0[ .

On a donc ρ(z) ∼ 2z1 . On effectue alors des homothéties dans la direction tangente
réelle et dans les directions tangentes complexes à ∂Ω en posant

t = |z1|−1 Im ζ1 , w = |2z1|−1/2(ζ2, . . . , ζn) .

Pour ζ ∈ ∂Ω et |ζ − z| = O
(
|ρ(z)|1/2

)
, c’est-à-dire |ζ| = O(|z1|1/2) , on obtient

Re ζ1 ∼ −|ζ|2/2 = O(|z1|) et

J2,0
ζ ρ(z) = (1 + ζ1)(z1 − ζ1) − ζ2.ζ2 − . . .− ζn.ζn + o(|ζ| |z − ζ|)

= z1 − ζ1 − |ζ|2 + o(|z1|)

= z1 −
1

2
|ζ|2 − i Im ζ1 + o(|z1|) .

On en déduit aisément

|J2,0
ζ ρ(z)|2 ∼ |z1|2.

(
(1 + |w|2) + t2

)
,

tandis que
(ddcρζ)

n−1 ∧ dcρζ ∼ 22n−2(n− 1)! |2z1|ndt dw .

Nous laissons au lecteur le soin d’achever les calculs. ⊔⊓
La remarque 7.38 montre que les estimations du théorème 7.10 prennent en compte

à la limite toute la masse de µz quand A tend vers +∞ . Il serait néanmoins intéressant
de connâıtre le comportement de dµz(ζ) lorsque z tend vers ∂Ω , ζ n’étant plus
nécessairement astreint à rester dans un ouvert du bord de la forme |ζ−z| ≤ A|ρ(z)|1/2 ;
pour cela, il serait nécessaire d’étendre le lemme 7.14 au cas de boules osculatrices en
deux points a, b ∈ ∂Ω simultanément, tout en conservant l’uniformité des estimations
quand |a− b| tend vers 0 ; nous n’y sommes pas parvenus ici.

8. Mesures canoniques sur les points extrêmaux

d’une partie convexe compacte de Rn

Soit K ⊂ Rn une partie convexe compacte d’intérieur
◦

K 6= ∅ . L’objectif de ce
paragraphe est de montrer que les mesures de Monge-Ampère fournissent en dimension
finie une solution explicite naturelle au théorème de Choquet (cf. [3],[13]), à savoir
que tout point d’une partie convexe compacte métrisable dans un espace vectoriel
topologique localement convexe est barycentre d’une mesure positive portée par les
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points extrêmaux de cette partie. Bien sûr, ce théorème est trivial dans R
n , tout

point x ∈ K étant alors barycentre d’au plus n + 1 points extrêmaux ; l’intérêt de
notre résultat réside plutôt dans le caractère explicite de la solution et dans le fait que
le noyau obtenu dépend continûment du point x et du convexe K .

Soit x ∈
◦

K un point fixé. On associe à x la fonction jauge px définie sur Rn par

px(ξ) = inf
{
λ > 0 ; x+

1

λ
(ξ − x) ∈ K

}
, ξ ∈ R

n .

La fonction px est convexe sur Rn , positivement homogène de degré 1 relativement au
pôle x et on a px|∂K = 1 . On introduit maintenant l’espace de Stein

X = (C/iZ)n ≃ R
n + iTn

où T = R/Z , qu’on considère comme une complexification de Rn . On introduit
également l’ouvert

Ω =
◦

K +iTn ;

Ω est un ouvert pseudoconvexe relativement compact dans X (on notera que Ω n’aurait
pas été relativement compact si on s’était contenté de prendre X = C

n et Ω =
◦

K +iRn ) . On définit maintenant une fonction psh continue p̃x sur X en posant

p̃x(ζ) = px(ξ) où ζ = ξ + i η , ξ ∈ R
n , η ∈ T

n .

On a alors Ω = {ζ ∈ X ; p̃x(ζ) < 1} , de sorte que p̃x est une fonction d’exhaustion
psh bornée de Ω .

Proposition 8.1. — On a (ddcp̃x)
n = 0 sur X r (x+ iTn) .

Démonstration. — K est réunion d’une suite croissante de parties convexes Kν de classe
C2 , et p̃x est la limite décroissante des fonctions jauges p̃νx associées. Il suffit donc de
démontrer le résultat lorsque K est de classe C2 . Dans ce cas px ∈ C2

(
X r (x+iTn)

)
,

et on a les formules

(8.2)





dcp̃x =
∑

1≤k≤n

∂px
∂ξk

dηk ,

ddcp̃x =
∑

1≤j,k≤n

∂2px
∂ξj∂ξk

dξj ∧ dηk ,

(8.3) (ddcp̃x)
n = n! det

( ∂2px
∂ξj∂ξk

)
dξ1 ∧ dη1 ∧ . . . ∧ dξn ∧ dηn .

Or px est linéaire sur la demi-droite affine x+R+·(ξ−x) , donc ξ−x est dans le noyau
de la matrice

(
∂2px/∂ξj∂ξk

)
; par suite det

(
∂2px/∂ξj∂ξk

)
= 0 pour ξ 6= x . ⊔⊓

Comme p̃x est invariante par les translations de T
n , il en est de même pour la

mesure (ddcp̃x)
n . On voit donc qu’il existe une constante C = C(x,K) > 0 telle que

(ddcp̃x)
n = C.δx ⊗ σ ,

39



où δx est la mesure de Dirac au point x sur R
n et σ la mesure d’aire invariante sur

Tn = Rn/Zn . D’après le §1, on peut associer à p̃x la mesure de Monge-Ampère

(8.5) ν̃x = µ
p̃x,1

=
(
ddcmax(p̃x, 1)

)n
,

qui est portée par ∂Ω = ∂K + iTn . D’après (1.10) on a

‖ν̃x‖ =

∫

Ω

(ddcp̃x)
n = C ;

comme ν̃x est elle aussi invariante par les translations de T
n , on voit qu’il existe une

mesure νx ≥ 0 sur ∂K telle que ν̃x = νx ⊗ σ et C = νx(∂K) . Pour toute fonction psh
V (ζ) = V (ξ + iη) sur X , la formule de Lelong-Jensen 1.7 s’écrit maintenant

∫

(ξ,η)∈∂K×Tn

V (ξ + iη) dνx(ξ) dσ(η)

= νx(∂K)

∫

η∈Tn

V (x+ iη) dσ(η) +

∫

Ω

(
1 − p̃x(ζ)

)
ddcV ∧ (ddcp̃x)

n−1 .

Choisissons en particulier pour V une fonction affine de ξ , indépendante de η . Nous
obtenons

νx(V ) = νx(∂K).V (x)

quelle que soit V affine, d’où :

Théorème 8.6. — Le point x est barycentre de la mesure de probabilité

mx :=
(
νx(∂K)

)−1
νx .

Remarque 8.7. — Il est clair que l’on pourrait encore définir les mesures ν̃x sur l’espace
X = Cn/iΓ , où Γ est un réseau quelconque de Rn . Les mesures νx telles que ν̃x =
νx⊗σRn/Γ ne seraient alors modifiées que d’un facteur > 0 , égal au volume de Rn/Γ .De
ceci, on déduit aussitôt que les mesures νx (resp. mx) se transforment fonctoriellement
par l’action du groupe spécial affine (resp. du groupe affine) sur le convexe K . ⊔⊓

Par analogie avec ce qui a été fait dans le cas complexe, on introduit sur
◦
K la

distance

δK(x, y) = lim sup
ξ→∂K

∣∣∣ log
px(ξ) − 1

py(ξ) − 1

∣∣∣ ;

cette distance est toujours complète et on a l’encadrement

e−nδK(x,y)νx ≤ νy ≤ enδK(x,y)νx , ∀x , y ∈
◦

K .

En particulier, on voit que les mesures νx dépendent continûment de x pour la topologie
de la masse. Elles dépendent aussi continûment de ∂K pour la topologie faible des
mesures; ceci résulte du fait que l’opérateur de Monge-Ampère

p̃x 7−→
(
ddcmax(p̃x, 1)

)n
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est faiblement continu lorsque p̃x converge uniformément sur tout compact.

Lorsque K est de classe C2 , on a ν̃x = (ddcp̃x)
n−1 ∧ dcp̃x , et les formules (8.2)

donnent ν̃x = νx ⊗ (dη1 ∧ . . . ∧ dηn) avec

(8.8)





dνx(ξ) = (n− 1)!

n∑

l=1

(−1)l−1∆l(x, ξ)dξ1 ∧ . . . d̂ξl . . . ∧ dξn ,

∆l(x, ξ) = det
( ∂2px
∂ξj∂ξ1

, · · · , ∂2px
∂ξj∂ξl−1

,
∂px
∂ξj

, · · · , ∂2px
∂ξj∂ξn

)
.

Dans ce cas, on sait que ν̃x est portée par l’ensemble des points strictement pseudo-
convexes de ∂Ω , par conséquent νx est portée par l’ensemble des points strictement
convexes de ∂K . Dans le cas général, on va montrer que νx est portée par l’ensemble
des points extrêmaux de K .

Définition 8.9. — Soit ξ un point de ∂K .
• Le point ξ est dit extrêmal s’il n’existe pas de vecteur a 6= 0 tel que le segment
[ξ− a, ξ+ a] soit contenu dans ∂K . On notera E(K) l’ensemble des points extrêmaux
de K .
• Un hyperplan affine H est dit hyperplan d’appui au point ξ si H ∋ ξ et si K est
contenu dans l’un des deux demi-espaces fermés délimités par H .

Grâce à la transformation par polaires de centre x , on peut associer à K le convexe
dual

K⋆
x =

{
y′ ∈ (Rn)⋆ ; ∀x ∈ K , y′.(ξ − x) ≤ 1

}
;

K⋆
x est une partie convexe compacte de (Rn)⋆ contenant 0 en son intérieur. Si ξ ∈ ∂K ,

on note ξ⋆x l’ensemble des formes linéaires y′ ∈ (Rn)⋆ telles que Hy′ = {y ; y′.(y−x) =
1} soit un hyperplan d’appui au point ξ . Bien entendu, lorsque K est de classe C1 ,
ξ⋆x se réduit à l’unique forme linéaire définissant l’hyperplan tangent en ξ à ∂K ; dans
le cas général, ξ⋆x est une partie convexe de (Rn)⋆ , contenue dans ∂(K⋆

x) . Pour toute
partie A ⊂ ∂K , on pose plus généralement

A⋆x =
⋃

ξ∈A

ξ⋆x .

Avec ces notations, on obtient la relation naturelle ∂(K⋆
x) = (∂K)⋆x . On définit enfin

une mesure positive θ sur ∂K⋆
x en posant

θ(A′) = Vol
(
[0, 1].A′

)

pour toute partie borélienne A′ ⊂ ∂K⋆
x , où Vol désigne le volume calculé relative-

ment à la mesure de Lebesgue de (Rn)⋆ . On a alors le théorème suivant, qui donne
l’interprétation géométrique des mesures νx .

Théorème 8.10. — Pour tout point x ∈
◦

K et pour toute partie borélienne A ⊂ ∂K
on a la formule

(8.11) νx(A) = n! θ(A⋆x) = n! Vol
(
[0, 1].A⋆x

)
,
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en particulier νx(∂K) = n! Vol (K⋆
x) .

De plus, νx est portée par l’ensemble des points extrêmaux de K , c’est-à-dire que
νx

(
∂K r E(K)

)
= 0 .

Démonstration. — On commence par vérifier la formule (8.11) lorsque A est une partie
compacte de ∂K ; pour cela, on procède en plusieurs étapes.

• Première étape : on suppose ∂K strictement convexe de classe C∞ .

Soit ξ un point de ∂K . L’homogéné̈ıté de px entrâıne la relation d’Euler

dpx(ξ).(ξ − x) = px(ξ) = 1 .

L’hyperplan tangent à ∂K au point ξ est donc donné par
{
y ; dpx(ξ).(y − x) = 1

}
,

i.e. ξ⋆x = {dpx(ξ)} . La stricte convexité de ∂K montre que l’application ξ 7→ dpx(ξ)
de ∂K sur ∂K⋆

x est un C∞–difféomorphisme. Soit Φx :]0, 1] × ∂K −→ K⋆
x r {0} le

C∞–difféomorphisme défini par

y′ = Φx(t, ξ) := t.dpx(ξ) , t ∈ ]0, 1] , ξ ∈ ∂K .

On a alors par définition

θ(A⋆x) = Vol
(
]0, 1].dpx(A)

)
= Vol

(
Φx(]0, 1]× A)

)

=

∫

]0,1]×A

(Φx)
⋆(dy′1 ∧ . . . ∧ dy′n) .

En utilisant la formule (8.8) on voit aussitôt que

(Φx)
⋆(dy′1 ∧ . . . ∧ dy′n) =

tn−1

(n− 1)!
dt ∧ dνx(ξ) ,

donc

θ(A⋆x) =

∫ 1

0

tn−1

(n− 1)!
dt .

∫

A

dνx(ξ) =
1

n!
νx(A) .

• Deuxième étape : on suppose ∂K de classe C1+lip .

Dans ce cas, la différentielle dpx est lipschitzienne, donc presque partout différen-
tiable relativement à la mesure d’aire euclidienne α sur ∂K ; la formule (8.8) est encore
valable, dνx(ξ) étant ici une forme volume à densité L∞ par rapport à α .

Soit ξ un point où dpx est différentiable; supposons qu’il existe un segment [ξ1, ξ2] ⊂
∂K contenant ξ et non réduit à un point. Alors la matrice

(
∂2px/∂ξj∂ξk

)
a dans son

noyau les deux directions ξ2 − ξ1 et ξ − x , ce qui entrâıne dνx(ξ) = 0 . En particulier,
on a dνx(ξ) = 0 α–presque partout sur ∂K r E(K) , d’où νx

(
∂K r E(K)

)
= 0 .

Notons maintenant Â la réunion de A et des segments [ξ1, ξ2] ⊂ ∂K tels que ξ1 ∈ A .

Il est trivial de vérifier que
̂̂
A = Â dès que ∂K est de classe C1 , et que Â est une

partie compacte de ∂K si A est elle-même compacte; de plus, d’après ce qui précède,
on a νx(Â r A) = 0 . Par ailleurs, ∂K a même hyperplan tangent en tout point de
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chaque segment [ξ1, ξ2] ⊂ ∂K , donc
(
Â

)⋆
x

= A⋆x . Pour vérifier (8.11) , on peut donc

supposer sans perte de généralité que Â = A .

L’idée suivante est d’approximer K par des compacts strictement convexes. Pour
tout ε > 0 , il existe un compact Lε strictement convexe de classe C∞ tel que

(1 − ε).(K − x) ⊂ Lε − x ⊂ K − x ;

par dualité on en déduit

(8.12) K⋆
x ⊂ (Lε)

⋆
x ⊂ (1 − ε)−1K⋆

x .

Considérons le compact B′
ε =

(
[0, (1−ε)−1].A⋆x

)
∩∂(Lε)

⋆
x , image de A⋆x par projection

radiale sur ∂(Lε)
⋆
x , et le compact Bε ⊂ ∂Lε , image réciproque de B′

ε par la transfor-
mation par polaires. Désignons par νεx et θε les mesures associées à Lε, analogues à νx
et θ . On sait que νεx converge faiblement vers νx et que νεx(Bε) = n! θε(B′

ε) grâce à la
première étape. La double inclusion (8.12) implique

θ(A⋆x) ≤ θε(B′
ε) ≤ (1 − ε)−nθ(A⋆x) ,

donc lim θε(B′
ε) = θ(A⋆x) . En particulier, on voit que

θ(∂K⋆
x) = lim θε

(
∂(Lε)

⋆
x

)
= lim

1

n!
νεx(∂Lε) =

1

n!
νx(∂K) .

On va montrer maintenant que lim sup νεx(Bε) ≤ νx(A) . Soient en effet U ⊃⊃
V ⊃⊃ A deux voisinages ouverts arbitraires de A dans Rn et h ∈ C0

(
Rn, [0, 1]

)
une

fonction à support compact dans U , égale à 1 sur V . Pour ε assez petit, on a Bε ⊂ V ;
sinon, il existerait une suite εk > 0 tendant vers 0 et une suite de points ξk ∈ Bεk

r V
convergeant vers un point ξ∞ ∈ ∂K r V ; comme (ξk)

⋆
x ∈ B′

εk
et comme A⋆x est fermé,

la suite (ξk)
⋆
x aurait un point limite y′ ∈ A⋆x qui serait un hyperplan d’appui de K au

point ξ∞ ; mais par ailleurs y′ ∈ A⋆x serait l’hyperplan tangent en un point ξ ∈ A ,

d’où [ξ, ξ∞] ⊂ ∂K et ξ∞ ∈ Â = A , ce qui est contradictoire. Pour ε assez petit il vient
donc

νεx(Bε) ≤ νεx(V ) ≤ νεx(h) ,

et puisque lim νεx(h) = νx(h) on obtient

lim sup νεx(Bε) ≤ inf
h
νx(h) = νx(A) .

On en déduit donc

νx(A) ≥ lim sup νεx(Bε) = n! lim sup θε(B′
ε) = n! θ(A⋆x) ;

d’après les réductions préliminaires que nous avons faites, il vient

νx(A) ≥ n! θ(A⋆x)

pour toute partie compacte A ⊂ ∂K . L’ouvert ∂K r A est d’autre part réunion d’une
suite croissante de parties compactes Sk , par conséquent

νx(∂K r A) = lim νx(Sk) ≥ n! lim θ
(
(Sk)

⋆
x

)
= n! θ

(
(∂K r A)⋆x

)
.
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Comme (∂K⋆
x) r (∂K r A)⋆x ⊂ A⋆x il vient finalement

νx(A) = νx(∂K) − νx(∂K r A)

≤ n!
(
θ(∂K⋆

x) − θ((∂K r A)⋆x)
)
≤ n! θ(A⋆x) .

• Troisième étape : K quelconque.

On pose alors :

Kε = K +B(0, ε) =
{
ξ ∈ R

n ; d(ξ,K) ≤ ε
}
,

où B(0, ε) et d sont respectivement la boule et la distance euclidienne de R
n . Soit

r > 0 tel que B(x, r) ⊂ K . On a les inclusions

(8.13)





K ⊂ Kε ⊂ K +
ε

r
K =

(
1 +

ε

r

)
K

(
1 +

ε

r

)−1

K⋆
x ⊂ (Kε)

⋆
x ⊂ K⋆

x .

A toute partie compacte A ⊂ ∂K , on associe d’autre part

Aε = {ξ ∈ ∂Kε ; d(ξ, A) = ε} ⊂ ∂Kε .

Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant, dont la vérification est laissée au
lecteur.

Lemme. — On a les deux propriétés suivantes :
(8.14) ∂Kε est de classe C1+lip ;
(8.15) (Aε)

⋆
x =

(
[0, 1].A⋆x

)
∩ ∂(Kε)

⋆
x .

Grâce à (8.13) et (8.15) on voit que

(
1 +

ε

r

)−n

θ(A⋆x) ≤ θε
(
(Aε)

⋆
x

)
≤ θ(A⋆x)

tandis que (8.14) implique νεx(Aε) = n! θε
(
(Aε)

⋆
x

)
. Des arguments identiques à ceux

de la deuxième étape permettent d’obtenir successivement

n! θ(A⋆x) = n! lim θε
(
(Aε)

⋆
x

)
= lim νεx(Aε) ≤ νx(A) ,

puis l’inégalité opposée νx(A) ≤ n! θ(A⋆x) , grâce à une exhaustion
⋃
Sk du complé-

mentaire de A dans ∂K .

• Quatrième étape : pour K quelconque, νx
(
∂K r E(K)

)
= 0 .

Par définition de E(K) , on a

∂K r E(K) =
⋃
Ak

où Ak est la suite croissante de parties de ∂K définie par

Ak =
{
ξ ∈ ∂K ; ∃u ∈ R

n, ‖u‖ = 1 et
[
ξ − 1

k
u, ξ +

1

k
u
]
⊂ ∂K

}
.
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Pour l > k , on pose

Ak,l =
⋃ [

ξ −
( 1

k
− 1

l

)
u, ξ +

(1

k
− 1

l

)
u
]

où la réunion est étendue aux couples (ξ, u) ∈ ∂K × R
n tels que

‖u‖ = 1 et [ξ − u/k, ξ + u/k] ⊂ ∂K .

On pose enfin

Bk,l =
{
ξ ∈ Ak,l ; d(ξ, Ak) ≥

1

l

}
⊂ Ak,l .

Il est immédiat de vérifier que Ak , Ak,l et Bk,l sont des parties compactes de ∂K ,
que les suites (Ak,l) , (Bk,l) sont croissantes avec l , et que Ak ⊂ Ak,l , Ak ∩Bk,l = ∅ .
Comme tout hyperplan d’appui en un point de chaque segment

[ξ − (1/k − 1/l)u, ξ + (1/k − 1/l)u] ⊂ Ak,l

est aussi un hyperplan d’appui au point ξ ∈ Ak , on voit que (Ak,l)
⋆
x = (Ak)

⋆
x , donc

(Ak ∪ Bk,l)⋆x = (Ak)
⋆
x . Grâce à la troisième étape, il vient νx(Ax ∪ Bk,l) = νx(Ax) ,

d’où
νx(Bk,l) = 0 = θ

(
(Bk,l)

⋆
x

)
.

Soit maintenant H un hyperplan d’appui en un point ξ ∈ Ak . Alors H ∩ ∂K =
H ∩ K est une partie compacte convexe, et il existe u ∈ Rn tel que ‖u‖ = 1 et
[ξ − u/k, ξ + u/k] ⊂ H ∩ ∂K . Soient ξ1 , ξ2 ∈ H ∩ ∂K tels que

‖ξ2 − ξ1‖ = diam (H ∩ ∂K) ≥ 2

k
,

et soient

u0 =
ξ2 − ξ1

‖ξ2 − ξ1‖
, ξ0 = ξ1 +

1

k
u0 .

Il est immédiat que

[
ξ0 −

1

k
u0, ξ0 +

1

k
u0

]
⊂ [ξ1, ξ2] ⊂ H ∩ ∂K ,

donc ξ0 ∈ Ak . Posons ξε = ξ1+εu0 = ξ0−(1/k−ε)u0 . Tout intervalle [ξε−a, ξε+a] ⊂
∂K est en fait contenu dans H ∩ ∂K ⊂ B(ξ2, ‖ξ2 − ξ1‖) , d’où, par un argument de
géométrie élémentaire :

‖a‖ ≤
√
ε(‖ξ2 − ξ1‖ − ε) ≤

√
ε .

√
‖ξ2 − ξ1‖ .

Si l’on choisit ε < k−2‖ξ2 − ξ1‖−1 il en résulte que ξε /∈ Ak , donc ξε ∈ Bk,l pour l
assez grand. Comme H est aussi un hyperplan d’appui au point ξε , on en déduit

(Ak)
⋆
x ⊂

⋃

l>k

(Bk,l)
⋆
x ,
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θ
(
(Ak)

⋆
x

)
≤ lim
l→+∞

θ
(
(Bk,l)

⋆
x

)
= 0 ;

par conséquent νx(Ak) = 0 et

νx
(
∂K r E(K)

)
= 0 = θ

(
(∂K r E(K))⋆x

)
.

• Cinquième étape : montrons pour terminer que la formule (8.11) est vraie quelle
que soit la partie borélienne A ⊂ ∂K .

Pour cela, il suffit de vérifier que la fonction d’ensembles A 7→ θ(A⋆x) est dénombra-
blement additive sur les boréliens. Or, pour toute suite Ak croissante, on a

θ
((⋃

Ak
)⋆
x

)
= θ

(⋃
(Ak)

⋆
x

)
= lim θ

(
(Ak)

⋆
x

)
;

il suffit donc de vérifier l’additivité finie. Si A ∩ B = ∅ , tout élément de A⋆x ∩ B⋆x
correspond à un hyperplan d’appui en des points distincts ξ1 ∈ A , ξ2 ∈ B ; cet
hyperplan passe aussi par le point milieu (ξ1 + ξ2)/2 ∈ ∂K r E(K) , par conséquent

A⋆x ∩B⋆x ⊂
(
∂K r E(K)

)⋆
x
.

On a donc θ(A⋆x ∩B⋆x) = 0 , ce qui implique

θ
(
(A ∪B)⋆x

)
= θ(A⋆x ∪B⋆x) = θ(A⋆x) + θ(B⋆x) .

La démonstration du théorème 8.10 est achevée. ⊔⊓
Pour terminer, nous allons expliciter les mesures νx et mx dans le cas de la boule

euclidienne de Rn .

Exemple 8.16. — K = Bn =
{
ξ ∈ Rn ; ‖ξ‖ ≤ 1

}
.

Dans ce cas, la fonction jauge px(ξ) est la solution positive λ ∈ R de l’équation
‖x+ (ξ − x)/λ‖2 = 1 , ce qui donne

px(ξ) =
〈x, ξ − x〉 +

√
〈x, ξ − x〉2 + (1 − ‖x‖2)‖ξ − x‖2

1 − ‖x‖2
.

Après quelques transformations aisées, on obtient

px(ξ) − 1 =
1 − 〈x, ξ〉
1 − ‖x‖2

[
− 1 +

√
1 − (1 − ‖x‖2)(1 − ‖ξ‖2)

(1 − 〈x, ξ〉)2

]
.

Quand ξ tend vers ∂Bn , il en résulte

px(ξ) − 1 ∼ 1

1 − 〈x, ξ〉 ·
‖ξ‖2 − 1

2
∼ 1

1 − 〈x, ξ〉
(
p0(ξ) − 1

)
.

Le théorème de comparaison 3.8 entrâıne par conséquent

dνx(ξ) =
1

(1 − 〈x, ξ〉)n dν0(ξ) , ξ ∈ ∂Bn .
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D’après le théorème 8.10, la masse totale de νx vaut n! Vol
(
(Bn)⋆x

)
. La transformation

par polaires de centre x s’écrit ici

ξ 7−→ dpx(ξ) =
〈ξ, dξ〉

1 − 〈x, ξ〉 ,

c’est-à-dire ξ 7→ ξ/(1−〈x, ξ〉) modulo l’identification (Rn)⋆ ≃ Rn . On vérifie alors que
(Bn)

⋆
x est l’ellipsöıde de centre x/(1 − ‖x‖2), de demi-grand axe (1 − ‖x‖2)−1 dans la

direction R.x et de demi-petit axe (1−‖x‖2)−1/2 dans les n−1 directions orthogonales
à x . Par suite

νx(∂Bn) = n! (1 − ‖x‖2)−(n+1)/2 Vol (Bn) .

Comme ν0 est invariante par rotation, on voit que ν0 = (n − 1)!α , où α désigne la
mesure d’aire euclidienne sur la sphère. On obtient donc finalement les formules

dνx(ξ) =
(n− 1)! dα(ξ)

(1 − 〈x, ξ〉)n ,

dmx(ξ) =
1

α(∂Bn)
· (1 − ‖x‖2)(n+1)/2

(1 − 〈x, ξ〉)n dα(ξ) .

On observera que dmx(ξ) diffère du noyau de Poisson euclidien de la boule pour tout
n > 1 , bien que le noyau de Poisson résolve également le problème de la représentation

barycentrique d’un point x ∈
◦

K en fonction des points de ∂K (ceci parce que les
fonctions coordonnées de Rn sont harmoniques) .Ce phénomène n’est pas surprenant,
puisque le noyau de Poisson euclidien n’est pas porté par E(K) en général.
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