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Abstract. Let X be a Stein space and T a closed positive current on X .
Given any continuous plurisubharmonic exhaustion function ϕ on X , a generalized
Lelong number ν(T, ϕ) is introduced, using Monge-Ampère operators defined by
Bedford and Taylor. It is shown that the number ν(T, ϕ) depends only on the
behaviour of the function ϕ near its poles. As a consequence, we derive a very
simple proof of Thie’s theorem on the integrality of classical Lelong numbers for
analytic subsets, as well as a generalized version of Siu’s theorem on the analyticity
of the level sets associated to Lelong numbers.

0. Introduction

Soit X un espace complexe de Stein, T un courant positif fermé de bidimen-
sion (p, p) sur X , et ϕ : X −→ [−∞,+∞[ une fonction psh(plurisousharmonique)
exhaustive. Nous définissons alors des nombres de Lelong ν(T, ϕ) qui généralisent
ceux classiques de P. Lelong [Le3] ainsi que ceux introduits récemment par
C.O. Kiselman [Ki3]. La définition repose sur l’utilisation des opérateurs de Monge-
Ampère de Bedford-Taylor [B-T] et peut s’interpréter en disant que ν(T, ϕ) est
la masse de la mesure T ∧ (ddcϕ)p portée par l’ensemble polaire ϕ−1(−∞) .
Dans ce cadre, nous démontrons que ν(T, ϕ) ne dépend que du comportement
asymptotique de ϕ au voisinage des pôles; la méthode utilisée est inspirée de
notre article antérieur [De1], mais elle se trouve ici considérablement simplifiée
par le fait que l’on peut manipuler des poids ϕ qui sont seulement continus. La
souplesse d’utilisation des nombres de Lelong généralisés permet d’obtenir aussi
des démonstrations très simples de résultats classiques concernant les nombres de
Lelong usuels; en particulier, ces nombres sont invariants par changement de coor-
données locales (cf. [Siu]). Nous redémontrons ensuite le théorème de P.Thie[Th],
suivant lequel le nombre de Lelong d’un ensemble analytique X en un point x ∈ X
cöıncide avec la multiplicité algébrique de X en x ; ce résultat est une conséquence
directe du fait que l’on peut représenter le germe (X, x) comme un revêtement
ramifié au dessus de Cp, contenu dans un cône convexe de sommet x . On obtient
enfin une version généralisée du théorème de Siu sur l’analyticité des ensembles
de niveau associés aux nombres de Lelong; cette version contient comme cas par-
ticulier le résultat récent de C.O. Kiselman [Ki3] relatif aux nombres de Lelong
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directionnels. La démonstration est inspirée de Kiselman [Ki2] et repose essen-
tiellement sur trois ingrédients :
• construction d’un potentiel psh local associé au courant T et au poids ϕ ;
• principe du minimum de Kiselman[Ki1] ;
• estimations L2 de Hörmander[Hö] et Bombieri[Bo] pour l’opérateur ∂ .

Je tiens à remercier ici C.O. Kiselman pour de stimulantes conversations
qui ont beaucoup contribué à dégager les idées de ce travail.

1. Nombres de Lelong généralisés

Soit X un espace de Stein de dimension pure n et T un courant positif fermé
sur X de bidimension (p, p), i.e. de bidegré (n− p, n− p). En ce qui concerne les
formes et les courants sur un espace analytique, nous utiliserons ici la définition
donnée dans [De2] ; la plupart des calculs différentiels et intégraux se pratiquent
alors comme sur une variété lisse .

Si ϕ1, . . . , ϕq sont des fonctions psh finies et continues, la méthode de
Bedford-Taylor[B-T] permet de définir par récurrence un courant positif fermé
T ∧ ddcϕ1 ∧ . . . ∧ dd

cϕq en posant

(1.1) T ∧ ddcϕ1 ∧ . . . ∧ dd
cϕq = ddc(ϕqT ∧ ddcϕ1 ∧ . . . ∧ dd

cϕq−1).

Pour tous compacts K ⊂⊂ K̃ ⊂⊂ X , la masse de (1.1) sur K, notée || ||K , vérifie
alors les inégalités classiques de Chern-Levine-Nirenberg (cf. [C-L-N],[B-T],[De2]) :

(1.2) ||T ∧ ddcϕ1 ∧ . . . ∧ dd
cϕq ||K ≤ CK,K̃ ||T ||K̃||ϕ1||L∞(K̃) . . . ||ϕq||L∞(K̃);

on en déduit aisément que le courant T ∧ddcϕ1∧ . . .∧dd
cϕq est faiblement continu

en (ϕ1, . . . , ϕq) lorsque les ϕj convergent uniformément sur tout compact.

Soit maintenant ϕ : X −→ [−∞,+∞[ une fonction psh continue. On
suppose que ϕ est semi-exhaustive, c’est-à-dire par définition qu’il existe R > 0 tel
que {x ∈ X ;ϕ(x) < R} ⊂⊂ X . Pour tout réel r < R on pose

(1.3) ν(T, ϕ, r) =
1

(2π)p

∫

ϕ<r

T ∧ (ddcmax(ϕ, s))p

où s est un réel quelconque < r ; l’hypothèse dT = 0 et la formule de Stokes
montrent que la quantité ν(T, ϕ, r) est bien indépendante de s . Pour tous réels
r1 < r2 < R on obtient par différence l’identité

ν(T, ϕ, r2) − ν(T, ϕ, r1) =
1

(2π)p

∫

r1≤ϕ<r2

T ∧ (ddcϕ)p

en choisissant s < r1. En particulier, la fonction

(1.4) r 7→ ν(T, ϕ, r)

est croissante sur l’intervalle ] −∞, R[.

Définition 1.5. — On appelle nombre de Lelong généralisé de T
relativement au poids ϕ la limite

ν(T, ϕ) = lim
r→−∞

ν(T, ϕ, r).
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Les nombres de Lelong généralisés précédents avaient déjà été introduits
dans [De1] par une formule légèrement différente que nous rappelons ci-dessous :

(1.6) ν(T, ϕ, t) = (2πet)−p
∫

ϕ<t

T ∧ (ddceϕ)p , ∀t < R .

Posons ϕs = max(ϕ, s) avec s < t . La formule de Stokes ramène (1.6) à

ept
∫

ϕ<t

T ∧ (ddcϕs)
p =

∫

ϕ<t

T ∧ (ddceϕs)p .

Pour vérifier cette dernière égalité, on observe que

ept(ddcϕs)
p − (ddceϕs)p = d[ept(ddcϕs)

p−1 ∧ dcϕs − (ddceϕs)p−1 ∧ dc(eϕs)]

= d[(ept − epϕs)(ddcϕs)
p−1 ∧ dcϕs].

Soit λ : R −→ R une fonction croissante de classe C∞ telle que λ(t) = 0 pour
t ≤ 1/2 et λ(t) = 1 pour t ≥ 1. Après intégration par parties, on obtient

∫

ϕ<t

T∧(ept(ddcϕs)
p − (ddceϕs)p)

= lim
ε→0+

∫
λ
( t− ϕs

ε

)
T ∧ (ept(ddcϕs)

p − (ddceϕs)p) = lim
ε→0+

I(ε)

avec

I(ε) =

∫
T ∧

1

ε
λ′

( t− ϕs
ε

)
(ept − epϕs)(ddcϕs)

p−1 ∧ dϕs ∧ d
cϕs.

Le support de la fonction λ′((t − ϕs)/ε) est contenu dans la couronne
K(ε) = {ε/2 ≤ t − ϕs ≤ ε} ; comme λ′ est bornée et que ept − epϕs = O(ε) sur
K(ε), les inégalités de Chern-Levine-Nirenberg (1.2) impliquent I(ε) ≤ C||T ||K(ε)

où ||T ||K(ε) tend vers 0 quand ε tend vers 0+. La formule (1.6) est donc démontrée.

Exemple 1.7.– Supposons que l’espace X soit un ouvert de Cn et choisis-
sons ϕ(z) = log |z−x|, x ∈ X . Alors 1/4ddc(e2ϕ) = 1/4ddc|z−x|2 est la métrique
hermitienne standard de Cn, de sorte que la formule (1.6) appliquée à 2ϕ s’écrit

ν(T, ϕ, log t) =
1

2p
ν(T, 2ϕ, 2 log t) =

σT ({z; |z − x| < t})

πpt2p/p!
,

où dσT = (1/4ddc|x|2)p ∧ T/p! est la mesure trace de T. Le nombre de Lelong
généralisé ν(T, ϕ) cöıncide donc avec le nombre de Lelong classique ν(T, x).

Exemple 1.8.– Soit V une fonction psh sur un voisinage d’un point x ∈ Cn.
Notons θx,R la mesure de moyenne sur le polycercle

Γ(x,R) := {z ∈ Cn; |zj − xj | = eRj , 1 ≤ j ≤ n} .

Si a = (a1, . . . , an) ∈]0,+∞[n, C.O. Kiselman[Ki3] considère les nombres de Lelong
“directionnels” ν(V, x, a) définis par

ν(V, x, a) = lim
r→−∞

1

r
θx,ra(V ).

En utilisant les résultats et les notations de [De2], on va montrer que ces nombres
sont obtenus en fait pour le choix

ϕ(z) = ϕx,a(z) = max
j

1

aj
log |zj − xj | .
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Observons que {ϕ < r} est le polydisque admettant Γ(x, ra) pour frontière
distinguée. On sait d’après [De2] que la mesure (ddcϕ)n est bien définie, parce que
l’ensemble ϕ−1(−∞) est relativement compact dans Cn. La quasi-homogéné̈ıté de
ϕ donne

(ddcϕ)n = (2π)n(a1 . . . an)
−1δx ,

où δx désigne la mesure de Dirac au point x . La mesure de Monge-Ampère
µr := (ddcϕ)n−1 ∧ dcϕ|{ϕ=r} est d’autre part portée par Γ(x, ra) , car sur le
complémentaire Cn \

⋃
r≥−∞ Γ(x, ra) la fonction ϕ ne dépend localement que de

n−1 variables complexes et donc (ddcϕ)n−1 = 0 par raison d’homogéné̈ıté. Comme
la masse de µr est égale à celle de (ddcϕ)n et comme µr est invariante par le
groupe U(1)n il vient

µr = (2π)n(a1 . . . an)
−1θx,ra.

Grâce à la formule de Lelong-Jensen (cf. [De2],th.3.4), on voit que pour tous réels
r < r0 assez petits on a

∫ r0

r

ν(ddcV, ϕ, t)dt =
µr0(V ) − µr(V )

(2π)n−1
=

2π

a1 . . . an

(
θx,r0a(V ) − θx,ra(V )

)
.

On obtient donc l’égalité

(1.9) ν(V, x, a) = lim
r→−∞

1

r
θx,ra(V ) = a1 . . . an.ν

( 1

2π
ddcV, ϕx,a

)
.

Nous définirons en général le nombre de Lelong directionnel d’un courant T par

(1.10) ν(T, x, a) = a1 . . . an.ν(T, ϕx,a) ;

ceci donne l’identité ν(V, x, a) = ν
(

1
2πdd

cV, x, a
)
.

2. Théorème de comparaison

Nous redémontrons ici le résultat de [Siu] sur l’invariance des nombres de
Lelong par changement de coordonnées locales. Nous obtenons en fait un résultat
beaucoup plus général, permettant de comparer les nombres de Lelong relatifs à
des poids ϕ, ψ différents. Le lecteur pourra comparer avec [De1] pour voir combien
la démonstration se trouve simplifiée par la possibilité d’utiliser des poids ϕ qui
sont seulement continus.

Théorème 2.1. — Soient ϕ, ψ : X −→ [−∞,+∞[ des fonctions psh
continues semi-exhaustives. On suppose que

l := lim sup
ϕ(x)→−∞

ψ(x)

ϕ(x)
< +∞.

Alors ν(T, ψ) ≤ lpν(T, ϕ) , et l’égalité a lieu si l = limψ/ϕ.

Démonstration. — D’après la définition (1.3) on a

ν(T, λϕ) = λpν(T, ϕ)
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pour tout scalaire λ > 0. Il suffit donc de vérifier l’inégalité ν(T, ψ) ≤ ν(T, ϕ)
sous l’hypothèse lim supψ/ϕ < 1. Pour tout c > 0, on considère la fonction psh
uc = max(ψ−c, ϕ). Soit r < Rϕ fixé et a < r. Pour c > 0 assez grand, on a uc = ϕ
sur ϕ−1([a, r]), donc

ν(T, ϕ, r) = ν(T, uc, r) ≥ ν(T, uc).

L’hypothèse lim supψ/ϕ < 1 implique d’autre part qu’il existe t0 < 0 tel que
uc = ψ − c sur {uc < t0}. On en déduit aussitôt

ν(T, uc) = ν(T, ψ − c) = ν(T, ψ),

par conséquent ν(T, ψ) ≤ ν(T, ϕ). ⊔⊓

Supposons en particulier que X soit une variété de Stein lisse et x un point
de X. Soit zk = (zk1 , . . . , z

k
n) , k = 1, 2, des systèmes de coordonnées locales

centrées au point x et

ϕk(z) = log |zk| = log
(
|zk1 |

2 + . . .+ |zkn|
2
)1/2

.

On a limz→x ϕ2(z)/ϕ1(z) = 1, donc ν(T, ϕ1) = ν(T, ϕ2) d’après le théorème 2.1.

Corollaire 2.2. — Les nombres de Lelong classiques ν(T, x) sont invari-
ants par changement de coordonnées locales.

De manière générale, si X est un espace analytique, on définira ν(T, x) par

ν(T, x) = ν
(
T,

1

2
log

∑

1≤j≤N

|gj|
2
)
,

où (gj)1≤j≤N est un système générateur de l’idéal maximal MX,x ⊂ OX,x ; cette
définition est indépendante du choix des (gj).

Corollaire 2.3. — Sur un ouvert de Cn, les nombres de Lelong direc-
tionnels sont liés aux nombres de Lelong classiques par

ν(T, x) = ν(T, x, a1) , a1 = (1, . . . , 1).

Démonstration. — Par définition, le nombre ν(T, x) est associé au poids
ϕ(z) = log |z−x| et ν(T, x, a1) au poids ψ(z) = log max |zj −xj | . Il est clair que
limz→x ψ(z)/ϕ(z) = 1, d’où la conclusion d’après le théorème 2.1. ⊔⊓

3. Théorème de Thie

On suppose ici que X est une variété analytique complexe de dimension n
et que T est le courant d’intégration sur un ensemble analytique fermé A ⊂ X de
dimension pure p (cf. P. Lelong[Le1]) ; on notera suivant l’usage T = [A] . Nous
nous proposons de redémontrer le résultat de P.Thie[Th] donnant l’interprétation
des nombres de Lelong ν([A], x) comme multiplicités de l’ensemble analytique A .

Soit x ∈ A un point fixé et IA,x l’idéal des germes de fonctions holomorphes
en x s’annulant sur A . On peut alors trouver sur X des coordonnées locales
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z = (z1, . . . , zn), centrées au point x, telles qu’il existe des polynômes distingués
Pj ∈ IA,x en la variable zj , p < j ≤ n , s’écrivant sous la forme

(3.1) Pj(z) = z
dj

j +

dj∑

k=1

aj,k(z1, . . . , zj−1)z
dj−k
j , aj,k ∈ Mk

Cj−1,0 .

Montrons en effet cette propriété par récurrence sur codimX = n− p , en
identifiant le germe (X, x) à (Cn, 0) grâce à un système de coordonnées locales
(w1, . . . , wn) fixé une fois pour toutes.

Si n − p ≥ 1, il existe un élément non nul f ∈ IA,x . Soit d le plus
petit entier tel que f ∈ Md

Cn,0 et soit en ∈ Cn un vecteur non nul tel que

limt→0 f(ten)/t
d 6= 0. Complétons le vecteur en en une base (ẽ1, . . . , ẽn−1, en)

de Cn et notons (z̃1, . . . , z̃n−1, zn) les coordonnées correspondantes. Le théorème
de préparation de Weierstrass permet de factoriser f sous la forme f = gP, où
P est un polynôme distingué de la forme (3.1) en la variable zn et où g est une
fonction holomorphe inversible au point x . Si n − p = 1, le polynôme Pn = P
répond à la question.

Si n− p ≥ 2,OA,x = OX,x/IA,x est un OCn−1,0 = C{z̃1, . . . , z̃n−1}−module
de type fini, c’est-à-dire que la projection pr : (X, x) ≈ (Cn, 0) −→ (Cn−1, 0) est
un morphisme fini de (A, x) sur un germe (Z, 0) ⊂ (Cn−1, 0) de dimension p .
L’hypothèse de récurrence appliquée à IZ,0 = OCn−1,0 ∩ IA,x permet de trouver
une nouvelle base (e1, . . . , en−1) de Cn−1 et des polynômes Pp+1, . . . , Pn−1 ∈ IZ,0
s’écrivant sous la forme (3.1) dans les coordonnées (z1, . . . , zn−1) associées à la base
(e1, . . . , en−1) . Si l’on pose Pn = P, l’assertion précédente est alors démontrée à
l’étape n .

Etant donné un polynôme Q(w) = wd + a1w
d−1 + . . .+ ad ∈ C[w] , toute

racine w de Q vérifie

(3.2) |w| ≤ 2 max
1≤k≤d

|ak|
1/k,

sinon Q(w)w−d = 1 + a1w
−1 + . . . + adw

−d serait de module supérieur ou égal
à 1 − (2−1 + . . . + 2−d) = 2−d , ce qui est absurde. Notons z = (z′, z′′) avec
z′ = (z1, . . . , zp) et z′′ = (zp+1, . . . , zn) . Comme aj,k ∈ Mk

Cj−1,0, on a

|aj,k(z1, . . . , zj−1)|
1/k = O(|z1| + . . .+ |zj−1|) si j > p ,

et on déduit de (3.1) , (3.2) que |zj | = O(|z1|+ . . .+ |zj−1|) sur (A, x) . Par suite,
le germe (A, x) est contenu dans un cône |z′′| ≤ C|z′|.

On va maintenant utiliser cette propriété pour calculer le nombre de Lelong
du courant [A] au point x . Quand z tend vers x , les fonctions

ϕ(z) = log |z| = log(|z′|2 + |z′′|2)1/2 , ψ(z) = log |z′|

sont équivalentes sur le germe (A, x) ; d’après le théorème 2.1 ceci entrâıne

ν([A], x) = ν([A], ϕ) = ν([A], ψ).

Soit B′ ⊂ Cp la boule de centre 0 et de rayon r′ , B′′ ⊂ Cn−p la boule de centre
0 et de rayon r′′ = Cr′ . L’inclusion du germe (A, x) dans le cône |z′′| ≤ C|z′|
montre que pour r′ assez petit la projection

pr : A ∩ (B′ ×B′′) −→ B′
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est propre et finie. L’application pr est donc un revêtement ramifié ayant un
nombre fini q de feuillets. D’après la formule (1.6) appliquée à 2ψ on a

ν([A], ψ, log t) = (4πt2)−p
∫

A∩{ψ<log t}

(ddce2ψ)p

= (4πt2)−p
∫

A∩{|z′|<t}

(pr⋆ddc|z′|2)p

= (4πt2)−p.q.

∫

Cp∩{|z′|<t}

(ddc|z′|2)p = q.

On obtient donc le théorème suivant, dû à P.Thie[Th].

Théorème 3.3. — Soit A un ensemble analytique de dimension p dans
une variété analytique complexe X de dimension n et soit x ∈ A . Alors il existe
au point x des coordonnées locales

z = (z′, z′′) , z′ = (z1, . . . , zp) , z
′′ = (zp+1, . . . , zn)

et des boules B′ ⊂ Cp , B′′ ⊂ Cn−p , relatives à ces coordonnées, de rayons
respectifs r′, r′′, telles que A ∩ (B′ × B′′) soit contenu dans le cône d’équation
|z′′| ≤ (r′′/r′)|z′| . On définit la multiplicité de A au point x comme le nombre q
de feuillets dans le revêtement ramifié A∩ (B′×B′′) −→ B′ . Alors ν([A], x) = q.

4. Théorème d’analyticité de Siu

On se donne ici un deuxième espace analytique Y et une fonction
ϕ : X × Y −→ [−∞,+∞[ psh et continue. On suppose que ϕ est semi-exhaustive

par rapport à X , c’est-à-dire que pour tout compact L ⊂ Y il existe R = R(L) < 0
tel que

(4.1) {(x, y) ∈ X × L ; ϕ(x, y) ≤ R} ⊂⊂ X × Y.

Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur X . Pour tout point
y ∈ Y , la fonction ϕy(x) := ϕ(x, y) est semi-exhaustive sur X ; on peut donc
associer à y le nombre de Lelong généralisé ν(T, ϕy) . La continuité faible de la
mesure T ∧ (ddcmax(ϕy, a))

p par rapport au paramètre y montre que pour tous
r1 < r2 < R on a

(4.2) lim sup
y→y0

ν(T, ϕy, r1) ≤ ν(T, ϕy0 , r2).

On en déduit aussitôt que l’application y 7→ ν(T, ϕy) est semi-continue supé-
rieurement. Les ensembles de niveau

(4.3) Ec = {y ∈ Y ; ν(T, ϕy) ≥ c} , c > 0

sont donc fermés. On s’intéresse dans la suite au problème de savoir si Ec est en
général un ensemble analytique. Comme il s’agit d’une question locale, on peut
supposer sans perte de généralité que Y est un espace de Stein. Après addition
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d’une constante à ϕ , on peut supposer aussi qu’il existe un compact K ⊂ X tel
que

{(x, y) ∈ X × Y ;ϕ(x, y) ≤ 0} ⊂ K × Y.

•Première étape : construction d’un potentiel psh local.

Notre objectif est ici de généraliser la construction classique des potentiels
psh associés à un courant positif fermé (cf. P. Lelong[Le2] et H. Skoda[Sk]), en
remplaçant le noyau standard issu de la métrique hermitienne de Cn par un noyau
construit à l’aide du poids ϕ .

D’après le théorème 2.1, seul le comportement asymptotique de ϕ au
voisinage de l’ensemble polaire ϕ−1(−∞) entre en jeu. On va donc se permettre
de modifier légérement ϕ en dehors d’un voisinage de ϕ−1(−∞) . Quitte à rétrécir
de nouveau Y si nécessaire, il existe une régularisation ψ ∈ C∞(X × Y ) de ϕ telle
que ψ > ϕ sur X × Y et ψ < ϕ+ 1/2 sur l’ensemble

{(x, y) ∈ X × Y ;−2 ≤ ϕ(x, y) ≤ 0}.

Après remplacement de ϕ par la fonction ϕ̂ telle que





ϕ̂ = ϕ

ϕ̂ = max(ϕ, 2ψ + 1)

ϕ̂ = 2ψ + 1

sur

sur

sur

ϕ(x, y) ≤ −2

−2 ≤ϕ(x, y) ≤ −1

−1 ≤ϕ(x, y)

on voit qu’on peut supposer ϕ de classe C∞ au voisinage de {ϕ(x, y) ≥ −1} .
Soit χ ∈ C∞(R,R) une fonction croissante telle que χ(t) = t pour t ≤ −1 et
χ(t) = 0 pour t ≥ 0 . Notons H ⊂ C le demi-plan H = {z ∈ C; Rez < −1} . On
associe à T la fonction potentiel V sur Y ×H définie par

(4.4) V (y, z) = −

∫ 0

Rez

ν(T, ϕy, t)χ
′(t)dt.

La formule (1.3) entrâıne pour tout t > Rez l’égalité

ν(T, ϕy, t) = (2π)−p
∫

ϕ(x,y)<t

T (x) ∧ (ddcxϕ̃(x, y, z))p

avec ϕ̃(x, y, z) := max(ϕ(x, y),Rez) . Le théorème de Fubini appliqué à (4.4)
donne alors

V (y, z) = (2π)−p
∫

x∈X

T (x) ∧ χ(ϕ̃(x, y, z))(ddcxϕ̃(x, y, z))p.

Pour toute (n− 1, n− 1)-forme h de classe C∞ à support compact dans Y ×H ,
il vient

〈ddcV, h〉 = 〈V, ddch〉

= (2π)−p
∫

X×Y×H

T (x) ∧ χ(ϕ̃(x, y, z))(ddcϕ̃(x, y, z))p ∧ ddch(y, z).

La forme χ ◦ ϕ̃.h est à support compact dans X × Y ×H . On peut donc intégrer
par parties pour obtenir

〈ddcV, h〉 = (2π)−p
∫

X×Y×H

T (x) ∧ ddc(χ ◦ ϕ̃(x, y, z)) ∧ (ddcϕ̃(x, y, z))p.h(y, z).
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Sur la couronne {−1 ≤ ϕ(x, y) ≤ 0} on a ϕ̃(x, y, z) = ϕ(x, y) avec ϕ de classe
C∞ , tandis que pour ϕ(x, y) < −1 il vient ϕ̃ < −1 et χ ◦ ϕ̃ = ϕ̃ . Comme ϕ̃
est psh, on voit que ddcV (y, z) est somme de la (1, 1)-forme positive

(y, z) 7−→ (2π)−p
∫

{x∈X;ϕ(x,y)<−1}

T (x) ∧ (ddcx,y,zϕ̃(x, y, z))p+1

et de la (1, 1)-forme indépendante de z à coefficients localement bornés

y 7−→ (2π)−p
∫

{x∈X;−1≤ϕ(x,y)≤0}

T ∧ ddcx,y(χ ◦ ϕ) ∧ (ddcx,yϕ)p.

La fonction V est d’autre part continue sur Y × H grâce à la continuité faible
de la mesure T ∧ (ddcx,y,zϕ̃)p par rapport aux variables (y, z) . On en déduit par
conséquent le résultat suivant.

Théorème 4.5. — Il existe une fonction psh positive ρ ∈ C∞(Y ) telle
que V (y, z) + ρ(y) soit psh sur Y ×H .

Si on fait tendre Rez vers −∞ , on voit que la fonction

U0(y) = V (y,−∞) + ρ(y) = ρ(y) −

∫ 0

−∞

ν(T, ϕy, t)χ
′(t)dt

est localement psh ou ≡ −∞ sur Y . De plus, il est clair que U0(y) = −∞ en tout
point y tel que ν(T, ϕy) > 0 . Si Y est irréductible et si U0 6≡ −∞, on voit donc
déjà que l’ensemble de densité

⋃
c>0Ec est pluripolaire dans Y .

•Deuxième étape : utilisation du principe du minimum de Kiselman.

Soit α un réel ≥ 0 quelconque. La fonction

Y ×H ∋ (y, z) 7−→ V (y, z) + ρ(y) − αRez

est alors psh et indépendante de Imz . D’après le principe du minimum de
Kiselman[Ki1] , la transformée de Legendre

Uα(y) = inf
r<−1

[V (y, r) + ρ(y)− αr]

est localement psh ou ≡ −∞ sur Y .

Lemme 4.6. — Soit y0 ∈ Y un point fixé.
a) Si α > ν(T, ϕy0) , alors Uα est bornée inférieurement dans un voisinage de y0.
b) Si α < ν(T, ϕy0) , alors Uα(y0) = −∞ .

Démonstration. — Par définition de V (cf. (4.4)) on a

(4.7) V (y, r) ≤ −ν(T, ϕy , r)

∫ 0

r

χ′(t)dt = rν(T, ϕy, r) ≤ rν(T, ϕy).

Il en résulte bien que Uα(y0) = −∞ si α < ν(T, ϕy0) . D’autre part, si on a
ν(T, ϕy0) < α , il existe t0 < 0 tel que ν(T, ϕy0 , t0) < α. Soit r0 < t0 fixé. La
propriété de semi-continuité (4.2) entrâıne qu’il existe un voisinage ω de y0 tel
que supy∈ω ν(T, ϕy, r0) < α . Pour tout y ∈ ω , on a alors

V (y, r) ≥ −C − α

∫ r0

r

χ′(t)dt = −C + α(r − r0),

ce qui implique Uα(y) ≥ −C − αr0. ⊔⊓
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Théorème 4.8. — Si Y est irréductible et si Ec 6= Y , alors Ec est un
ensemble fermé pluripolaire complet dans Y , i.e. il existe une fonction psh continue
w : Y −→ [−∞,+∞[ telle que Ec = w−1(−∞) .

Démonstration. — On observe d’abord que la famille (Uα) est croissante
en α , que Uα = −∞ sur Ec pour tout α < c , et que supα<c Uα(y) > −∞
si y ∈ Y \ Ec (cf. lemme 4.6). Soit (Yk)k≥1 une suite exhaustive de compacts de
Y . Pour tout entier k ≥ 1 , soit wk ∈ C∞(Y ) une régularisée de Uc−1/k telle que

wk ≥ Uc−1/k sur Y et wk ≤ −2k sur Ec ∩ Yk . Le lemme 4.6 a) montre que
la famille (wk) est uniformément minorée sur tout compact de Y \Ec , et on peut
également choisir les wk uniformément majorées sur tout compact de Y puisque
Uc−1/k ≤ Uc . La fonction

w =
+∞∑

k=1

2−kwk

répond alors à la question. ⊔⊓

•Troisième étape : estimation de la singularité des potentiels Uα.

Pour pouvoir obtenir une telle estimation, nous avons besoin d’une informa-
tion sur le comportement de ϕ au voisinage des pôles. Dans la suite, on considère
l’espace Y comme étant plongé dans un ouvert de Stein Ω ⊂ CN , et on munit Y
de la distance induite par la distance euclidienne de CN .

Hypothèse 4.9. — On suppose que eϕ(x,y) est localement höldérienne en
y sur X × Y , c’est-à-dire que pour tout compact K ⊂ X × Y , il existe des
constantes M > 0 , γ ∈]0, 1] telles que

(4.10) |eϕ(x,y1) − eϕ(x,y2)| ≤M |y1 − y2|
γ

pour tous (x, y1) ∈ K , (x, y2) ∈ K .

On observera que l’hypothèse 4.9 est satisfaite pour toute fonction ϕ de
la forme

ϕ = max
j

log
(∑

k

|Fj,k|
γj,k

)

où les Fj,k sont des fonctions holomorphes sur X × Y et les γj,k des constantes
réelles > 0; dans ce cas eϕ est höldérienne d’ordre γ = min(γj,k, 1) .

Théorème 4.11. — Soit y0 ∈ Y un point fixé, L un voisinage compact
de y0 , K ⊂ X une partie compacte et r0 un réel < −1 tels que

{(x, y) ∈ X × L;ϕ(x, y) ≤ r0} ⊂ K × L.

On suppose que ϕ vérifie l’inégalité (4.10) pour tous (x, y1, y2) ∈ K × L × L .
Alors, quel que soit ε ∈]0, 1[ , il existe un réel η(ε) > 0 tel que pour tout y ∈ Y
vérifiant |y − y0| < η(ε) , on ait

Uα(y) ≤
(
(1 − ε)pν(T, ϕy0) − α

)(
γ log |y − y0| + log

2eM

ε

)
+ ρ(y).
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Démonstration. — On commence par estimer ν(T, ϕy, r) lorsque y ∈ L est
voisin de y0 . Posons





ψ(x) = (1 − ε)ϕy0(x) + εr − ε/2

ψ(x) = max
(
ϕy(x), (1− ε)ϕy0(x) + εr − ε/2

)

ψ(x) = ϕy(x)

si

si

si

ϕy0(x) ≤ r − 1

r − 1 ≤ϕy0(x) ≤ r

r ≤ϕy0(x) ≤ r0

et vérifions que cette définition est bien cohérente si |y − y0| est assez petit. Par
hypothèse

|eϕy(x) − eϕy0
(x)| ≤M |y − y0|

γ .

On en déduit aussitôt les inégalités

ϕy(x) ≤ ϕy0(x) + log
(
1 +M |y − y0|

γe−ϕy0
(x)

)

ϕy(x) ≥ ϕy0(x) + log
(
1 −M |y − y0|

γe−ϕy0
(x)

)
.

En particulier, pour ϕy0(x) = r il vient (1 − ε)ϕy0(x) + εr − ε/2 = r − ε/2 et

ϕy(x) ≥ r + log(1 −M |y − y0|
γe−r),

tandis que pour ϕy0(x) = r − 1 on a (1 − ε)ϕy0(x) + εr − ε/2 = r − 1 + ε/2 et

ϕy(x) ≤ r − 1 + log(1 +M |y − y0|
γe1−r).

La définition de ψ est donc cohérente dès que M |y−y0|
γe1−r ≤ ε/2 , c’est-à-dire

γ log |y − y0| + log
2eM

ε
≤ r.

Dans ce cas ψ cöıncide avec ϕy au voisinage de {ψ = r} , et avec

(1 − ε)ϕy0(x) + εr − ε/2

au voisinage de l’ensemble polaire ψ−1(−∞) . Par définition de la quantité
ν(T, ψ, r) ceci entrâıne

ν(T, ϕy , r) = ν(T, ψ, r) ≥ ν(T, ψ) = (1 − ε)pν(T, ϕy0).

Grâce à (4.7) on obtient V (y, r) ≤ rν(T, ϕy, r) , d’où

Uα(y) ≤ V (y, r) + ρ(y)− αr ≤ r
(
ν(T, ϕy, r) − α

)
+ ρ(y) ,

Uα(y) ≤ r
(
(1 − ε)pν(T, ϕy0) − α

)
+ ρ(y) .(4.12)

Supposons γ log |y − y0| + log(2eM/ε) ≤ r0 , i.e. |y − y0| ≤ (ε/2eM)1/γer0/γ ;
on peut choisir alors r = γ log |y− y0|+ log(2eM/ε) , et d’après (4.12) ceci donne
l’inégalité du théorème 4.11 . ⊔⊓

•Quatrième étape : utilisation des estimations L2 de Hörmander.

Supposons d’abord que Y soit une variété de Stein lisse, et notons m
la dimension de Y . La démonstration repose sur le lemme crucial suivant
(cf. Hörmander[Hö], corollary 4.4.6, et Bombieri[Bo]).

Lemme 4.13. — Soit w une fonction psh sur Y . Alors l’ensemble des
points y ∈ Y au voisinage desquels e−w n’est pas localement sommable est un
sous-ensemble analytique de Y .
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La fin de la démonstration reprend l’idée de la méthode de C.O. Kisel-
man[Ki2] . Pour tous réels α, β > 0 notons Zα,β l’ensemble des points y ∈ Y au
voisinage desquels exp(−Uα/β) n’est pas localement sommable. Comme la famille
(Uα) est croissante en α , on a Zα′,β′ ⊃ Zα′′,β′′ si α′ ≤ α′′ et β′ ≤ β′′ .

Soit y0 un point fixé de Y . Distinguons deux cas suivant que y0 appar-
tient ou non à Ec . Si y0 /∈ Ec alors ν(T, ϕy0) < c par définition. Choisissons α
tel que ν(T, ϕy0) < α < c ; d’après le lemme 4.6 a) , la fonction Uα est bornée
inférieurement au voisinage de y0 , donc y0 /∈ Zα,β pour tout β > 0 . Si y0 ∈ Ec et
si α < c, alors le lemme 4.11 implique que pour tout ε > 0 on a

Uα(y) ≤ (1 − ε)(c− α)γ log |y − y0| + C(ε) ;

cette inégalité entrâıne que exp(−Uα/β) est non sommable au voisinage de y0 dès
que β < (c− α)γ/2m . On en déduit donc

Ec =
⋂

α<c
β<(c−α)γ/2m

Zα,β ,

ce qui prouve que Ec est un sous-ensemble analytique de Y .

Dans le cas où Y est un espace analytique avec singularités, on peut d’après
Hironaka[Hi] trouver une modification lisse π : Ỹ −→ Y . Pour tout ỹ ∈ Ỹ ,
posons

ϕ̃(x, ỹ) = ϕ(x, π(ỹ )),

Ẽc = {ỹ ∈ Ỹ ; ν(T, ϕ̃
ỹ
) ≥ c}.

Alors Ec = π(Ẽc) , par suite Ec est analytique comme image propre d’un ensemble
analytique (théorème de Remmert [Re1] , [Re2]). On obtient donc l’énoncé suivant,
qui généralise à la fois le théorème d’analyticité de [Siu] et celui de Kiselman [Ki3].

Théorème 4.14. — Soient X, Y des espaces analytiques complexes,
X étant de Stein, et T un courant positif fermé sur X . Soit

ϕ : X × Y −→ [−∞,+∞[

une fonction psh continue. On suppose que ϕ est semi-exhaustive relativement à
X et que eϕ(x,y) est localement höldérienne en y sur X × Y . Alors les ensembles
de niveau

Ec = {y ∈ Y ; ν(T, ϕy) ≥ c}

sont des sous-ensembles analytiques de Y .

On peut conjecturer que le théorème 4.14 est encore vrai sans l’hypothèse
de continuité höldérienne de eϕ , mais comme la plupart des poids ϕ intéressants
vérifient cette hypothèse, il nous semble que la généralisation ainsi obtenue ne
serait pas très significative.
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