CONSTRUCTIBILITE DES FAISCEAUX DE SOLUTIONS DES SYSTEMES DIFFERENTIELS HOLONOMES
d'aprés Masaki KASHIWARA

par Jean—Pierre DEMAILLY

0. Introduction.

Le présent travail est ume version écrite détaillée d'un exposé oral sur
1'étude des opérateurs microdifférentiels analytiques, qui constituait le sujet
de deuxigme thése de 1'auteur (Thé&se de Doctorat d'Etat soutenue le 19 Octobre
1982 3 1'Université de Paris VI sous la direction de Henri SKODA , le sujet de

deuxiéme thé&se ayant &té posé par Louis BOUTET de MONVEL).

Ce texte vise en principe un public de non-spécialistes, et se présente
comme une introduction &lémentaire i quelques idées de base de la théorie algébri-
que des syst@mes d'équations aux dérivées partielles (cf. S-K-K [5]) . L'objectif
final est la démonstration de la constructibilité du faisceau des solutions d'un
systéme holondme, due a M.KASHIWARA [3] , (1975). Nous nous sommes inspirés sans
vergogne de la littérature existante, en particulier du cours de KASHIWARA [4]

-~

a 1'Université de Paris—Nord.

Le paragraphe 1 rappelle bridvement la construction des faisceaux 59X et
8X des opérateurs différentiels et microdifférentiels sur une variété analytique
complexe X . Nous montrons ensuite le lien entre la notion classique de systéme
différentiel et la notion intrins&que de 39—module cohérent ¥} ; par exemple, sigr/
est un faisceau de ‘f&—modules le faisceau des solutions a valeurs dans 5t’ est
donné par ﬂbm (13, SF3 . Aprés quelques rappels sur la g8ométrie symplectique du
fibré cotangentX T X ,nousdonnons au paragraphe 3 la définition des systémes holo-
nbmes, appelés aussi systémes surdéterminés maximaux. Le paragraphe 4 est consacré
3 la démonstration d'un théordme de prolongement pour les solutions holomorphes
d'un systéme différentiel sur un ouvert & frontiZre non caractéristique. Ce dernier
théordme est l'outil essentiel pour la démonstration du théoréme de KASHIWARA , moyen-—
nant quelques résultats de H.WHITNEY [6] , [7] sur 1'existence de "bonnes" stratifi-

cations d'un ensemble analytique. Pour rester accessible au lecteur non spécialiste,

nous avons évité 1l'usage (non indispensable ici) du langage des catégories dérivées.

Conventions et notations.

Tous les faisceaux (ou foncteurs a valeurs dans la catégorie des faisceaux)
seront désignés par des lettres majuscules cursives, leurs espaces de sections par

des lettres majuscules droites. Ainsi par exemple, si & et @ sont des faisceaux

d Jg; odules sur X , gcrira Ho (X ;éF: ) = I'(X ; Jom (EF: )) .
e m e on H;% é? 'Ef 52



ey

Un faisceau 27 de JF-modules est dit injectif si le foncteur exact & gauche

Hom , ( . , 27) est aussi exact 3 droite. Etant donné des bﬁlmodules ?ZB,;F’
et uné résolution cohomologique O —$5F1+;7: de sz par des faisceaux injectifs,
les faisceaux de cohomologie du complexe Hom (7ﬂw27') ne dépendent pas (3 iso-—

morphisme pr&s) du choix de la résolution injective (cf. R.GODEMENT [2] ) ; on pose

alors

axtj%(m,g—’) - 3¢ som T 7Yy,
Ext;%( X ;NZ,?F) = HJ(Homﬁ(X s 770, 7))

Si de plus /Th possdde une résolution homologique libre <ii -~ Wb+ 0 , on a un iso-

morphisme
extd(m, F) = i3 (xom (L, FN
T# P

Enfin, si Z est une partie de X, 95 désigne la restriction & Z du faisceau

Z
jf, 52 le faisceau des sections de Qtlé support dans Z

1. Construction des faisceaux JQX et 8X .

Soit X une variété analytique complexe de dimension n , € X un ouvert de
carte , x = (Xl""’xn) des coordonnées locales sur  ,et & = (gl,..,,gn) les

: p — * ;
coordonnées correspondantes sur les fibres du fibré cotangent T X . Le failsceau

D

< des opérateurs différentiels sur X est défini comme suit.

/
DEFINITION 1.l. — Pour tout ouvert UCQ , T(U ,cf&) est l'ensemble des opérateurs

différentiels de la forme

B o
P(X,DX) = o5 au(x)DX 5
u[sm

avec 0 €IWN" , m EN , a, = F(U,(Q’X)

b

*
La fonction sur T X|Q définie par
o
P(x, £) = I a (0E
|a <m

est appelée symbole total de P (dans les coordonnées xl,...,xn)

Un calcul aisé montre que le symbole total du composé P o Q est donné par

(1.1) pan) (e, €)= T = @

!
ex® o £

F 3G -

X

Si U n'est plus contenu dans un ouvert de carte, T(U,§9X) est défini par recol-

lement au moyen des formules de changement de variable. JBX devient ainsi un faisceau

d'anneaux sur X .
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Le faisceau 8X des opérateurs microdifférentiels sara quant & lui un fais-

*
ceau d'anneaux sur T X .

*
DEFINITION 1.2. — Soit mEZ un entier fixé , UCT X|Q un ouvert . Le module
T'(u, &, (m)) est 1l'ensemble des séries formelles )X P.(x,£) telles que:
X —0< ] £ J
jgm
(1.2) Pj € T (U, é?* ) est homogéne de degré j en & ;
T X

(1.3) Quel que soit KCCU , il existe e>0 tel que

I (_E_J.), sup |P.(x,E)|< +o .
j g0 g .
La loi produit de 1l'anneau filtré 8X = | l &X(m) est déduite de la formule (1.1)

m EZ
8tant donné P ET(U,_&X(m)) et Q € I'(U, &X(R)) , R=P o Q€ T(U, &X(m + L)) est

1'opérateur dont les composantes homogénes. R sont les sommes (finies)
1 o 64
= E — By s
Rs ol ag ] ax Qk

a € W
j+k=s+]|a|

La condition de convergence (l.3) relative & R ré&sulte d'une inégalité démontrée

par BOUTET de MONVEL et KREE [1] .

Si P € ﬁx(m) » le symbole principal de P est défini par Om(P) = Pm . On

.. . ee e . .. *
vérifie ailsément que Gm(P) est défini intrinséquement sur T X .

Propriétés du symbole principal. Soit Q € &X(Q) . On a

(1.4) PoQ€&m+ ) et o ,(PoQ =P Q ;

(1.5) [P,Ql = PQ-QPE & (m+2-1) et o, ([B,Q) ={p,Q} ,

n

o {f,g} = L 5 5
=1 %5 0%y 9 9

of Og of dg

- . - . . *
est le crochet de Poisson des fonctions f,g définies sur T X.

- * . . . .
Soit m= T X - X 1la projection sur la base. Comme les seules fonctions entiéres

homogénes de degré j sont les polynOmes de degré j si j 0 et O si J <O,

\\'2

on voit que

M 8= Dy
~1 -1 . Py ;
T éaX = T T, &X est donc un faisceau de sous—anneaux de 8X . La proposition sul-

vante montre que 8X va jouer le rdle de "localis&" de W_IJQX .
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PROPOSITION 1.3. — Soit P€ I(U, &X(m)) un opérateur dont le symbole principal

P (x,E) mne s'annule pas sur U . Alors P est inversible, i.e. il existe
m

Q € r(u, &X(—m)) tel que P o Q=QoP =1

Démonstration. On pose Q_m = ﬁL-,de sorte que
m
g eEFr1-R , oi R € T(u, 8X(~1))
On vérifie alors que la série (1 - R)_l =]+ R + R2 + ... est convergente , par

il suffit de poser
-]
Q= (lL.=«E " g

—m

2. Systémes différentiels.

On peut démontrer que §DX , & sont des faisceaux d'anneaux cohérents; il en ré-

X

sulte qu'on a une bonne théorie des modules sur ces anneaux.

/. . o . - -
DEFINITION 2.l. — Un systéme différentiel sur X est la donnée d'une J@X—module cohé-
rent JI} sur X .

Pour justifier cette définition, nous allons montrer le lien avec la notion usuelle

de systéme différentiel. Etant donné un faisceau Qcée §9X—modu1es (par exemple

éF; Gk . 5f; %?, St; distributions, hyperfonctions,...) et une matrice

P = (Pij) g &1 <N, 1<j<N d'opérateurs différentiels, on considére le systéme
N
2.1) jzl Pij(x,D)uj = L1 S, sus N1 ,

dont les inconnues sont les sections Upse Uy = EFf. Soit P' 1'opérateur

é@x—llnealre a gauche: R = (Rl,...,RNl) +— RP
Soit M2 le conoyau de P'

N
T
0 < %7,+-39N P o7 .
X X
S§i 3 cette suite exacte on applique le foncteur exact a gauche Hbmé@ £ ~ = §f5 s 11
X

vient la suite exacte

N
N
0o — HbED (7ﬂ,953 o jﬁ L gfl 5
X
donc ﬂbmJD (ZQ,JFS s"identifie au faisceau des solutions de P dans le faisceau gFt
X

Le noyau Ker P' &tant un faisceau cohérent, 1l existe d'autre part une

suite exacte (localement sur X )

N N
N P’ 1 d 2
{2, CZDX — ﬁx TS ,%)X ,



(. .5

et en appliquant 3 nouveau le foncteur ﬂbnha ) on obtient la suite
X

N
j_zN P 5:‘1 _Q+ 3_42
Puisque (2.2) est le début d'une résolution libre du module /7 , on a d'apras

1'introduction :

1
B

Si 1'on considére le syst@me différentiel non homogéne Pu = v , on voit donc

&xt (WZ,QZS = Ker Q/Im P
X

& l (xnu;FS représente le groupe des données v = (vl,...,vN ) compa-

Py 1

tibles (i.e. Qv = 0) modulo celles qui sont représentables par P

/ : . s
DEFINITION 2.2. — Soit 2 un &P, ,-module cohérent. Le support singulier de 777,

X

*
noté SS(@) , est le sous—ensemble de .T X dé&fini par
-1 .
ss(m) = supp(8y ® , w m).
Tr "@X
Exemple. Considérons le cas d'un systéme?ﬁ:i%(/i§ P 3 une seule équation d'or-

dre m : Pu = 0 . On a alors

-1
{-;X®_l T M= 8X/&XP,
i JDX

*
{points de T X ofi P non inversible}

SS ()

{Pm(x, E) =0} .

3. Rappels de géométrie symplectique.

* : .
Sur le fibré cotangent T X habite naturellement une Il-forme w , dite l-forme
canonique, et définie par :
w =< . >
(X’g)(z;) g 7 Uy C

* * *
pour (x,E£)ET X, ¢ € T(x £) (T X, m:T X—= X

n
En coordonnées locales, on voit aussitdt que w = I £, dxj ; par suite la
forme 0 =dw , dite 2-forme canonique, s'&crit

n
o= X d&, . dx, .
j=1 J J

Les &noncés qui suivent sont relatifs 2 la géométrie symplectique définie par «

*
sur T X .

*
DEFINITION 3.1. - Soit /A un sous-ensemble analytique de T X . A est dit

isotrope, resp. involutif, lagrangien,si et seulement si en tout point régulier




QE. A on a

1
TAC (TA)” , resp. T AD (TA)l s ThA = (TA)l

La propositioh qui suit caractérise une importante classe de sous-variétés iso-

tropes.

PROPOSITION 3.2. — Soit A un sous—ensemble analytique conique irré&ductible de

* “ o 4
T X tel que Y = m(A) soit une sous—variété lisse de X . Alors :

* P
(3.1) A est isotrope si et seulement si ACTY X , ot Ty X est le fibré comor=

mal & Y . Dans ce cas w‘Reg 5 =9

*
(3.2) A est lagrangien si et seulement si A= TY X .

* .
Démonstration. Il est aisé& de volr que 'I‘Y X est une variété lagrangienne, de sorte

que les conditions (3.1) et (3.2) sont‘suffisantes. Inversement la condifion A

isotrope signifie que 0| 0 . Soit A' 1'ensemble (dense) des points réguliers

Reg AT
de A oi T.:A > Y est submersive, et (y,£)€EA' . La conicité de A implique
que le vecteur vertical (0, £) est tangent a A' . On a donc
0 = a((0 T A') = <g,m, T A'> = <g, T Y> d'ol w =0 et
(( b En) El (y’g) ) g’ * (y,g) ES y 3 ]A!
* — *
(y, &) eTY X . Par suite A = A'C T, X. A est lagrangien si et seulement si A
*
est isotrope de dimension maximale dim X = dim TY X , d'oli la conclusion (3.2). O

11 se trouve que le support singulier d'un systéme différentiel vérifie toujours

la propriété d'involutivité.

THEOREME 3.3. - Soit?ﬂ_gEAﬁ9X—modu1e cohérent. Alors SS(7) est un ensemble analy-

tique involutif.

Indications sur la démonstration. Pour toute suite exacte O > = Y+ >+ O

on a SS() = SS(') Vss(p'') . Il suffit donc de considérer le cas d'un module
7 = i?x/27"oa 7 est un idéal & gauche. Soit j? 1'idéal gradué de 5%* x engen-
dré par les .symboles principaux des Eléments de ;f . Puisque (P,Q)'E‘?&;7= [P,Q]Ggf,
on a aussi 1'implication (£f,g) Ezij?=>{f,g} < i? . Cette condition traduit 1'invo-
lutivité de SS(}2), du moins lorsque j? = VE;_; en effet SS(9) est l'ensemble

des zéros de ;7 , donc ;7 =y j’ d'aprés le théoréme des zéros de Hilbert. o

SS (1)
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DﬁFINITION 3.4. - Un systéme différentiel est dit holondme si SS@2) est une sous-
variété lagrangienne, autrement dit si dim SS@7) = dim X en tout point.
4. Un théoréme de prolongement.
Le résultat qui suit donne en particulier une condition suffisante pour que le

morphisme de restriction

Homgax(ﬂ; m, Gk) — Homéax(ﬂ' . GX) . Mmeco cx,
soit surjectif, autrement dit pour que les solutions holomorphes de fZsur Q' se
prolongent & Q .

7N . <
THEOREME 4.1. - Soit /& un §9X~modu1e cohérent , R , (QC) des ouverts de X ayant

c €R
les propriétés suivantes
{4.1) e'gwe = Qc' c Qc H
w2 o= |J o ,e = LJa,;
c€ R el <e

(4.3) ¢'"ge = QC - Qc. compact ;

: . _ T . ; S )
(4.4) Soit ZC (“] QC Qc Alors ZC CZQC si e >e ;

o] g = cO o] 0
(4.5) Pour tout e €ER , la frontilre BQC = ﬁé - QC est au voisinage de Zc
czoz 1 _— ! . .
une sous—variété de classe ¢ non caractéristique par rapport a7 [i.e. si
BQC = {f = 0} au voisinage de z GZC.,alors (z,BfZ) & ssmy 1 .
Alors pour tout j €EIN et tout c €R on a
j o N
Extd (Q:%, 0.) =~ Ext3 (2 ;175, &) .
éBX X By ¢ X

Démonstration. Posons Ei = Ext? (Qc s 10, QX) , de sorte que pour c' < c on a

X
un morphisme de restriction

e gl
(&} 4

Pour montrer qu'il s'agit d'un isomorphisme quels que soient ¢, c¢' , il suffit de

prouver les deux propriétés

. ] 2 j
(4.6) 1ip EC — Ec .
c>co ©
(4.7) j

B — lim EJ
R - e
c <c
(o]
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Commengons par démontrer (4.6) . Soit O =+ ek -*;7' une résolution ﬁgx—injective

de e, g =Jconbx(m,j') et

F = N QC
g2 ie
o)

Tout ouvert qui contient F contient un QC 5 G c, a cause des conditions (4.3)
et (4.4) . On obtient par conséquent

. ) j
lim E7 = lim H (F(Qc,?))

C>C0

#) (lim F(Qc,%')) - HJ(F(F,%')) ,
et i1 s'agit de vérifier que
BTE,E)) = BT, » 47
0
Comme gﬂ' est un complexe de faisceaux flasques (cf. GODEMENT [2] , lemme 7.3.2) on
a une sulte exacte

Qo = I'Z(F,ﬁ') > I‘(F,ﬂfj’) ~ T(Q, ,dq') > 0
o 6

avec Z = ZC =F - QC . Il suffit donc de montrer que
o . o .
BT @, 7)) = W(T@, g0 =0,
Z

ou encore que le complexe flasque é?' est lui-méme exact au-dessus de F . Or il est

clair que la fibre de gz% en tout point X € F est donnée par

?é,ngé—sz =ﬂbmﬁx(m’j§2-ﬂc )x )

<
o o

Soit EZ + M + 0 une résolution libre de ¥l au voisinage de =x . Comme le double

complexe

X

JCOH! (% ’ :‘7. = )
;QX . Q QCO

est exact en degré # O par rapport & la différentielle de 52 , sa cohomologie totale

est isomorphe i celle de & .
Z,x
On va montrer que le terme E2 de la suite spectrale associée a la premiére filtration

est nul. Il vient successivement :

Wy o) =W o @,
Cc (]

1_] O f _] o
B} JCom‘)@X( P q, @) >

]

¢ g 5 i o

1,] 1 ]

E.’ &xt -, _ ® )
2 ‘ﬁ%,x X Q QC X

(o]



-9

Si x ¢ SQC , on a ﬂ% -9 (GOX = 0 , tandis qu'au voisinage d'un point
o cy
x€EFN 30 C2Z , - QC est d'aprés 1'hypothése (4.5) un domaine & bord
o o o
Q- QC = {f > 0}, avec & = BfX#O et (x, £) & ss(m) .
o

Nous admettrons le lemme suivant, &lémentaire mais de démonstration laborieuse.

LEMME 4.2. - 30 (®) a une structure de & -module prolongeant la
Q-9 % X, (x, &) :
e
i%ix—structure naturélle.
Comme &

e, B3 est un j@x—module plat, il vient

i J L i J
Extﬁx(% s JCQ_QC (e)x) - &Xt&(x g) (WZS((&O@X 8(){, g) s JCQ_QC (G)X) s

o . (o]

et 7ﬁ% ®§ax &(x,g ) = 0 puisque (x, £) € ss () .

Preuve de (4.7) . La difficulté essentielle est icl de commuter la l%m avec les
foncteurs HY . Ceci est possible en raisonnant par récurrence sur j et en utilisant

le lemme algébrique qui suit.

LEMME 4.3. - Soit (F]) un systdme projectif de complexes (avec des morphismes
Ve IN
de complexes By ™ FV)

On a alors un morphisme naturel

63+ HI(limn F') — lim HI(F)
< Y e v

(4.8) On suppose que pour tous i,V fixés la suite des images Im(E; —%-Fé) ,

"

9l V , est stationnaire.

Alors ¢J est surjectif.

(4.9) On suppose de plus que la suite des images

1

Im(HJ_

(Fﬁ) — HJHI(F;)) est stationnaire pour tout Vv . Alors ¢J

est un isomorphisme.

Posons Fc = Iﬂlom‘;‘BX (QC s M, 7') = T( Qc , JComO@X(m, TN

I1 est clair que 1jm F = F; , et la condition (4.8) est &vidente puisque les
c<e

0
faisceaux Hom _ (M, 7") sont flasques. D'autre part ,

la condition (4.9) résulte de 1'hypoth@se de récurrence. Le lemme 4.3
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implique alors
o= wlrr )y S timwl@E) = 1im B .
{3 c +~ & o 6]
0 o
La conclusion du théoréme s'obtient en vérifiant de méme que

1 e = : N <
Ext>, (3%, ©,) — 1lim Exts (@, s 12, o) -

“9}{ ] £l X P v

ccR

5. Constructibilité@ des solutions d'un systéme holonGme.

La démonstration s'effectuera en plusieurs &tapes.

THEOREME 5.1. - Soit‘ﬁ@ un L2 —module holondme. Alors pour tout jE€IN et tout

x € X, dim; &xt) (M, I T
Fx
Démonstration. La question est locale, donc on peut supposer X ouvert dans " et
*
x = 0 . Par hypothdse A = SS(7) est une sous—variété lagrangienne de T X .
Un raisonnement géométrique simple va nous montrer que la sphére S. = {x; Kk =71}

est non caractdristique par rapport & /7% d&s que r est > 0 assez petit.

Sinon il existe une suite X, e " - {0} tendant vers O telle que

- - 2 2 . @ ; .
(x., x.) € Alnoter que Xy, = 8(|x| = )X=X 1; il existe donc en fait une courbe
analytique r8elle t > vy(t) = (x(t), x(t£)) contenue dans A , telle que x(0)

et x(t) # 0 si 0<t < eg. Comme A est isotrope et conique, on a w|, =0 (cf.

v o — 2 ; . .
proposition 3.2 ), donc (uLy=<x(t),dx(t)>=,0 et dlx(t)[ = 0 , ce qul est contradictoire.

Appliquons le th8or&me de prolongement aux boules ﬂr = {x ;|x| <r }

On obtient pour 0 <r' <r < g *

] g - J :
Exti@ (2, s 9N, B = Ext‘g (2 s, 0,
X X
= lim = axtog ., o )
; .4
20

Soit P~ T —0 une résolution libre de b au voisinage de O . Le morphisme de

restriction
p : Hom je e ) -+ Hom (Q v ;SZ , &.)
X ;a . X N.
induit alors un isomorphisme en cohomologie. Si 1'on pose ;% 59 » 1l vient
N.
m099 ( Q3 ﬁ? 5 ex) = T'(Q, Gk) ] , par suite p est un morphisme compact entre com-
X

plexes de Fréchet .
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D'aprés un théoréme de L.SCHWARTZ, les espaces de cohomologie sont de dimension finie.

THEOREME 5.2. - Soit W& un syst@me holonome , A = S5(#) et Y wune sous—-variété

lisse de X . On suppose que Y est plate par rapport a Zm, c'est-3-dire que Y

vérifie les conditions suivantes

- *
. Tl@ N ACT X ;

*
(5.2) C“—I(Y)(A)p C{ce TP(T X) <mp, >=01},

oii 1'ensemble de gauche est le c®ne normal & ﬂ_l(Y) le long de A , défini comme

) , a €ER , et ol Av =) . n, (= H_I(Y)

1'ensemble des limites de suites a_ (A - 7
N v v

*
tendent vers un point p € Ty X fixé .

Alors pour tout j , &XE% (., OX)IY est un faisceau localement constant de rang fini.
X

Démonstration. Fixons v, € Y et choisissons une carte locale en : de sorte que Y

; B, B o n
s'identifie 3 un sous—espace linéaire de T , avec By ™ 0 . Alors pour 0< r < g

et pour yE€Y , |y] < e (€ assez petit) , la sphere {x ; |x - y| = r} est non
caractéristique par rapport a /4 . Sinon il existe des suites {XV}VGINC:X .
{YV}VEN C Y convergeant vers O telles que (Xv » X, T Y, ) e ; X, # Yy

Quitte 3 extraire une sous—suite, nous pouvons choisir cy > 0 de sorte que

- - *
lim ¢ (x. - y.) = £ existe et soit non nul. Alors p = (0,&) € AN 1(Y) CT. X ..
v AV V] vV Y
- - - - -1

== — (= . —_
On a donc lv (x\), c\)(xv yv)) A, n (y\), c\)(xv yv)) e m™ (Y) et
lim c (A -n) = (&, 0) € C (A) . L'hypothé&se (5.2) implique
v vV \ 1T_1 (Y) P ‘

<wp i§,0)> = < E, g>= 0 , ce qui est contradictoire.

Dans ces conditions, le théor@me de prolongement s'applique avec
Q={|x|<€},ﬂc= {x; |x-U=-0)y| <ce} ,0<e<1,
yEYNQ &tant fixé; par hypothese BQC est non caractéristique et les conditions (4.1) -
(4.4) sont clairement vérifiées.

I1 vient donc :
N . i
Exts ( Q3 M, ©) lim Extd_ (@ ;M7, o)
JQX 2 cjo X % X
&xtI W Gl
o@X( Xy

12
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Ceci montre que extd (I, OX)lYfWQ est le faisceau des applications localement cons-
X .
tantes 3 valeurs dans Ext? (Q; /2, GX) , espace dont la dimension est finie d'aprés
X
le théoréme 5.1. O

Le reste de la démonstration n'utilise plus les propriétés sp&cifiques des

i9x—modules, mais simplement 1'existence de "bonnes' stratifications d'un ensemble ana-

lytique.

/ .
DEFINITION 5.3. = Soit (XQ)QJEA une famille de sous—ensembles de X . On dit que

(Xa)(IEA est une stratification de X si

(5.3) X = J??i Xa et X, N XB = ¢ lorsque o # B ;

(5.4) 1la famille (Xu)u.GA est localement finie ;

(5.5) X, et iu - X, sont des ensembles analytiques ;

(5.6) Ega n X # ¢ implique X, 2 Xg

est appelée une stratification de Whitney si les strates X, sont lisses

(Xa)u €A

et si les deux conditions supplémentaires (5.7) , (5.8) sont réalis€es pour tous O , B

.7 TF x n w"l(xB) C Ty X
o B

(5.8) ¢C 1 (T* X)C{VET(T* X) 7 <w,v > =0}
- .8
T (X)) B

PROPOSITION 5.4 (WHITNEY [6] , [7] ) . Toute statification X = L_J Xa peut se raffiner
aEA )

en une stratification de Whitney X = k?l Xé . (i.e.pour tout B,il existe o tel que XéCZX
BEB

Le lemme suivant caractdrise la structure des sous—variétés lagrangiennes coniques.

; R ; : * . :
LEMME 5.5. — Soit A une sous-variété lagrangienne conique de T X . Alors 1l existe

une famille localement finie (VG)QEEA de sous-variétés lisses, telles que les ensembles

Vu o soient des ensembles analytiques, et telles que
_ *
A= |J 15 X.
o €A o

Démonstration. On peut supposer A irréductible. La projection m(A) est un ensemble

analytique d'aprés le th&oréme de REMMERT. Posons V1 = Reg m(A) . La proposition 3.2

: ; =1 * ; , _ .
implique AN (VI) = TV X . Le raisonnement se poursuit par récurrence sur dim m(A)

en considérant A1 = A -T* X (qui est encore un sous—ensemble analytique lagrangien).
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Nous pouvons enfin &noncer le résultat que nous avions en Vue.

/
THEOREME 5.6 (M.KASHIWARA [3]). - Soit 772423 &EL—module holonome. Alors pour tout

P

j EN , &xt) (m, GX) est un faisceau constructible , i.e. 1l existe une stratifica—

tion X==L_J X telle que &xt? (M, &.). soit localement constant de rang fini
—_— B S Py X IXoc

pour chaque strate X,

Démonstration. D'aprés le lemme 5.5 on peut construire une stratification X = LJ X,
oEA 7

telle que

A=ssly < || TCX
o] o

Quitte a raffiner , on peut supposer qu'il s'agit d'une stratification de Whitney.

D'aprés la condition (5.7) il vient

ACUT;X
ol o

de sorte que les hypoth&ses (5.1) et (5.2) sont satisfaites pour chaque strate Y = Xa

Le théoréme 5.2 permet de conclure.
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