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0. Introdu
tion

L'obje
tif de 
e texte est de proposer une piste pour l'enseignement de la géométrie

élémentaire et pour la ré�exion sur 
et enseignement. La géométrie eu
lidienne se

trouve être un domaine très privilégié des mathématiques, à l'intérieur duquel il est

possible de mettre en ÷uvre depuis le point de départ des raisonnements ri
hes, tout en

faisant appel de manière remarquable à la vision et à l'intuition. Notre préo

upation

est d'autant plus grande que l'évolution des programmes s
olaires depuis 3 ou 4 dé
en-

nies révèle une diminution très marquée des 
ontenus géométriques enseignés, en même

temps qu'un a�aiblissement du raisonnement mathématique auquel l'enseignement de

la géométrie permettait pré
isément de 
ontribuer de façon essentielle.

Or, au delà de leurs appli
ations dans tous les domaines des s
ien
es, les mathéma-

tiques jouent un r�le 
ru
ial dans la formation de l'esprit 
ritique des 
itoyens. Le

raisonnement mathématique est un atout 
onsidérable pour évaluer la pertinen
e des

assertions en tout genre issues de la so
iété et du monde politique. A l'heure où une 
er-

taine expression politique tend à demander au publi
 s
olaire d'être le témoin do
ile de


hoix éthiques, gestionnaires ou so
iétaux 
ontestables � fussent-ils marqués du s
eau

européen � nous estimons au 
ontraire que la rigueur du raisonnement mathématique

et l'universalité de sa portée sont des garde-fous pré
ieux. En
ore faut-il pour 
ela

que les 
onnaissan
es s
ienti�ques puissent être librement a

essibles à tous, et que les

politiques publiques favorisent leur 
réation dans une vision à long terme au servi
e du


itoyen

(1)
.

(1)
Dans 
e domaine, nous sommes préo

upés par la réforme du système de re
her
he français qui tend à

réduire le r�le de la re
her
he fondamentale au pro�t de la seule re
her
he rentable à 
ourt terme. La

liberté de 
réation et de 
ir
ulation des informations s
ienti�ques est parfois gravement 
ompromise

par une gestion abusive des questions de propriété intelle
tuelle au béné�
e de la bulle spé
ulative et

�nan
ière. Nous avons i
i par exemple à l'esprit le s
andale des traitements de lutte 
ontre le sida,

fa
turés à des prix exorbitants au pays en voie de développement par des laboratoires pharma
eutiques

peu s
rupuleux. Mais les mathématiques elles-mêmes ne sont pas à l'abri. Ainsi, un do
torant russe

en 
ryptanalyse dénommé Igor Sklyarov et employé par la so
iété russe El
omSoft, fut arrêté le 16

juillet 2001 à Las Vegas après avoir donné une 
onféren
e sur la sé
urité informatique. Il a été

arrêté par le FBI, sur ordre de l'industrie améri
aine du livre, pour avoir di�usé des algorithmes

arithmétiques sus
eptibles de 
ontourner des mesures de prote
tion logi
ielles, selon les termes du

Digital Millennium Copyright A
t. Sur 
e plan, nous somme heureux de 
onstater l'émergen
e de


ommunautés et d'a
teurs nouveaux favorables à la libre di�usion des 
onnaissan
es : logi
iels libres,

en
y
lopédie universelle Wikipedia, journaux s
ienti�ques en libre a

ès, formats de do
uments libres

et interopérables (T

E

X, Openo�
e Do
ument Format, . . .)
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Une autre forme de liberté parti
ulièrement importante pour les mathématiques est


elle de leurs méthodes d'enseignement. Ce
i est vrai parti
ulièrement dans la situation

d'in
ertitude qui prévaut sur la validité du modèle édu
atif a
tuel, et qui rend d'autant

plus né
essaire l'exploration de nouvelles pistes. De 
e point de vue, nous avons espoir

que la liberté pédagogique prévue par la loi d'orientation sur l'é
ole soit vraiment

appliquée par la hiérar
hie édu
ative, et qu'elle soit 
on
rètement permise par les

nouveaux programmes en 
hantier. Compte tenu du pré
édent des mathématiques

modernes, nous ne souhaitons pas � pour le 
as improbable où 
ertains dé
ideurs

viendraient à l'envisager � que le présent texte de propositions soit pris trop au pied

de la lettre et devienne ainsi la sour
e d'un nouveau dogmatisme !

Nous espérons néanmoins que l'appro
he dé
rite 
i-dessous sera utile aux professeurs

et aux auteurs de manuels de mathématiques. Idéalement, le 
ontenu de 
e texte

devrait être maîtrisé aussi par tous les professeurs d'é
ole, 
ar même à l'é
ole primaire,

il apparaît di�
ile d'avoir un re
ul su�sant sur l'enseignement de la géométrie sans

posséder l'essentiel des notions qui vont suivre (ex
eption faite des se
tions 10 à 13,

qui portent sur des mathématiques plus avan
ées).

1. Point de vue sur les axiomatiques de la géométrie

Comme dis
ipline 
onstituée, la géométrie trouve son origine dans l'axiomatique établie

par Eu
lide et ses su

esseurs [Eu
℄, même si des 
onnaissan
es géométriques élaborées

préexistaient au développement de la s
ien
e gre
que.

Un extrait du livre d'Eu
lide

L'enseignement traditionnel de la géométrie institué en Fran
e au 
ours de la période

1880-1970 mettait en ÷uvre une appro
he dire
tement inspirée d'Eu
lide : énon
é

des axiomes et des propriétés fondamentales des objets et �gures géométriques, puis

utilisation des � 
as d'égalité des triangles � 
omme point de départ du raisonnement

géométrique.

Cette appro
he avait l'intérêt d'être très 
on
rète et de donner lieu rapidement à des

résultats et raisonnements ri
hes en 
ontenu. D'autre part, elle rendait �dèlement
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ompte du 
ara
tère intrinsèque des propriétés géométriques, sans né
essiter le re
ours

a priori au 
al
ul et à l'algèbre. Les 
hoix opérés faisaient é
ho à une tradition

mathématique bien an
rée au XIX

e
siè
le, ayant pour but de dégager les formes de

la � géométrie pure �, dont l'un des points 
ulminants a été le développement de la

géométrie proje
tive par Pon
elet [Pon℄.

L'axiomatique d'Eu
lide n'était 
ependant ni 
omplète ni tout à fait satisfaisante sur

le plan logique, 
e qui a 
onduit des mathémati
iens 
omme Pas
h [Pas℄ et Hilbert à

mettre au point le système d'axiomes maintenant attribué à Hilbert, popularisé dans

son 
élèbre mémoire Grundlagen der Geometrie en 1899, 
f. [Hil℄.

David Hilbert (1862�1943 ), en 1912

Il faut noter toutefois que le nombre élevé d'axiomes mis en jeu et la 
omplexité logique

du système rendent en réalité impossible son enseignement à un niveau élémentaire

(2)
,


e qui veut dire qu'un nombre substantiel de propriétés formellement démontrables

devront être admises, et que la logique de 
ette axiomatique a toutes les 
han
es

d'é
happer 
omplètement à l'élève (et même à ses enseignants). Ce
i n'est toutefois

pas né
essairement un handi
ap majeur pour l'introdu
tion et la 
ompréhension des

prin
ipaux résultats géométriques, 
omme la longue expérien
e de l'enseignement

se
ondaire de la III

e
République l'a amplement montré.

On peut noter 
ependant une 
ertaine 
oupure ave
 les formes modernes beau
oup

plus diversi�ées du raisonnement géométrique, 
oupure déjà sensible ave
 la géométrie

analytique introduite par Des
artes [Des℄ dans la première moitié du XVII

e
siè
le. La

réforme Li
hnerowi
z (plus 
onnue sous le nom de réforme des �mathématiques moder-

nes�) a balayé 
es points de vue en imposant brutalement un 
hangement 
omplet

de paradigme : l'enseignement de la géométrie se devait selon Jean Dieudonné [Die℄ de


ommen
er par les fondements de l'algèbre linéaire, traités qui plus est par une appro
he

formelle et axiomatique dans le 
adre le plus général possible. Or 
elle-
i présente une

di�
ulté 
on
eptuelle a priori, qui est que l'univers sensible des physi
iens est 
elui de la

géométrie eu
lidienne, ave
 en parti
ulier la notion de longueur sous-ja
ente, alors que

l'algèbre linéaire abstraite tend à vouloir faire 
ommen
er la géométrie ave
 un groupe

(2)
Même sous la forme sensiblement améliorée présentée par E. Artin dans son 
élèbre ouvrage �Algèbre

géométrique� [Art℄, il apparaît que l'axiomatique de Hilbert peut di�
ilement être abordée avant la

3

e

ou 4

e

année d'université.
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d'invarian
e plus grand, à savoir le groupe de toutes les transformations linéaires. Si


ette appro
he a pu tout de même donner des résultats satisfaisants au milieu des années

1970, notamment ave
 les 2 ou 3 promotions d'élèves qui avaient en
ore béné�
ié des

programmes de géométrie eu
lidienne traditionnelle au 
ollège, il est apparu que les

programmes s'enfermaient peu à peu dans un formalisme ex
essif et stérile. On peut


iter en exemple la dé�nition abs
onse de la droite a�ne donnée par les programmes de

4

e
au 
ours des années 1975-1985 : 
'est un ensemble muni d'un système de bije
tions

ave
 l'ensemble des nombres réels, de sorte que deux bije
tions quel
onques f , g se

déduisent l'une de l'autre par une relation de la forme g(M) = af(M) + b où a et b
sont des nombres réels et a 6= 0.

de Des
artes (1596�1650 ) à Dieudonné (1906�1992 ) et Li
hnerowi
z (1915�1998 )

Les élèves ont �ni par en faire une indigestion 
hronique - aggravée il est vrai par

les multiples réformes intervenues dans le primaire, qui ont abouti de leur 
�té à un

re
ul des possibilités de raisonnement et des savoirs fondamentaux en 
al
ul. L'étape

suivante, sous le ministère Chevènement en 1985, a résulté dans une série de 
oupes

sombres dans les programmes. Ceux-
i ont été marqués par un nouvel a�aiblissement

des 
ontenus enseignés en géométrie, dans des formes qui ne laissaient plus pla
e au


ollège qu'à des quasi-tautologies en guise de raisonnement. La � dégénéres
en
e � de

l'enseignement du raisonnement nous paraît en grande partie imputable à l'insu�san
e

de stru
turation logique des programmes et à l'absen
e d'un vo
abulaire apte à formuler

des énon
és ri
hes et pré
is, 
omme par exemple le vo
abulaire ensembliste devenu

soudain suspe
t et don
 frappé de bannissement quasi total. Bien que les programmes

a
tuels du ly
ée donnent l'illusion de 
ontenir en
ore des éléments substantiels de

géométrie, on voit que la dominante est l'utilisation de 
al
uls de géométrie analytique

dans R2
et R3

, sans qu'une formulation intrinsèque des 
on
epts mis en jeu puisse se

dégager 
lairement, en parti
ulier l'idée essentielle que les objets géométriques sont

indépendants des 
oordonnées 
hoisies.

Il est don
 indispensable d'en revenir à des modes d'enseignement de la géométrie

qui posent 
lairement la nature géométrique des objets 
onsidérés, 
e qui signi�e que

des dé�nitions pré
ises doivent pouvoir être données, et que les programmes doivent

permettre d'obtenir et de démontrer des énon
és ri
hes à partir des propriétés prises


omme point de départ. En un mot, il 
onvient d'en revenir, sous une forme expli
ite ou

non, à une 
ertaine forme de présentation axiomatique de la géométrie. Nous ne voulons
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pas dire par là que l'enseignement doit né
essairement adopter l'ordre de présentation

très stri
t sous-tendu par l'axiomatique 
hoisie (quelle qu'elle soit), mais 
elle-
i devrait

d'une part donner un 
adre pré
is où les enseignants puissent se retrouver, et d'autre

part guider la 
on
eption des programmes et des progressions.

Pour justi�er notre souhait de dépasser l'appro
he d'Eu
lide en
ore utilisée dans

l'enseignement il y a 50 ans, nous ferons observer que l'on béné�
ie aujourd'hui d'un

avantage 
onsidérable par rapport aux Gre
s, qui est de disposer depuis François

Viète et Simon Stevin de notations algébriques universellement admises, et depuis

Des
artes, de la possibilité d'aborder la géométrie au moyen des 
oordonnées et du


al
ul analytique.

François Viète (1540�1603 ) Simon Stevin (1548�1620 )

Pour 
e qui est des nombres réels au sens moderne, la géométrie gre
que semblait

surtout mettre l'a

ent sur le 
on
ept de rapport de grandeurs de même nature, et

la notion de fon
tion polyn�me n'était pas dégagée en tant que telle � même si les

Gre
s savaient ramener les équations du se
ond et du troisième degré à des problèmes

géométriques.

L'appro
he que nous voulons proposer i
i sera don
 une synthèse des points de vue de

Pythagore et Eu
lide ave
 
elui de Des
artes. La géométrie eu
lidienne se 
ara
térise

par la donnée d'une distan
e se 
al
ulant au moyen du théorème de Pythagore, et il se

trouve alors que tous les objets dont on a besoin en géométrie eu
lidienne peuvent se

dé�nir à partir de la seule notion de longueur

(3)
. Ainsi, dans la re
onstru
tion de la

géométrie eu
lidienne que nous allons exposer, le théorème de Thalès peut se déduire

de 
elui de Pythagore. Un autre avantage est que toutes les notions peuvent se dé�nir

à l'aide d'un formalisme minimal et intuitif. De fait, la théorie va 
omporter une seule

propriété de départ, liée dire
tement au théorème de Pythagore, que l'on peut en outre

justi�er au préalable par des 
onsidérations intuitives simples et visuelles (mais 
e n'est


ertes pas la présen
e d'un seul axiome qui soit né
essairement le fait dé
isif � en réalité

(3)
Il est bien 
onnu aujourd'hui que la donnée de la stru
ture métrique détermine un grand nombre

d'autres invariants, 
omme la mesure au sens de Hausdor�, la 
ourbure riemannienne, et
. Ce point

de vue a été très largement développé par Mikhail Gromov dans les 2 ou 3 dernières dé
ennies. Voir par

exemple M. Gromov, Stru
tures métriques pour les variétés riemanniennes, rédigé par J. Lafontaine

et P. Pansu, Cedi
/Fernand Nathan, Paris, 1981.
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l'axiome �Pythagore+Des
artes � que nous allons introduire s'apparente davantage

à une des
ription 
on
ise d'un modèle de la géométrie eu
lidienne qu'à un axiome

proprement dit). Contrairement à l'appro
he issue de l'algèbre linéaire, nous partons

des notions de points et de �gures géométriques plut�t que de 
elles beau
oup moins

intuitives de ve
teurs et d'espa
es ve
toriels, et l'idée de ve
teur apparaîtra 
omme

une 
onstru
tion a posteriori. Un autre de nos buts est de démonter l'argument erroné

que la géométrie élémentaire enseignée autrefois ne 
onstitue pas une partie sérieuse

ou utile des mathématiques, par
e que non sus
eptible d'une formalisation rigoureuse

au sens moderne.

Il y a 
ertainement quelques désavantages à la synthèse qui va être exposée. L'un d'entre

eux est d'être seulement une re
onstru
tion moderne, qui, même si elle paraîtra tout à

fait évidente au mathémati
ien 
ontemporain (et aurait sans doute paru évidente aussi

à Klein ou Hilbert), n'a probablement jamais été enseignée telle quelle à une quel
onque

époque. Un autre est de � rigidi�er � d'emblée le modèle eu
lidien, don
 de ne pas être

le 
adre adapté aux autres géométries d'in
iden
e telles que les géométries a�nes ou

proje
tives. En�n, les nombres réels sont introduits a priori dans le modèle, don
 il

n'est pas question non plus d'a

éder aux géométries sur d'autres 
orps que 
elui des

réels. Mais pour une utilisation potentielle au 
ollège ou au ly
ée, nous avons fait le


hoix délibéré de privilégier l'extrême simpli
ité à la généralité, et de nous fo
aliser

sur le modèle eu
lidien et ar
himédien qui est aussi 
elui de la physique 
lassique

newtonienne . . .

2. Savoirs fondamentaux en 
al
ul et en géométrie

Comme nous l'avons esquissé plus haut, l'enseignement de la géométrie est indisso
iable

de 
elui du 
al
ul arithmétique. Cela sera vrai en parti
ulier pour l'étude du modèle

eu
lidien (au sens moderne du terme), qui est fondé sur la notion de nombre réel. Nous

dé
rirons don
 tout d'abord les 
onnaissan
es fondamentales en 
al
ul mises en jeu.

2.1. L'é
ole primaire et les quatre opérations

Il est indispensable que l'é
ole primaire enseigne de nouveau le 
al
ul é
rit, a�n d'abou-

tir à une maîtrise 
omplète des algorithmes opératoires � les 
al
ulettes ne doivent être

utilisées que lorsque l'élève y est parvenu. La pratique sûre et e�e
tive du 
al
ul

é
rit suppose une 
onnaissan
e �uide des tables d'addition et de multipli
ation (et

leur le
ture inverse : � tables de soustra
tion � et de � division �). Certains pédagogues

minimalistes tendent à reporter l'essentiel de leur attention sur le 
al
ul appro
hé

(estimations des ordres de grandeur) ou sur le 
al
ul mental, mais les points suivants

sont à peu près in
ontournables :

� bien que le 
al
ul mental, 
omme le 
al
ul é
rit, implique la 
onnaissan
e �uide des

tables, ses pro
édures sont di�érentes, du fait de la né
essaire mémorisation des

résultats intermédiaires. On pro
ède ainsi par manipulation des unités, dizaines,


entaines, milliers plut�t que sur les 
hi�res pris isolément, en partant d'ailleurs en

général plut�t des 
hi�res de poids fort que des 
hi�res de poids faible 
omme 
'est

le 
as ave
 les algorithmes posés usuels. En outre, la taille réduite des nombres

mis en jeu ne permet pas d'atteindre le degré de généralité né
essaire pour une


ompréhension 
omplète des algorithmes du 
al
ul posé.
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� s'il existe 
hez le jeune enfant une sorte de per
eption intuitive de la taille des

nombres pré
édant son aptitude au 
al
ul exa
t (per
eption qu'il 
onvient bien sûr

de ne pas 
ontre
arrer), la �abilité de la maîtrise du 
al
ul appro
hé et des ordres

de grandeur n'est atteinte qu'au moyen d'éléments préalables du 
al
ul exa
t, par

exemple le 
al
ul des puissan
es de dix 
ombiné à la table de multipli
ation.

� en�n, même dans l'optique de la maîtrise du seul 
al
ul appro
hé, l'apprentissage

d'un algorithme tel que 
elui de la division est un atout dé
isif : lorsque le diviseur


omporte deux 
hi�res ou plus, l'obtention des 
hi�res du quotient fait fon
tionner

de manière très e�e
tive l'aptitude au 
al
ul appro
hé de la multipli
ation d'un

nombre à un 
hi�re par un nombre à plusieurs 
hi�res. En la 
ir
onstan
e, on

sait bien que l'enfant a besoin de points de repère pré
is et d'obje
tifs 
lairement

dé�nis pour 
onstruire ses s
hémas mentaux, il ne su�t don
 pas de dé
larer le


al
ul appro
hé 
omme un obje
tif pour qu'il se réalise par mira
le.

Bien entendu la maîtrise des algorithmes est très loin de se su�re à elle-même, l'enfant

ne peut a

éder au sens des opérations qu'en résolvant aussi des problèmes 
on
rets

portant sur des grandeurs de la vie 
ourante (nombre de pommes, monnaie, longueurs,

poids . . .). Ce sens ne peut se 
onstruire de manière e�
a
e que si les quatre opérations

sont introduites simultanément, a�n que l'enfant puisse 
omparer et éventuellement

opposer l'usage des di�érentes opérations. C'est don
 le plus t�t possible, au 
ours

préparatoire et même à la maternelle, que les quatre opérations doivent être étudiées.

2.2. Synergie de l'enseignement du 
al
ul et de la géométrie

C'est dès la maternelle que les 
onsidérations géométriques apparaissent, par exemple

au travers des a
tivités de dessin ou de 
oloriage. Il est utile de faire dessiner des motifs

géométriques simples, des frises, et
.

Au 
ours des premières années du primaire, le travail sur la géométrie doit venir

solli
iter les 
onnaissan
es en 
al
ul et ré
iproquement. Ainsi, le 
al
ul du périmètre

d'un re
tangle permet de faire travailler l'addition, 
elui de son aire fait utilement

mettre en pratique la multipli
ation et les 
hangements d'unité. La représentation

géométrique du re
tangle donne la preuve de la 
ommutativité de la multipli
ation :

7× 5 = 5× 7

Certaines identités numériques 
omme 6×8 = 7×7−1 ou 5×9 = 7×7−4 peuvent se

visualiser et s'expliquer géométriquement (il serait bon de faire la manipulation ave


des piè
es en bois pour solli
iter tous les sens . . .)
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7× 7 6× 8 = 7× 7− 1

7× 7 5× 9 = 7× 7− 2× 2

Ces petits raisonnements sont bien de véritables démonstrations mathématiques, parmi

les premières que l'on puisse présenter aux élèves.

Venons-en aux aires. On 
ommen
era naturellement par le 
al
ul de l'aire d'un

re
tangle dont les 
�tés 
omprennent un nombre entier de fois l'unité de longueur


hoisie. Plus tard, pour 
al
uler l'aire d'un re
tangle de 
�tés 1, 2m par 0, 7m, on se

ramène en dé
imètres, 
e qui donne

12 dm× 7 dm = 84 dm2 = 0, 84m2,

sa
hant que 1m2 = 100 dm2
et don
 1 dm2 = 0, 01m2

. On voit don
 que l'aire

d'un re
tangle est bien toujours le produit des longueurs des 
�tés, même lorsque


es longueurs sont des nombres dé
imaux. La distributivité de la multipli
ation par

rapport à l'addition se lit géométriquement :

a

b c

a× (b+ c) = a× b+ a× c
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Le 
al
ul des aires et des volumes permet ainsi de 
onsolider la 
ompréhension du sens

des opérations en liaison ave
 la manipulation des unités. Il est possible de donner en

primaire de véritables démonstrations mathématiques non triviales � par exemple en

CM1 ou en CM2 on peut donner la justi�
ation de la formule d'aire du disque :

Disque −→ parallélogramme (ou re
tangle)

π =
P

D
⇒ P = π ×D = 2× π ×R

base ≃ P

2
= π ×R

R

À la limite, en augmentant le nombre de se
teurs triangulaires, on voit don
 que l'aire

du disque est donnée par π×R×R = πR2
. Bien entendu, 
e travail suppose que l'on ait

au préalable soigneusement traité l'aire du re
tangle, du triangle et du parallélogramme,

ave
 là en
ore les dé
oupages géométriques 
lassiques pour justi�er les formules. Le

statut de la formule P = πD = 2πR est di�érent, dans 
e 
as il s'agit plut�t d'une

dé�nition du nombre π : 
'est le rapport du périmètre au diamètre, qui est indépendant

du 
er
le 
onsidéré (on justi�era intuitivement que si le diamètre double ou triple, il en

est de même pour le périmètre, 
e qui formellement résulte du théorème de Thalès . . .).
Il est bien sûr souhaitable d'expérimenter en enroulant quelques tours d'une �
elle

autour d'un tuyau de diamètre 
onnu, pour trouver une valeur appro
hée de π.

De manière générale, l'enseignement de la géométrie doit se faire autour de mani-

pulations 
on
rètes : dé
oupages, usage des instruments (règle, 
ompas, rapporteur),

tra
és et 
onstru
tions élémentaires (milieu, médiatri
e, bisse
tri
e, . . .). Le travail sur
papier quadrillé aide à former une première représentation intuitive des 
oordonnées


artésiennes ; il serait don
 extrêmement utile d'envisager des a
tivités dans 
ette

dire
tion dès le Cours Élémentaire.

2.3. Nombres négatifs, ra
ines 
arrées, nombres réels

Ave
 la maîtrise des opérations élémentaires apparaissent naturellement les progressions

arithmétiques et géométriques simples

0, a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, 7a, . . .

1, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7, . . .

où n a = a+ a + . . .+ a (répété n fois) et an = a × a× . . .× a (répété n fois). Le 
as

parti
ulier des 
arrés, des 
ubes et des puissan
es de 10 relève déjà de l'enseignement

primaire.
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C'est en
ore au moyen de 
onsidérations géométriques (règle graduée, thermomètre),

que l'on ressent le mieux le besoin d'introduire les nombres négatifs, à 
ommen
er par

les multiples entiers négatifs d'une unité :

. . . −5u, −4u, −3u, −2u, −u, 0, u, 2u, 3u, 4u, 5u, 6u, 7u . . .

Au début du 
ollège, on peut ensuite en
haîner ave
 les nombres dé
imaux négatifs et

les é
helles de mesure � 
ontinues �. Le souhait d'étendre la propriété de distributivité

de la multipli
ation aux nombres de signe quel
onque permet de déduire la règle des

signes pour le produit des nombres positifs et négatifs :

a× (b+ (−b)) = a× b+ a× (−b),

et 
omme le membre de gau
he vaut a× 0 = 0 on doit avoir a× (−b) = −(a× b).

À la �n du 
y
le primaire, la pratique sûre de la division posée permet d'observer

la périodi
ité des restes et don
 du développement dé
imal d'une fra
tion. Ce
i

est parti
ulièrement apparent sur de nombreuses fra
tions de petit dénominateur


onduisant à une périodi
ité très 
ourte (dénominateurs tels que 3, 7, 9, 11, 21, 27,

33, 37, 41, 63, 77, 99, 101, 271 (. . .) et leurs multiples par 2 et 5, qui 
onduisent à une

période de longueur 6 au plus).

Les nombres réels apparaissent naturellement 
omme développements dé
imaux non

périodiques ave
 l'introdu
tion de la ra
ine 
arrée. Cependant, l'usage prématuré des


al
ulettes lié à l'absen
e de pratique su�sante du 
al
ul dé
imal appro
hé � à la main �,

par exemple des divisions, risque de 
onduire à une vision pauvre, trop formelle, de

la notion de ra
ine 
arrée. Il 
onvient absolument que les élèves soient 
onfrontés au

problème numérique de l'extra
tion de la ra
ine 
arrée, par exemple de

√
2 :

(1, 4)2 = 1, 96 (1, 5)2 = 2, 25 don
 1, 4 <
√
2 < 1, 5,

(1, 41)2 = 1, 9881 (1, 42)2 = 2, 0164 don
 1, 41 <
√
2 < 1, 42,

(1, 414)2 = 1, 999396 (1, 415)2 = 2, 002225 don
 1, 414 <
√
2 < 1, 415 . . .

Nous re
ommandons 
ette réintrodu
tion dès la 
inquième, en même temps que la

preuve du théorème de Pythagore, qui met en éviden
e la né
essité géométrique des

ra
ines 
arrées (bien sûr, 
e
i suppose en pratique que les graves dé�
ien
es du primaire

aient été préalablement résolues . . .).

Lorsque 
e
i aura été 
ompris, il deviendra possible de donner une dé�nition pré
ise

générale de la notion de nombre réel, qui est une bonne o

asion d'avoir une première

appro
he impli
ite de la notion de limite :

(2.3.1) Dé�nition. Les nombres réels servent à mesurer les grandeurs, ave
 une

pré
ision illimitée. Un nombre réel s'exprime don
 par un développement dé
i-

mal illimité quel
onque, non né
essairement périodique, autrement dit une suite

± �� . . .��,����� . . . de 
hi�res 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 en nombre �ni à gau
he

de la virgule et en nombre in�ni à droite de 
elle-
i, pré
édée du signe + ou du signe −
(l'absen
e de signe signi�ant impli
itement qu'on met le signe +, sauf pour le nombre

zéro 0 = 0, 000 . . . qui n'a pas de signe).
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D'un point de vue géométrique, un nombre réel 
orrespond à un point sur un axe orien-

té, qui serait positionné à l'aide d'une � règle graduée de pré
ision in�nie �.

Nous pré
onisons de manière très ferme l'enseignement de l'algorithme d'extra
tion

de la ra
ine 
arrée � à la main �, qui, 
omme tout algorithme e�e
tif, met l'enfant en

situation de maîtriser son environnement numérique (et lui fait voir, en la 
ir
onstan
e,

l'absen
e de raison parti
ulière qu'une ra
ine 
arrée d'un nombre entier possède en

général un développement dé
imal périodique). Ce serait là une ex
ellente 
onsolidation

post-primaire de la pratique du 
al
ul posé ; l'expérien
e montre que les enfants qui

maîtrisent bien la division passent très fa
ilement à l'algorithme de la ra
ine 
arrée

(une heure ou deux su�sent), de sorte que 
et apprentissage n'engendre au
une perte

de temps. Malheureusement, il n'est possible de tester 
e
i aujourd'hui que sur une

fra
tion in�me de la population s
olaire, tellement la soupe est devenue insipide et la

maîtrise des algorithmes opératoires in
ertaine . . .

Pour que la dé�nition (2.3.1) devienne rigoureuse et pré
ise, on doit expliquer aussi

les développements dé
imaux propres et impropres

(4)
. On fait 
onstater à l'élève

que 0, 999999 . . . = 1, en e�et si x = 0, 999999 . . . , alors 10 x = 9, 999999 . . . , don

10 x− x = 9 et 
e
i 
onduit à admettre né
essairement que x = 1, si on veut que les

règles de 
al
ul sur les nombres dé
imaux 
ontinuent à fon
tionner sur les dévelop-

pements dé
imaux illimités. Plus généralement on a par exemple

0, 34999999 . . . = 0, 35 = 0, 35000000 . . .

Ces observations apparaissent 
omme des pré
isions à apporter à la dé�nition (2.3.1) :

(2.3.2) Complément à la dé�nition des nombres réels. Les nombres dé
imaux

ont deux é
ritures possibles, l'une �nie (ou, 
e qui revient au même, 
omportant

une in�nité de 0 
onsé
utifs), appelée � développement propre �, l'autre sous forme de

� développement impropre � ave
 une in�nité de 9 
onsé
utifs et le 
hi�re pré
édent

réduit d'une unité. Les nombres réels non dé
imaux n'ont qu'un seul développement

dé
imal illimité.

Les opérations sur les dé
imaux permettent de trouver le trouver le développement de

la somme et du produit de deux nombres réels ave
 n'importe quelle pré
ision donnée

d'avan
e � don
 de 
al
uler la somme et le produit de deux nombres réels, au moins en

prin
ipe

(5)
. La relation d'ordre est obtenue en 
omparant les dé
imales une à une.

À 
e stade, dès la 
inquième disons, on devrait pouvoir aboutir aux 
ara
térisations

importantes qui suivent (sous réserve que tous les programmes pré
édents aient été

re
onstruits de manière solide !) :

(4)
Une fois que 
ela est fait, la dé�nition (2.3.1) peut être 
onsidérée 
omme une dé�nition formelle

parfaitement a

eptable des nombres réels � même si 
elle-
i a l'in
onvénient, qui tient plus d'un léger

manque d'élégan
e, de sembler dépendre du 
hoix de la base 10.

(5)
Pour une justi�
ation théorique 
omplète, on a besoin du théorème sur la 
onvergen
e des suites


roissantes majorées de nombres réels, 
e qui relève au mieux du ly
ée, 
f. notre texte Puissan
es,

exponentielles, logarithmes, . . . pour plus de détails.
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(2.3.3) Cara
térisation des nombres rationnels et dé
imaux.

(a) Un développement dé
imal représente un nombre rationnel (fra
tion de nombres

entiers) si et seulement si 
e développement est périodique à partir d'un 
ertain

rang.

(b) Parmi les nombres rationnels, les nombres dé
imaux sont 
eux dont le dévelop-

pement 
omporte au 
hoix une in�nité de 0 
onsé
utifs (� développement dé
imal

propre �) ou une in�nité de 9 
onsé
utifs (� développement dé
imal impropre �).

(
) Les nombres réels non dé
imaux sont 
ara
térisés par le fait que leur développement

ne 
omporte pas une suite in�nie de dé
imales 
onsé
utives qui sont tous des 0 ou

tous des 9 ; ils ont don
 soit une in�nité de dé
imales qui ne sont ni des 0 ni des 9,
soit une alternan
e in�nie (éventuellement irrégulière) de 0 et de 9 à partir d'un


ertain rang.

Démonstration. (a) En e�et, étant donné une fra
tion p/q simpli�ée qui n'est pas un

nombre dé
imal (
'est-à-dire que q a d'autres fa
teurs premiers que 2 et 5), l'algorithme

de division ave
 virgule de p par q � ne tombe pas juste � et 
onduit à des restes qui

�gurent parmi 1, 2, . . . , q − 1. Au bout de q − 1 étapes au plus après la virgule, on

retombe né
essairement sur un reste déjà trouvé, de sorte que le développement est

périodique et que la période est au plus de longueur q − 1. Inversement, si on a un

développement périodique, disons de longueur 5, soit par exemple

x = 0, 10723114231142311423114 . . . ,

on observe que la division 1 : 99999 donne

1

99999
= 0, 00001000010000100001 . . . ,

de sorte que

23114

99999
= 23114× 1

99999
= 0, 23114231142311423114 . . .

23114

99999000
= 0, 00023114231142311423114 . . .

En dé�nitive, 
omme 0, 107 =
107

1000
, on obtient

x =
107

1000
+

23114

99999000
=

107× 99999 + 23114

99999000
=

10723007

99999000

qui est bien un nombre rationnel. Ce pro
édé de mise en forme de fra
tion s'étend

fa
ilement à tout développement dé
imal périodique. L'a�rmation (b) est seulement

une reformulation de la dé�nition (2.5), et (
) lui est équivalente. Le dernier 
as de (
)

est illustré par exemple par le nombre rationnel 1/11 = 0, 09090909 . . .

Toutes 
es 
onsidérations sont 
onsolidées par l'introdu
tion du 
al
ul algébrique et

polynomial, la manipulation des inégalités et des en
adrements, les identités remar-

quables. Il me paraît important de visualiser géométriquement (a+ b)2, (a+ b)(a− b).
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Il serait utile de distribuer dans toutes les é
oles primaires et tous les 
ollèges de Fran
e

des assemblages de piè
es en bois permettant de visualiser (a+b)2, (a+b)3 (
ar 
e sujet
peut même être abordé de manière 
on
rète dès la �n de l'é
ole primaire, à l'o

asion

de l'introdu
tion des aires et des volumes). L'identité (10a+ b)2 − 100a2 = (20a+ b)b
intervient dans la justi�
ation de l'algorithme de la ra
ine 
arrée. À un niveau plus

élémentaire (disons au CM2) � et ave
 une justi�
ation seulement géométrique sur des


arrés dé
oupés dans du papier millimétré � la formule

(10a+ 5)2 = 100 a(a+ 1) + 25

peut servir au 
al
ul mental e�
a
e de 
arrés de nombres se terminant par 5 :

ainsi (75)2 = 5625, le nombre 56 étant obtenu en faisant a(a+ 1) = 7× 8.

3. Premiers pas de l'enseignement de la géométrie au 
ollège

3.1. Con
epts fondamentaux

Compte tenu de l'appro
he que nous souhaitons développer, la notion de longueur et

de distan
e est l'une des notions primitives sur lesquelles nous allons nous appuyer �


e
i ne devrait pas poser de di�
ulté parti
ulière puisqu'il s'agit pré
isément de l'une

des premières notions déjà enseignées à l'é
ole primaire.

Les autres notions primitives sont 
elle de nombre réel (déjà dis
utée), et 
elles de point

et d'ensemble de points : un point doit être pensé 
omme un objet géométrique qui n'a

ni étendue ni épaisseur (ou plut�t une épaisseur et une étendue nulles); on en obtient

une approximation en représentant une petite 
roix ave
 un 
rayon bien taillé. Une

�gure géométrique est 
onstituée d'une 
olle
tion ordonnée �nie ou in�nie de points �

ainsi une ligne 
ontinue 
ontient une in�nité de points au sens mathématique du terme.

Une droite, un plan sont également 
onsidérés 
omme des ensembles in�nis de points.

On sera don
 amené à raisonner ave
 les ensembles, et, pour 
ela, nous re
ommandons

que le symbolisme ensembliste de base soit (ré)introduit dès le début du 
ollège :

ensembles dé�nis en extension et en 
ompréhension, notations x ∈ E (l'élément x
appartient à l'ensemble E), A ⊂ B (l'ensemble A est in
lus dans l'ensemble B), A∪B
(union de A et B), A ∩ B (interse
tion de A et B), A r B (di�éren
e ensembliste A
moins B). À 
e niveau, il s'agit seulement d'un langage et de notations utiles, pas

d'une théorie axiomatique . . .

Étant donné deux points A,B du plan ou de l'espa
e, on note d(A,B) (ou en
ore

simplement AB) leur distan
e, qui est en général un nombre positif, nul si les points A
et B sont 
onfondus � 
on
rètement 
ette distan
e se mesure ave
 une règle graduée.

La première propriété fondamentale de la distan
e est la suivante :

3.1.1. Inégalité triangulaire. Étant donnés trois points A,B,C, les distan
es

véri�ent toujours AC 6 AB + BC, autrement dit la longueur d'un 
�té d'un triangle

est toujours inférieure ou égale à la somme des longueurs des deux autres 
�tés.

Justi�
ation intuitive.
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A

B

C

H

A

B

C
H

On abaisse la hauteur issue de B sur la droite (AC) et on note H le pied de la hauteur.

Si H est situé entre A et C, on a AC = AH +HC, et d'autre part, si le triangle n'est
pas aplati (
'est-à-dire si H 6= B), on a AH < AB et HC < BC (
ar dans un triangle

re
tangle l'hypoténuse est plus grande que les deux autres 
�tés � on le véri�era plus

loin grâ
e au théorème de Pythagore). Si H est situé en dehors du 
�té [A,C], disons
au delà de C, on a déjà AC < AH 6 AB, et don
 AC < AB 6 AB +BC.

Cette justi�
ation

(6)
montre que l'égalité AC = AB+BC est réalisée si et seulement si

les points A,B,C sont alignés et si B est situé entre A et C (dans 
e 
as, on a H = B
sur la partie gau
he du dessin 
i-dessus). Ce
i nous amène aux dé�nitions naturelles

suivantes reposant toutes sur la notion de distan
e, et sur elle seulement

(7)
.

3.1.2. Dé�nitions (segments, droites, demi-droites).

(a) Étant donné deux points A, B du plan ou de l'espa
e, on appelle segment [A,B]
d'extrémités A, B l'ensemble des points M tels que AM +MB = AB.

(b) On dit que trois points A, B, C sont alignés ave
 B situé entre A et C si B ∈ [A,C],
et on dit qu'ils sont alignés (sans autre pré
ision) si l'un deux appartient au segment

formé par les deux autres.

(
) Étant donné deux points distin
ts A, B, la droite (AB) est l'ensemble des points M
alignés ave
 A et B ; la demi-droite [A,B) d'origine A 
ontenant B est l'ensemble

des points M alignés ave
 A et B tels que M soit situé entre A et B, ou B entre

A et M . Deux demi-droites de même origine sont dites opposées si leur réunion

forme une droite.

La partie (a) de la dé�nition 
orrespond physiquement à la réalisation d'un segment

de droite en tendant un �l min
e et léger entre deux points A et B : si le �l est tendu,

les points M situés entre A et B ne peuvent pas � dévier �, sinon la distan
e AB est

inférieure à la longueur du �l et on peut en
ore étirer 
elui-
i . . .

On peut passer ensuite à la notion d'axe : 
'est une droite D munie d'une origine O
et d'une orientation, 
e qui revient à 
hoisir parmi les deux points situés à distan
e

unité de O lequel sera représenté par +1 et lequel par −1 ; notons les respe
tivement

I et I ′. Un point M de [O, I) sera représenté par le réel xM = +OM et un point M

(6)
Ce n'est pas une véritable démonstration puisqu'on s'appuie sur des notions non dé�nies et des faits

non en
ore démontrés, par exemple la notion de droite, la perpendi
ularité, l'existen
e d'un point

de 
on
ours d'une droite ave
 sa perpendi
ulaire, et
. Ce
i viendra après (sans qu'il y ait de 
er
le

vi
ieux, les justi�
ations auront juste servi à nous amener vers les bonnes dé�nitions !).

(7)
Ces dé�nitions sont quant à elles parfaitement li
ites et rigoureuses, à partir des données primitives

que sont les points et leurs distan
es mutuelles. Elles fon
tionneraient en
ore par exemple en géométrie

hyperbolique (ou même en géométrie riemannienne, du moins lorsqu'il y a uni
ité des géodésiques).
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de la demi-droite opposée [O, I ′) par le réel xM = −OM . La mesure algébrique d'un

bipoint (A,B) de 
et axe est par dé�nition AB = xB − xA, qui est égal à +AB ou

−AB suivant que A,B se suivent dans le sens de l'orientation ou dans le sens inverse.

Pour trois points quel
onques A, B, C de D, on a la relation de Chasles

AB +BC = AC.

Elle résulte du fait que (xB − xA) + (xC − xB) = xC − xA après simpli�
ation de

l'expression algébrique.

�

A partir de la distan
e et des notions de segments, droites et demi-droites, nous pouvons

maintenant dé�nir rigoureusement et sans di�
ultés les plans, demi-plans, 
er
les, ar
s

de 
er
le, angles . . .(8)

3.1.3. Dé�nitions.

(a) Deux droites D, D′
sont dites 
on
ourantes si leur interse
tion est 
onstituée

d'exa
tement un point.

(b) Un plan P est un ensemble de points balayé par les droites (UV ) telles que U dé
rit

une droite D et V une droite D′
, pour des droites D et D′


on
ourantes données.

Si A, B, C sont 3 points non alignés, on note (ABC) le plan asso
ié par exemple

aux droites D = (AB) et D′ = (AC).(9)

(
) Deux droites D et D′
sont dites parallèles si elles sont 
onfondues, ou bien si elles

sont 
ontenues dans un même plan P et ne 
oupent pas.

(d) Un angle saillant

{BAC (ou se
teur angulaire saillant) dé�ni par deux demi-droites

[A,B), [A,C) de même origine et non opposées est l'ensemble balayé par les

segments [U, V ] ave
 U ∈ [A,B) et V ∈ [A,C).

(e) Un angle rentrant (ou se
teur angulaire rentrant) ­BAC est le 
omplémentaire de

l'angle saillant

{BAC dans le plan (ABC), auquel on 
onvient d'ajouter les demi-

droites [A,B) et [A,C) 
omme bord.

(f) Étant donné une droite D et un point M situé hors de D, le demi-plan bordé par

D 
ontenant M est la réunion des se
teurs angulaires

{BAM et

{CAM obtenus en

é
rivant D 
omme réunion de deux demi-droites opposées [A,B) et [A,C) ; 
'est la
réunion de tous les segments [U, V ] tels que U ∈ D et V ∈ [A,M). Le demi-plan

opposé est 
elui asso
ié à une demi-droite [A,M ′) opposée à [A,M). On parle aussi

dans 
e 
as d'angles plats de sommet A.

(g) Dans un plan P, on appelle 
er
le de 
entre A et de rayon R > 0 l'ensemble des

points M du plan P tels que d(A,M) = AM = R.

(8)
Bien entendu, 
ette longue su

ession de dé�nitions est juste destinée à exposer l'en
haînement des


on
epts dans un ordre logique. Devant des élèves, 
es dé�nitions doivent être espa
ées dans le temps

au fur et à mesure de l'introdu
tion des notions, et entre
oupées d'illustrations, d'exer
i
es et de

travaux de 
onstru
tion ave
 les instruments.

(9)
Ce qu'on entend par ensemble � balayé � par des droites désigne tout simplement la réunion de 
es

droites (qui sont en nombre in�ni). De manière générale, on pourrait dé�nir par ré
urren
e sur n un

sous-espa
e a�ne Sn de dimension n 
omme l'ensemble balayé par les droites (UV ) où U dé
rit une

droite D et V dé
rit un sous-espa
e Sn−1

de dimension n−1 
oupant D en exa
tement un point. Nos

dé�nitions sont valables en toute dimension (même in�nie), sans qu'il y ait besoin de pré
iser !



16 Enseignement de la géométrie élémentaire : une appro
he dédu
tive

(h) Un ar
 de 
er
le est l'interse
tion d'un 
er
le ave
 un se
teur angulaire ayant pour

sommet le 
entre du 
er
le.

(i) La mesure d'un angle (en degrés) est 
al
ulée proportionnellement à la longueur

de l'ar
 de 
er
le qu'il inter
epte sur un 
er
le dont le 
entre est le sommet de

l'angle, de sorte que le 
er
le 
omplet 
orresponde à 360◦. Un angle plat (dé
oupé
par un demi-plan bordant un diamètre du 
er
le) 
orrespond à un ar
 formé par

un demi-
er
le et a pour mesure 180◦. On appelle angle droit la moitié d'un angle

plat, 
'est-à-dire un angle 
orrespondant à un quart de 
er
le, ou en
ore un angle

de mesure égale à 90◦.

(j) Deux demi-droites de mêmes extrémités sont dites perpendi
ulaires si elles forment

un angle droit.

(10)

L'énon
é des propriétés des droites parallèles et des angles 
orrespondants ou alterne-

interne permet d'aboutir à la valeur de la somme des angles d'un triangle (puis, à partir

de là, d'un quadrilatère).

La dé�nition (i) appelle évidemment de nombreux 
ommentaires. La première est le

besoin d'une dé�nition de la longueur d'un ar
 de 
er
le, ou plus généralement d'un

ar
 de 
ourbe : 
'est la limite (ou en
ore la borne supérieure) des longueurs des lignes

polygonales ins
rites dans la 
ourbe, lorsqu'on subdivise en segments de plus en plus

petits (
f. 2.2)

(11)
. La se
onde est l'indépendan
e de la mesure de l'angle par rapport au

rayon du 
er
le 
hoisi (
'est-à-dire par rapport à la taille du rapporteur utilisé 
omme

instrument de mesure) ; 
ela résulte de la proportionnalité des longueurs d'ar
 aux

rayons R, qui elle-même résulte du théorème de Thalès (
f. plus loin).

Par ailleurs, une règle de trois donne l'expression de la longueur d'ar
 sur un 
er
le de

rayon R : un ar
 de 360◦ a pour longueur 2πR, don
 un ar
 de 1◦ a pour longueur 360
fois moins, 
'est-à-dire 2πR/360 = πR/180, et un ar
 de mesure a (en degrés) a pour

longueur

ℓ = (πR/180)× a = R × a× π/180.

3.2. Constru
tion ave
 les instruments et 
as d'isométrie des triangles

Il est indispensable d'illustrer toutes les notions géométriques introduites à l'aide

de dessins et de 
onstru
tion e�e
tuées à l'aide des instruments (règle, 
ompas,

rapporteur). Les 
onstru
tions élémentaires à la règle et au 
ompas, 
omme 
elles

du milieu, de la médiane, de la bisse
tri
e, devraient déjà relever de l'enseignement

primaire. Suivent de près 
elles de la perpendi
ulaire et de la parallèle à une droite

passant par un point.

Au début du 
ollège, il 
onvient de passer à un niveau de 
on
eptualisation plus avan
é

et, par exemple, de poser le problème de 
onstruire un triangle ABC ayant une base

BC donnée et deux autres éléments, à savoir :

(10)
Les notions d'angle plat et d'angle droit, de même que la notion d'angle moitié relèvent déjà du

primaire. A 
e niveau, la meilleure façon d'aborder 
es questions est probablement de pratiquer le

pliage de feuilles papier. (La notion d'horizontalité et de verti
alité étant des notions relatives, il vaut

mieux les éviter pour introduire la perpendi
ularité, de façon à éviter les 
onfusions probables).

(11)
La dé�nition pré
ise et l'existen
e de la limite sont des questions di�
iles qui ne peuvent pas être

abordées avant le ly
ée, mais il paraît bon d'introduire déjà 
es points de manière intuitive.
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(3.2.1) les longueurs des 
�tés AB et AC,

(3.2.2) les mesures des angles

{ABC et

{ACB,

(3.2.3) la longueur du 
�té AB et la mesure de l'angle

{ABC.

A

B

C

A

B

C
A

B

C

Dans le premier 
as, on obtient la solution en traçant les 
er
les de 
entres B et C
et de rayons AB et AC, dans le deuxième 
as on utilise le rapporteur pour tra
er

deux se
teurs angulaires de sommets B et C, dans le troisième 
as on tra
e un se
teur

angulaire de sommet B et un 
er
le de sommet B. Dans 
haque 
as on voit qu'il y

a exa
tement deux solutions, le deuxième triangle A′BC solution étant symétrique de

ABC par rapport à la droite (BC) :

A′
B

C

A′
B

C

A′

B

C

On voit que les triangles ABC et ABC′
ont dans les trois 
as les mêmes longueurs de


�tés. Ce
i 
onduit à la notion très importante de �gures isométriques.

3.2.4. Dé�nition.

(a) On dit que deux triangles sont isométriques si les 
�tés qui se 
orrespondent sont

de mêmes longueurs, de sorte que si le premier triangle a pour sommets A, B, C
et les sommets 
orrespondants du deuxième sont A′

, B′
, C′

, on ait A′B′ = AB,

B′C′ = BC, C′A′ = CA.

(b) Plus généralement on dit que deux �gures du plan ou de l'espa
e sont isométriques,

la première étant dé�nie par des points A1, A2, A3, A4 . . . et la se
onde par

des points 
orrespondants A′
1, A′

2, A′
3, A′

4 . . . si toutes les distan
es mutuelles

A′
iA

′
j = AiAj 
oïn
ident.

La notion de �gure isométriques est reliée à la notion physique de 
orps solide : un

objet est dit solide si les distan
es mutuelles de ses 
omposants (molé
ules, atomes)

sont �xes au 
ours d'un mouvement; après un dépla
ement, les atomes qui o

upaient

des point Ai o

upent de nouvelles positions A
′
i et on a bien A′

iA
′
j = AiAj . Ce
i permet

d'aboutir à une dé�nition rigoureuse des mouvements et dépla
ements, qui ont un sens

aussi bien du point de vue des mathématiques que de la physique.
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3.2.5. Dé�nition. Étant donné une �gure (ou 
orps solide de l'espa
e) dé�ni par les
points A1, A2, A3, A4 . . ., on appelle mouvement une su

ession 
ontinue de positions

Ai(t) de 
es points par rapport au temps t, de telle sorte que les distan
es Ai(t)Aj(t)
soient �xes. Si les points Ai 
onstituent les positions initiales et les A′

i les positions

�nales, on dit que la �gure (A′
1A

′
2A

′
3A

′
4 . . .) est obtenue par dépla
ement de la �gure

(A1A2A3A4 . . .).(12)

En dehors des dépla
ements, une autre façon de produire des �gures isométriques est

d'utiliser une symétrie miroir (symétrie par rapport à une droite dans le plan, symétrie

par rapport à un plan dans l'espa
e)

(13)
. Ce fait s'observe déjà ave
 des triangles, et

l'utilisation du papier 
alque s'impose dans 
e 
ontexte pour 
onstruire des triangles

isométriques non superposables par dépla
ement sans sortir du plan ; il sera de même

utile de 
onstruire des solides élémentaires non superposables (tétraèdres non réguliers,

par exemple).

3.2.6. Exer
i
e. Pour que deux quadrilatères ABCD et A′B′C′D′
soient

isométriques, il ne su�t pas que les 4 
�tés A′B′ = AB, B′C′ = BC, C′D′ = CD,

D′A′ = DA soient de mêmes longueurs, on doit aussi supposer que les deux diagonales

A′C′ = AC et B′D′ = BD soient égales ; une seule ne su�t pas 
omme le montre la


onstru
tion 
i-dessous :

A

B

C

D′

D

Le travail de 
onstru
tion fait plus haut ave
 les triangles nous amène à énon
er en


on
lusion les 
as d'isométrie des triangles.

3.2.7. Les 
as d'isométrie des triangles

(14)
. Pour que deux triangles soient

isométriques, il faut et il su�t

(a) qu'ils aient leurs trois 
�tés égaux (
'est la dé�nition), ou

(b) qu'ils aient un angle égal et les 
�tés adja
ents égaux, ou

(
) qu'ils aient un 
�té égal et les deux angles adja
ents égaux.

(12)
La notion de 
ontinuité utilisée est i
i la notion usuelle de fon
tion 
ontinue d'une variable � on ne

peut bien sûr en parler que de manière intuitive au niveau du 
ollège. On démontrera plus loin qu'une

isométrie entre deux �gures ou 
orps solides s'étend en une isométrie a�ne de tout l'espa
e, et qu'un

dépla
ement 
orrespond à une isométrie a�ne positive, 
f. se
tion 10. La preuve n'est pas extrêmement

di�
ile, mais ne peut pas être donnée avant la �n du ly
ée (
ette éventualité paraît même optimiste

au vu de la situation a
tuelle).

(13)
Inversement, un théorème important � qu'on ne pourra démontrer que plus tard (
f. se
tion 10),

a�rme que des �gures isométriques se déduisent l'une de l'autre soit par un dépla
ement, soit par un

dépla
ement pré
édé (ou suivi) d'une symétrie miroir.

(14)
La démonstration formelle rigoureuse des propriétés d'isométrie dé
rites dans les 3 
as ne pourra être

véritablement donnée qu'un peu plus loin, 
f. se
tion 8.
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On notera que les 
onditions (b) et (
) ne sont pas su�santes si on omet le mot

adja
ent � et il serait bon de montrer (ou de faire faire) des 
onstru
tions mettant 
e

fait en éviden
e.

L'utilisation des 
as d'isométrie en 
onjon
tion ave
 les propriétés des angles alternes-

internes permet de démontrer les diverses 
ara
térisations usuelles des quadrilatères

(parallélogrammes, losanges, re
tangles, 
arrés).

3.3. Le théorème de Pythagore

Voi
i une � preuve � très 
lassique du théorème de Pythagore, obtenue par simple

dépla
ement des piè
es triangulaires 
olorées. Elle a l'avantage d'être à la fois visuelle

et 
onvain
ante

(15)
.

b

a

b

a

a b

a b

c

c

a2

b2 b

a

a

b

a b

b a

c

c

c

c

c2a2 + b2 = c2

On 
ompare, sur les dessins de droite et de gau
he, l'aire de la di�éren
e entre le 
arré

de 
�té a + b et les quatre triangles re
tangles 
olorés de 
�tés a, b, c, aire qui est

représentée en grisé. L'égalité des aires de part et d'autre implique a2 + b2 = c2.

Complément. Soit (ABC) un triangle et a, b, c les longueurs des 
�tés opposés aux

sommets A, B, C.

(1) Si l'angle Ĉ est inférieur à un angle droit, on a c2 < a2 + b2.

(2) Si l'angle Ĉ est supérieur à un angle droit, on a c2 > a2 + b2.

Démonstration. Considérons le 
as où (ABC) est re
tangle : on a c2 = a2 + b2.

(15)
De nouveau, dans notre 
ontexte, il s'agit davantage que d'une justi�
ation que d'une preuve au sens

formel. En e�et, il faudrait prouver que le quadrilatère 
entral de la �gure de droite est bien un 
arré,


e qui peut 
ertes se véri�er à l'aide des propriétés d'isométrie des triangles � mais n'oublions pas que


elles-
i ne sont pas en
ore démontrées à 
e stade. Plus sérieusement, le raisonnement utilise la notion

d'aire, et il faudrait montrer l'existen
e d'une mesure d'aire dans le plan ayant toutes les propriétés

voulues d'additivité et d'invarian
e par translation . . .
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a

b
c

c′
c′′

B

AA′ A′′

C

Si l'angle Ĉ est < 90◦, on a c′ < c.

Si l'angle Ĉ est > 90◦, on a c′′ > c.

Ré
iproque du théorème de Pythagore. D'après 
e qui pré
ède, si c2 = a2 + b2,
alors l'angle Ĉ ne peut être qu'un angle droit, don
 le triangle est re
tangle en C.

4. Coordonnées 
artésiennes dans le plan

L'étape 
omplémentaire indispensable est l'introdu
tion des 
oordonnées 
artésiennes

et leur usage pour démontrer les propriétés pré
édemment admises (ou seulement

justi�ées de manière partielle), en travaillant dans des repères orthonormés.

4.1. Expression de la distan
e eu
lidienne

x x′

y

y′

M

M ′

Le théorème de Pythagore montre que l'hypoténuse MM ′
est donnée par la formule

MM ′2 = (x′−x)2+(y′−y)2, puisque les deux 
�tés de l'angle droit sont x′−x et y′−y
(au signe près). La distan
e de M à M ′

est don


(4.1.1) d(M,M ′) = MM ′ =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2.

(on 
ommen
era évidemment par le 
as de points donnés par des valeurs numériques


on
rètes).

4.2. Le 
arré

Considérons la �gure formée par les points A (u ; v), B (−v ; u), C (−u ; −v), D (v ; −u).
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O

A (u ; v)

B (−v ; u)

C (−u ; −v)

D (v ; −u)

La formule (4.1.1) donne

AB2 = BC2 = CD2 = DA2 = (u+ v)2 + (u− v)2 = 2(u2 + v2),

don
 les 4 
�tés sont de longueur égale à

√
2
√
u2 + v2. De même on trouve

OA = OB = OC = OD =
√
u2 + v2,

par 
onséquent les 4 triangles iso
èles OAB, OBC, OCD et ODA sont isométriques,


e qui implique que

{OAB = {OBC = {OCD = {ODA = 90◦ et que les autres angles

valent 45◦. On a don


{DAB = {ABC = {BCD = {CDA = 90◦, et la �gure est bien un


arré.

4.3. Droites � horizontales et verti
ales �

L'ensemble D des points M (x ; y) tels que y = c (où c une 
onstante numérique

donnée) est une droite � horizontale �. En e�et, étant donnés trois points M , M ′
, M ′′

d'abs
isses x < x′ < x′′
on a

MM ′ = x′ − x, M ′M ′′ = x′′ − x′, MM ′′ = x′′ − x

et don
 MM ′+M ′M ′′ = MM ′′
, 
e qui implique que les points M , M ′

, M ′′
sont alignés

par dé�nition. Si on 
onsidère D1 d'équation y = c1 ave
 c1 6= c, 
'est une autre droite
horizontale et on a de façon évidente D ∩D1 = ∅, don
 il s'agit de droites parallèles.
De même, l'ensemble D des points M (x ; y) tels que x = c est une � droite verti
ale �
et les droites D : x = c, D1 : x = c1 sont parallèles.
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4.4. Droite dé�nie par une équation y = ax+ b

Nous 
ommen
erons par le 
as général y = ax + b pour éviter des redites, mais ave


les élèves il 
onviendrait sans doute de traiter d'abord le 
as y = ax qui 
orrespond à

la proportionnalité.

x1

x2 x3

y1

y2

y3

M1

M ′
1

M ′′
1

M2

M3

Considérons trois points M1 (x1 ; y1) , M2 (x2 ; y2), M3 (x3 ; y3) satisfaisant les

relations y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b et y3 = ax3 + b, ave
 par exemple x1 < x2 < x3.

Comme y2 − y1 = a(x2 − x1), on trouve

M1M2 =
√

(x2 − x1)2 + a2(x2 − x1)2 =
√

(x2 − x1)2(1 + a2) = (x2 − x1)
√
1 + a2,

et de même M2M3 = (x3 − x2)
√
1 + a2, M1M3 = (x3 − x1)

√
1 + a2. Ce
i montre que

M1M2 +M2M3 = M1M3, don
 les points M1, M2, M3 sont alignés. On voit d'autre

part

(16)
que si on prend un point M ′

1 (x, y′1) qui est tel que y′1 > ax1 + b alors 
e point
n'est pas aligné ave
 M2 et M3, et de même pour M ′′

1 (x, y′′1 ) tel que y′′1 < ax1 + b.

Conséquen
e. L'ensemble D des points M (x ; y) tels que y = ax+ b est une droite.

On appelle pente de la droite D le rapport entre la � dénivellation verti
ale � et la

� distan
e par
ourue horizontalement �, 
'est-à-dire, pour deux points M1 (x1 ; y1),
M2 (x2 ; y2) de D le rapport

y2 − y1
x2 − x1

= a.

Pour une droite D d'équation y = ax + b, le 
oe�
ient a s'interprète don
 
omme la

pente de la droite (on l'appelle aussi parfois le � 
oe�
ient dire
teur � de D.) Une

droite horizontale est une droite de pente a = 0.

(16)
La démonstration formelle rigoureuse est bien entendu possible à partir d'un 
al
ul de distan
es, mais

moins évidente que 
e qui pré
ède. On pourrait raisonner 
omme en § 5.2 pour 
hanger de repère et

se ramener à la droite Y = 0.
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Lorsque le 
oe�
ient a devient très grand, la droite devient intuitivement très in
linée

et de plus en plus pro
he d'une verti
ale. On 
onviendra qu'une droite verti
ale est de

pente in�nie. L'in�ni se note par le symbole ∞.

Considérons deux points distin
ts M1 (x1, y1) et M2 (x2, y2). Si x1 6= x2, on voit qu'il

existe une unique droite D : y = ax+ b qui passe par M1 et M2 : la pente est donnée

par a = y2−y1

x2−x1

et on trouve ensuite né
essairement b = y1−ax1 = y2−ax2. Si x1 = x2,

l'unique droite D passant par M1, M2 est la droite verti
ale d'équation x = x1.

4.5. Interse
tion de deux droites dé�nies par des équations

Considérons deux droites D : y = ax+b et D′ : y = a′x+b′. Pour trouver l'interse
tion
D ∩D′

on é
rit que y = ax+ b = a′x+ b′, 
e qui donne (a′ − a)x = −(b′ − b), don
 si
a 6= a′ on trouve un point d'interse
tion unique M (x ; y) tel que

x = − b′ − b

a′ − a
, y = ax+ b =

−a(b′ − b) + b(a′ − a)

a′ − a
=

ba′ − ab′

a′ − a
.

L'interse
tion de D ave
 une droite verti
ale D1 : x = c est en
ore unique, on a

immédiatement x = c, y = ac+ b. Nous pouvons 
on
lure :

Théorème. Deux droites D et D′
ayant des pentes a, a′ distin
tes possèdent un point

d'interse
tion unique : on dit qu'elles sont 
on
ourantes.

Au 
ontraire, si a = a′ et si de plus b 6= b′, il n'y a pas de solution possible, don


D ∩ D′ = ∅, il s'agit de droites parallèles distin
tes. Si a = a′ et b = b′, les droites

D et D′
sont égales, on les 
onsidère en
ore 
omme parallèles.

Conséquen
e 1. Deux droites D et D′
de pentes a, a′ sont parallèles si et seulement

si leurs pentes sont identiques (�nies ou in�nies).

Conséquen
e 2. Si D est parallèle à D
′
et si D

′
est parallèle à D

′′
, alors D est

parallèle à D′′
.

Démonstration. En e�et, si a = a′ et a′ = a′′, alors a = a′′.

On obtient en�n l'énon
é suivant qui n'est autre que le � postulat d'Eu
lide � (dans

notre appro
he, il s'agit bien d'un théorème quasi-évident, et non d'un postulat !)

Conséquen
e 3. Étant donné une droite D et un point M0, il y a une unique droite

D′
parallèle à D qui passe par M0.

Démonstration. En e�et, si D est de pente a et si M0 (x0 ; y0), on voit que

� pour a = ∞, l'unique droite possible est la droite D′
d'équation x = x0

� pour a 6= ∞, la droite D
′
a pour équation y = ax+ b ave
 b = y0 − ax0,

autrement dit : D′
est l'unique droite d'équation D′ : y − y0 = a(x− x0).

4.6. Condition d'orthogonalité de deux droites

Considérons une droite passant par l'origineD : y = ax. Choisissons un pointM (u ; v)
situé sur D, M 6= O, 
'est-à-dire u 6= 0. On a alors a = v

u
. On sait que le point
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M ′ (u′ ; v′) = (−v ; u) est tel que les droites D = (OM) et (OM ′) sont perpendi
ulaires
d'après la 
onstru
tion du 
arré faite au paragraphe 4.2. Par 
onséquent, la pente de

la droite D′ = (OM ′) perpendi
ulaire à D est donnée par

a′ =
v′

u′
=

u

−v
= −u

v
= −1

a

si a 6= 0. Si a = 0, la droite D est l'axe horizontal, sa perpendi
ulaire est l'axe verti
al

de pente in�nie, et la formule a′ = − 1
a
est en
ore vraie si on 
onvient que

1
0
= ∞

(on utilise i
i un in�ni ∞ dépourvu de signe).

Conséquen
e 1. Deux droites D et D
′
de pentes a, a′ sont perpendi
ulaires si et

seulement si leurs pentes véri�ent la relation a′ = − 1
a

⇔ a = − 1
a′

(on 
onvient i
i

que

1
∞ = 0 et

1
0 = ∞).

Conséquen
e 2. Si D ⊥ D′
et D′ ⊥ D′′

alors D et D′′
sont parallèles.

Démonstration. En e�et les pentes véri�ent a = − 1
a′

et a′′ = − 1
a′
, don
 a′′ = a.

4.7. Le théorème de Thalès

Nous énon
erons d'abord la � version eu
lidienne � du théorème, qui s'exprime en

termes de rapports de distan
es plut�t que de rapports de mesures algébriques.

Théorème de Thalès. On 
onsidère deux droites D, D′

on
ourantes en un point O,

et deux droites parallèles ∆1, ∆2 qui 
oupent D en des points A, B, et D
′
en des points

A′
, B′

supposés tous distin
ts de O. Alors on a les égalités de rapports

OB

OA
=

OB′

OA′
=

BB′

AA′
.

O
A

B

A′

B′

D′

D

∆1

∆2

Démonstration. On pro
ède à l'aide d'un 
al
ul en 
oordonnées, en utilisant un repère

orthonormé d'origine O tel que Ox soit perpendi
ulaire aux droites ∆1, ∆2, et tel que

Oy soit parallèle aux droites ∆1, ∆2.
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O

A
B

A′

B′

D′

D

∆1

∆2

x

y

Dans 
es 
oordonnées, les droites ∆1, ∆2 sont les droites � verti
ales � d'équations

∆1 : x = c1, ∆2 : x = c2 ave
 c1, c2 6= 0, et les droites D, D′
admettent des équations

respe
tives D : y = ax, D′ : y = a′x. On obtient alors

A (c1, ac1), B (c2, ac2), A′ (c1, a
′c1), B′ (c2, a

′c2).

D'après le théorème de Pythagore, on trouve, en prenant les valeurs absolues :

OA = |c1|
√
1 + a2, OB = |c2|

√
1 + a2, OA′ = |c1|

√
1 + a′2, OB′ = |c2|

√
1 + a′2,

AA′ = |(a′ − a)c1|, BB′ = |(a′ − a)c2|.

On a a′ 6= a puisque D et D′
sont 
on
ourantes par hypothèse, don
 a′ − a 6= 0, et on

voit alors fa
ilement que

OB

OA
=

OB′

OA′
=

BB′

AA′
=

|c2|
|c1|

.

De manière plus pré
ise, si on 
hoisit des orientations sur D, D′
pour en faire des axes

et des orientations de même sens sur ∆1, ∆2, on voit qu'on a en fait les égalités de

rapports de mesures algébriques

OB

OA
=

OB′

OA′
=

BB′

AA′
.

Ré
iproque du théorème de Thalès. Soient D, D′
des droites 
on
ourantes en O.

Si ∆1 est 
on
ourantes à D, D
′
en A,A′

distin
ts, si ∆2 est 
on
ourante à D, D
′
en

B, B′
distin
ts et si

OB

OA
=

OB′

OA′

alors ∆1 et ∆2 sont parallèles.
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Démonstration. La preuve s'obtient aisément en 
onsidérant la parallèle δ2 à ∆1 qui

passe par B, et son interse
tion β′
ave
 D′

. On voit alors que Oβ′ = OB′
, don
 β′ = B′

et δ2 = ∆2, de sorte que ∆2 = δ2 // ∆1.

4.8. Conséquen
es des théorèmes de Thalès et Pythagore

La 
onjon
tion des 
as d'isométries des triangles et des théorèmes de Thalès et

Pythagore permet (très 
lassiquement) d'établir de nombreux théorèmes de géométrie

eu
lidienne. Une notion importante est 
elle de similitude.

Dé�nition. Deux �gures (A1A2A3A4 . . .) et (A′
1A

′
2A

′
3A

′
4 . . .) sont dites semblables

dans le rapport k (k > 0) si on a A′
iA

′
j/AiAj = k pour tous les segments [Ai, Aj] et

[A′
i, A

′
j] en 
orrespondan
e.

Un 
as important de similitude est obtenu au moyen d'une homothétie de 
entre un

point O donné : si O est 
hoisi 
omme origine et si au point M (x ; y) on asso
ie le

point M ′ (x′ ; y′) tel que x′ = kx, y′ = ky, alors la formule (4.1.1) montre que l'on

a A′B′ = |k|AB, don
 en asso
iant à tout point Ai le point 
orrespondant A′
i on

obtient des �gures semblables dans le rapport |k| ; on parle de �gures homothétiques

de rapport k ; 
e rapport peut être positif ou négatif (si k = −1 par exemple, il s'agit

d'une symétrie de 
entre O). Les 
as d'isométrie des triangles 
onduisent dire
tement

aux 
as de similitudes.

Critères de similitude des triangles. Pour que deux triangles soient semblables, il

faut et il su�t que l'un des 
as suivants soit réalisé :

(a) les trois 
�tés sont proportionnels dans un 
ertain rapport k > 0 (
'est la dé�nition);

(b) les triangles ont un angle égal et les 
�tés adja
ents proportionnels ;

(
) les triangles ont deux angles égaux.

Une bonne appli
ation des 
as de similitude 
onsiste à énon
er et démontrer les relations

métriques dans le triangle re
tangle : si le triangle ABC est re
tangle en A et si H est

le pied de la hauteur issue de A, on a les relations 
lassiques

AB2 = BH ·BC, AC2 = CH · CB, AH2 = BH · CH, AB ·AC = AH ·BC.

A B

C

H

En e�et (par exemple) la similitude des triangles re
tangles ABH et ABC 
onduit à

l'égalité de rapports

AB

BC
=

BH

AB
=⇒ AB2 = BH ·BC.
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On aboutit aussi à la dé�nition des cos, sin et tan d'un angle aigu dans un triangle

re
tangle.

Dé�nition. Étant donné un triangle ABC re
tangle en A, on dé�nit

cos{ABC =
AB

BC
, sin{ABC =

AC

BC
, tan{ABC =

AC

AB
.

Les rapports ne dépendent en e�et que de l'angle

{ABC (qui détermine aussi l'angle


omplémentaire

{ACB = 90◦−{ABC), puisque des triangles re
tangles qui ont un angle

autre que l'angle droit égal sont toujours semblables d'après le 
ritère (
). Le théorème

de Pythagore permet d'aboutir au 
al
ul des valeurs de cos, sin, tan pour les angles

remarquables 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦.

4.9. Cal
ul d'aires et de volumes

Il est possible � et don
 probablement souhaitable � de justi�er les prin
ipales

formules usuelles 
on
ernant les aires et volumes de solides usuels (
ylindres, pyramides,


�nes, sphère), en utilisant seulement les théorèmes de Thalès et Pythagore et des

raisonnements géométriques très simples

(17)
. Nous indiquons i
i 
omment on peut

pro
éder � les raisonnements sont pro
hes de 
eux que 
onnaissaient déjà Ar
himède

plus de deux siè
les avant JC (reformulés ave
 les notations algébriques modernes).

Volume d'un 
�ne de base quel
onque

Nous 
ommen
erons par étudier le volume d'un 
�ne dont la base B est un domaine

plan borné quel
onque. On note P le plan 
ontenant 
ette base B et on 
onsidère un

point O situé en dehors du plan P.

Dé�nition. Le 
�ne de sommet O et de base B est la réunion des segments [O,M ]
issus de O et d'extrémités M ∈ B. La hauteur h du 
�ne est la distan
e du point O au

plan P qui 
ontient B.

Dans le 
as où la base B est un disque, on parle de 
�ne 
ir
ulaire (droit ou oblique),

lorsque la base est un triangle, le 
�ne est un tétraèdre, et lorsque la base est un 
arré

ou un re
tangle, le 
�ne est une pyramide (droite ou oblique).

On fait l'hypothèse qu'on peut 
al
uler l'aire A de la base B (
e qui veut dire qu'en

utilisant des quadrillages assez �ns, l'aire approximative obtenue en 
omptant le nombre

de 
arrés du quadrillage tend vers une limite quand le 
�té de 
es 
arrés tend vers 0).

(17)
Nous parlons i
i de � justi�
ation � plut�t que de démonstration par
e que les fondements théoriques

né
essaires (à savoir la théorie de la mesure) manquent � et manqueront sans doute en
ore pour

5 ou 6 années ou plus. Mais en réalité, on pourra s'aper
evoir que 
es justi�
ations peuvent être

rendues parfaitement rigoureuses une fois que les fondements 
onsidérés i
i 
omme intuitifs seront

rigoureusement établis. Il serait par exemple possible de prendre la formule (11.3) 
omme dé�nition

rigoureuse de la mesure p-dimensionnelle.
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Si on 
hoisit le sommet O 
omme origine et des 
oordonnées telles que le plan P soit

horizontal et situé � plus bas que O �, alors P s'é
rit 
omme le plan d'équation z = −h.
Une première observation importante est la suivante :

P
B

O

h

P
B

O

h

(4.9.1) Le volume V du 
�ne ne dépend que de la base B et de la hauteur h, mais pas de

la position relative de O et de B (autrement dit, si on dépla
e B horizontalement

par rapport à O, le volume ne 
hange pas).

Pour démontrer (4.9.1), on dé
oupe les deux 
�nes en tran
hes horizontales assez �nes,


omme �guré sur le dessin 
i-après :

B

O

|z| h

B

O

|z| h

Si on rempla
e les tran
hes par des 
ylindres de parois latérales verti
ales (et dont

les bases sont homothétiques à la base B dans le rapport |z|/h, 
omme sur le s
héma


i-dessus), on 
ommet une petite erreur, puisque les volumes 
al
ulés deviennent un

peu supérieur à 
eux des 
�nes ; 
ependant l'erreur devient de plus en plus petite

quand le nombre de tran
hes augmente. Or, il est évident que les volumes des deux

empilements de piè
es 
ylindriques sont identiques, puisque 
elles-
i ont simplement

été glissées horizontalement les unes par rapport aux autres.

La deuxième observation est la suivante :

(4.9.2) La hauteur h étant donnée, le volume V du 
�ne est proportionnel à l'aire A
de la base B.
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P
base B d'aire A

O

h

En e�et, on peut 
al
uler une valeur appro
hée de l'aire A de la base à l'aide d'un

quadrillage, mais alors il résulte de (4.9.1) que le volume de toutes les pyramides

obliques s'appuyant sur les di�érents 
arrés du quadrillage est le même. Ce
i montre

que le volume total de toutes 
es pyramides est proportionnel au nombre n de 
arrés

de quadrillage, et don
, à la limite, que le volume V du 
�ne est proportionnel à l'aire

A de la base.

Voi
i la troisième observation :

(4.9.3) La base B étant donnée, le volume V du 
�ne est proportionnel à la hauteur h.

Pour démontrer 
ette propriété, on 
onsidère deux 
�nes ayant la même base B et des

hauteurs h, h′
di�érentes, et on évalue leurs volumes appro
hés à l'aide de tran
hes


ylindriques :

B

O

h

B

O

h′

Pour réaliser le deuxième 
�ne, on dilate verti
alement 
haque piè
e 
ylindrique dans le

rapport h′/h. Comme le volume d'un 
ylindre est le produit de l'aire de sa base par la

hauteur, on voit que le volume du deuxième empilement est proportionnel au premier

dans le rapport h′/h. �

A la limite, quand les tran
hes deviennent de plus en plus �nes,


e
i démontre bien que le rapport des volumes des 
�nes véri�e V ′/V = h′/h.

La quatrième et dernière étape est le 
al
ul du volume d'une pyramide : on 
ommen
e
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par le 
as d'une pyramide dont la base est un 
arré de 
�té c et dont la hauteur vaut

aussi h = c. Le s
héma suivant montre qu'on peut remplir le 
ube de 
�té c ave
 3

pyramides isométriques de 
e type (il serait utile de les 
onstruire et de véri�er qu'elles

s'assemblent en un 
ube !)

c

c

c

Le volume de 
ha
une des 3 pyramides �gurées 
i-dessus vaut don
 le tiers de 
elui

du 
ube, soit V = 1
3
c3. Pour une pyramide de base 
arrée A = c2 et de hauteur h

quel
onque, le volume doit être multiplié par h/c d'après (4.9.3), don
 le volume vaut

dans 
e 
as

V =
h

c
× 1

3
c3 =

1

3
c2h.

Pour une base B quel
onque, on utilise maintenant un quadrillage de la base 
omme

dans la preuve de (4.9.2). Si n est le nombre de 
arrés de 
�té c 
ontenus dans la

base B, l'aire A de la base vaut approximativement A ≈ nc2 et on a don


V ≈ n× 1

3
c2h =

1

3
(n c2)h ≈ 1

3
Ah.

L'approximation devient de meilleure en meilleure quand le 
�té c tend vers 0, et à la

limite, on voit que le volume d'un 
�ne quel
onque est donné par

(4.9.4) V =
1

3
Ah.

Cal
ul de l'aire d'une sphère de rayon R

Comme deux sphères de même rayon sont isométriques, l'aire dépend uniquement du

rayon R. Fixons le 
entre O de la sphère 
omme origine, et 
onsidérons le 
ylindre

� verti
al � tangent à la sphère le long de son équateur (don
 de rayon égal à R), et

plus pré
isément, la partie du 
ylindre 
omprise entre les plans horizontaux z = −R et

z = R. On e�e
tue une proje
tion de la sphère sur le 
ylindre : pour tout point M de

la sphère on 
onsidère son projeté M ′
sur le 
ylindre qui est l'interse
tion de 
elui-
i

ave
 la droite DM horizontale passant par M et s'appuyant sur l'axe Oz.

Cette proje
tion est un mode de représentation 
artographique assez 
ourant du globe

terrestre : après avoir 
oupé le 
ylindre le long du méridien de longitude 180◦ et déroulé

elui-
i en un re
tangle, on obtient ainsi la 
arte suivante de la Terre.
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2R

2πR

On va démontrer que la proje
tion 
ylindrique 
onserve les aires, don
 que l'aire de la

sphère est égale à 
elle de la 
arte re
tangulaire de 
�tés 2R et 2πR :

(4.9.5) A = 2R × 2πR = 4πR2.

Pour véri�er l'égalité des aires, on 
onsidère un � 
hamp re
tangulaire � délimité par les

parallèles et méridiens, de dimensions très petites par rapport à 
elle de la sphère, de

sorte qu'on puisse l'assimiler à une surfa
e plane, 
'est-à-dire à un véritable re
tangle

(sur la Terre par exemple, on ne s'aperçoit pas de la rotondité du globe à une é
helle

de quelques dizaines ou 
entaines de mètres).

O O

z
z

Oz

R

r

R

r

a

a′

b
b′

a
b

a′
b′

vue de 
�té

vue de dessus

DM

M

M ′

grossissement 4×
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Soient a, b les 
�tés du � 
hamp re
tangulaire � respe
tivement dans la dire
tion des

parallèles et des méridiens, et a′, b′ les 
�tés du re
tangle 
orrespondant, projeté sur le


ylindre.

Dans la vue de dessus, le théorème de Thalès donne aussit�t

a′

a
=

R

r
.

Dans la vue de 
�té, les deux triangles re
tangles �gurés en vert sont homothétiques

(ils ont un angle égal, 
ar les 
�tés adja
ents sont deux à deux perpendi
ulaires). En

appliquant de nouveau le théorème de Thalès à 
ha
un de 
es deux triangles et en


omparant les 
�tés adja
ents aux angles égaux, on obtient

b′

b
=

petit 
�té adja
ent

hypoténuse

=
r

R
.

Le produit de 
es deux égalités donne

a′ × b′

a× b
=

a′

a
× b′

b
=

R

r
× r

R
= 1.

On en déduit que les aires des re
tangles a × b et a′ × b′ sont égales, 
e qui entraîne

que la proje
tion 
ylindrique 
onserve les aires, et don
 en parti
ulier que la formule

(4.9.5) est bien vraie.

Volume d'une boule de rayon R

Pour obtenir le volume d'une boule

(18)
de rayon R, on utilise un quadrillage de la

sphère par méridiens et parallèles, et on 
al
ule le volume des pyramides 
onstruites

sur les 
hamps re
tangulaires ainsi délimités. Lorsque le maillage est su�samment �n,

on peut 
onsidérer que les 
hamps re
tangulaires sont pratiquement plans (on notera

que 
e raisonnement est l'exa
t analogue dans l'espa
e de la preuve de l'aire du disque

donnée à la se
tion 2.2). Soit A1, A2, A3, . . . les aires des 
hamps re
tangulaires et

V1, V2, V3, . . . le volume des pyramides asso
iées (la hauteur de 
es pyramides vaut

évidemment h = R). On note i
i n = 1 ou 2 ou 3 . . .

volume Vn

aire An
Volume des pyramides :

Vn =
1

3
An ×R

(18)
On appelle � boule � le domaine de l'espa
e délimité par une sphère, de même qu'on appelle disque le

domaine du plan délimité par un 
er
le.
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Si A = 4πR2
désigne l'aire totale de la sphère, la distributivité de la multipli
ation par

rapport à l'addition montre que le volume V de la boule est donné par

V = V1 + V2 + V3 + . . . =
1

3
(A1 +A2 +A3 + . . .)×R =

1

3
AR.

Ce
i donne la formule 
her
hée pour le volume de la boule de rayon R :

(4.9.6) V =
1

3
AR =

1

3
× 4πR2 ×R =

4

3
πR3.

5. Une appro
he axiomatique de la géométrie eu
lidienne

Bien que nous ayons pu jusqu'à présent suivre une appro
he extrêmement dédu
tive par

rapport à l'appro
he traditionnelle � tous les énon
és ou presque ont été � démontrés � à

partir des dé�nitions � il n'en reste pas moins que 
ertaines démonstrations s'appuyaient

sur des faits intuitifs, par exemple 
elle du théorème de Pythagore.

La seule solution pour sortir du 
er
le vi
ieux est de prendre 
ertains des faits

que nous voulons vrais 
omme des � axiomes �, 
'est-à-dire de les 
onsidérer 
omme

des hypothèses premières dont on déduira toutes les autres par le raisonnement ;

le 
hoix d'autres hypothèses de départ 
onduirait à des géométries non eu
lidiennes

(
f. se
tion 11).

Comme nous allons le voir, la notion de plan eu
lidien peut se dé�nir à l'aide d'un seul

axiome, essentiellement équivalent à la 
onjon
tion du théorème de Pythagore � qui

n'avait été que partiellement justi�é � et de l'existen
e des 
oordonnées 
artésiennes �

que nous n'avions pas non plus dis
utée.

Dans le 
as où l'idée d'utiliser une appro
he axiomatique e�raierait, 
ette se
tion peut

tout à fait être omise � à 
ondition de 
omprendre que les systèmes de 
oordonnées

peuvent être 
hangés à volonté (translatés, tournés, et
) en fon
tion des besoins.

5.1. Le modèle �Pythagore + Des
artes �

Dans notre vision, la géométrie eu
lidienne plane est fondée sur la � dé�nition

axiomatique � suivante.

Dé�nition. On appellera plan eu
lidien un ensemble de points noté P, muni d'une

distan
e d, 
'est-à-dire une appli
ation

d : P× P → R+, (M,M ′) 7→ d(M,M ′) = MM ′
> 0,

de sorte qu'il existe des � systèmes de 
oordonnées orthonormés � : à tout point M ∈ P

on peut faire 
orrespondre un 
ouple de 
oordonnées (x ; y) ∈ R2
, par une 
orrespon-

dan
e bije
tive M 7→ (x ; y) satisfaisant l'axiome

(19)

(Pythagore + Des
artes) d(M,M ′) =
√
(x′ − x)2 + (y′ − y)2

pour tous points M (x ; y) et M ′ (x′ ; y′).
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Il est bon de se représenter le 
hoix d'un système de 
oordonnées orthonormé 
omme le

fait de pla
er une feuille de papier millimétré transparent sur le plan P dans lequel on

travaille (et où nous avons représenté deux triangles �gurés en bleu, par dessus lesquels

on vient pla
er la feuille millimétrée transparente).

O

x

y
P

Il y a bien entendu une in�nité de 
hoix possibles pour le système de 
oordonnées, et

nous allons étudier quelques manières simples de modi�er les 
oordonnées.

5.1.1. Demi-tour de la feuille de papier millimétré autour de O

Ce
i revient juste à 
hanger l'orientation des axes, sans 
hanger autrement leur position.

Les nouvelles 
oordonnées (X ; Y ) sont données par rapport aux an
iennes par

X = −x, Y = −y.

Comme (−u)2 = u2
pour tout nombre réel u, on voit que la formule

(∗) d(M,M ′) =
√

(X ′ −X)2 + (Y ′ − Y )2

sera vraie dans les nouvelles 
oordonnées si elle était vraie dans les 
oordonnées (x ; y).

5.1.2. Retournement de la feuille de papier millimétré le long de Ox

I
i Oy est in
hangé, et l'orientation de Ox est inversée. On a X = −x, Y = y et la

formule (∗) est en
ore vraie.

5.1.3. Retournement de la feuille de papier millimétré le long de Oy

I
i Ox est in
hangé, seule l'orientation de Oy est inversée. On a X = x, Y = −y et la

formule (∗) est en
ore vraie.
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5.1.4. Changement d'origine

On rempla
e i
i l'origine O par le point M0 (x0 ; y0).

O

x

y

x0

y0

X

Y

M0

M (x ; y)

Les nouvelles 
oordonnées du point M (x ; y) sont données par

X = x− x0, Y = y − y0.

Pour deux points M , M ′
, on a dans 
e 
as

X ′ −X = (x′ − x0)− (x− x0) = x′ − x, Y ′ − Y = (y′ − y0)− (y − y0) = y′ − y

et la formule (∗) est en
ore in
hangée.

5.1.5. Rotation des axes

On va montrer que l'origine O étant 
hoisie, on peut amener le demi-axe Ox à passer

par un point M1 (x1 ; y1) quel
onque distin
t de O, 
e qui est intuitivement évident

par rotation de la feuille papier millimétré autour du point O, mais né
essite une

démonstration à partir de l'axiome �Pythagore + Des
artes �. Ce point est plus déli
at

que 
e qui pré
ède, et la preuve formelle devra probablement être laissée de 
�té dans

un premier temps � nous la donnons i
i pour montrer qu'il n'y a pas de faille logique

dans notre appro
he. On utilise l'égalité algébrique appelée identité de Lagrange

(au+ bv)2 + (−bu+ av)2 = a2u2 + b2v2 + b2u2 + a2v2 = (a2 + b2)(u2 + v2),

valable pour tous nombres réels a, b, u, v, qui s'obtient en observant que les deux

doubles produits se simpli�ent. Par 
onséquent, si a et b véri�ent a2 + b2 = 1 (un tel

exemple est a = 3/5, b = 4/5) et si on e�e
tue le 
hangement de 
oordonnées tel que

X = ax+ by, Y = −bx+ ay
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on aura, pour deux points M , M ′
quel
onques

X ′ −X = a(x′ − x) + b(y′ − y), Y ′ − Y = −b(x′ − x) + a(y′ − y),

(X ′ −X)2 + (Y ′ − Y )2 = (x′ − x)2 + (y′ − y)2

d'après l'identité de Lagrange ave
 u = x′ − x, v = y′ − y. Il est fa
ile de voir d'autre
part que

aX − bY = x, bX + aY = y,

don
 la transformation (x ; y) 7→ (X ; Y ) est bije
tive. On en déduit que, au sens

de notre dé�nition, (X ; Y ) est bien un système de 
oordonnées orthonormées. Si

on 
hoisit maintenant a = kx1, b = ky1, les 
oordonnées du point M1 (x1 ; y1) sont

transformées en

X1 = ax1 + by1 = k(x2
1 + y21), Y1 = −bx1 + ay1 = k(−y1x1 + x1y1) = 0,

et la 
ondition a2 + b2 = k2(x2
1 + y21) = 1 est satisfaite en prenant k = 1/

√
x2
1 + y21.

Comme X1 =
√
x2
1 + y21 > 0 et Y1 = 0, le point M1 est bien situé sur le demi-axe

positif OX dans les nouvelles 
oordonnées.

5.2. L'inégalité triangulaire revisitée

La preuve donnée en 3.1.1, qui reposait sur des faits non 
omplètement justi�és, peut

maintenant être rendue rigoureuse.

A = O

B (u ; v)

C (c ; 0)
x

y

H

A = O

B

C
H

x

y

Étant donnés trois points A, B, C distin
ts, on 
hoisit O 
omme origine et on pla
e le

demi-axe Ox suivant la demi-droite [A,C). Les trois points ont alors pour 
oordonnées

A (0 ; 0), B (u ; v), C (c ; 0), c > 0,

et le pied H de la hauteur est H (u ; 0). On trouve AC = c et

AB =
√

u2 + v2 > AH = |u| > u, BC =
√

(c− u)2 + v2 > HC = |c− u| > c− u.

On a don
 bien AC = c = u + (c − u) 6 AB + BC dans tous les 
as. L'égalité n'est

possible que si on a à la fois v = 0, u > 0 et c− u > 0, 
'est-à-dire u ∈ [0, c] et v = 0,
autrement dit si B est sur le segment [A,C] de l'axe Ox.
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5.3. Axiomatique de l'espa
e

L'appro
he que nous avons dé
rite serait tout à fait apte à introduire la géométrie

eu
lidienne en dimension quel
onque, en parti
ulier en dimension 3. La justi�
ation

initiale est le 
al
ul de la diagonale δ d'un parallélépipède re
tangle de 
�tés a, b, c :

A a B

b

C

c

D

δ

Comme les triangles ACD et ABC sont re
tangles en C et B respe
tivement, on a

AD2 = AC2 + CD2
et AC2 = AB2 +BC2

don
 la � grande diagonale � du parallélépipède re
tangle est donnée par

δ2 = AD2 = AB2 +BC2 + CD2 = a2 + b2 + c2 ⇒ δ =
√

a2 + b2 + c2.

�

A partir de là, on peut donner la dé�nition suivante.

Dé�nition. On appellera espa
e eu
lidien de dimension 3 un ensemble de points

noté E, muni d'une distan
e d, 
'est-à-dire une appli
ation

d : E× E → R+, (M,M ′) 7→ d(M,M ′) = MM ′
> 0,

de sorte qu'il existe des � systèmes de 
oordonnées orthonormés � : à tout point

M ∈ E on peut faire 
orrespondre un triplet de 
oordonnées (x ; y ; z) ∈ R3
, par une


orrespondan
e bije
tive M 7→ (x ; y ; z) satisfaisant l'axiome

(Pythagore + Des
artes) d(M,M ′) =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ − z)2

pour tous points M (x ; y ; z) et M ′ (x′ ; y′ ; z′) de E.

On pourrait bien entendu donner une dé�nition analogue en dimension n quel
onque,

ave
 des systèmes de 
oordonnées (x1 ; . . . ; xn) ∈ Rn
. L'inégalité triangulaire se

démontre presque sans 
hangement : étant donné trois points A, B, C, on 
hoisit A

omme origine, ave
 la demi-droite [A,C) 
omme demi-axe Ox, 
e qui ramène le 
al
ul

à B = (u ; v ; w) et C = (c ; 0 ; 0). Il faut au préalable véri�er que l'on peut trouver

un système de 
oordonnées orthonormé qui pointe l'axe Ox dans la dire
tion d'un

point M1 (x1 ; y1 ; z1) quel
onque : on 
ommen
e par annuler z1 par un 
hangement

Y = ay + bz, Z = by − az des deux dernières 
oordonnées, 
e qui ramène M1 dans

le � plan horizontal � Z = 0, puis on annule y1 par la même méthode à l'aide d'un


hangement de variables portant sur x, y uniquement. Idem en dimension plus grande.
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Nous travaillerons i
i prin
ipalement dans le plan, mais il n'y aurait au
un 
hangement

autre que l'ajout de 
oordonnées supplémentaires en dimension 3 et plus.

6.1. Formule de la médiane

Étant donné des points A, B de 
oordonnées (xA ; yA), (xB ; yB) dans un repère Oxy,
le point I de 
oordonnées

xI =
xA + xB

2
, yI =

yA + yB
2

véri�e IA = IB = 1
2AB : 
'est le milieu du segment [A,B].

Formule de la médiane. Pour tout point M (x ; y), on a

MA2 +MB2 = 2MI2 +
1

2
AB2 = 2MI2 + 2 IA2.

A

B

I

M

Démonstration. En e�et, un développement des 
arrés donne

(x− xA)
2 + (x− xB)

2 = 2x2 − 2(xA + xB)x+ x2
A + x2

B ,

tandis que

2(x− xI)
2 +

1

2
(xB − xA)

2 = 2(x2 − 2xIx+ x2
I) +

1

2
(xB − xA)

2

= 2
(
x2 − (xA + xB)x+

1

4
(xA + xB)

2
)
+

1

2
(xB − xA)

2

= 2x2 − 2(xA + xB)x+ x2
A + x2

B.

On a don
 bien

(x− xA)
2 + (x− xB)

2 = 2(x− xI)
2 +

1

2
(xB − xA)

2.

La formule de la moyenne s'obtient en ajoutant l'égalité analogue pour les 
oordonnées

y et en appliquant le théorème de Pythagore.

Il résulte de la formule de la médiane qu'il existe bien un unique point M tel que

MA = MB = 1
2
AB, en e�et on trouve alors MI2 = 0, don
 M = I. Les formules

données au début pour dé�nir le milieu sont don
 bien indépendantes des 
oordonnées


hoisies.
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6.2. Parallélogrammes

Un quadrilatère ABCD est un parallélogramme si et seulement si ses diagonales [A,C]
et [B,D] se 
oupent en leur milieu :

A

B

C

D

I

On trouve don
 la 
ondition né
essaire et su�sante

xI =
1

2
(xB + xD) =

1

2
(xA + xC), yI =

1

2
(yB + yD) =

1

2
(yA + yC),


e qui équivaut en
ore à

xB + xD = xA + xC , yB + yD = yA + yC

ou en
ore à

xB − xA = xC − xD, yB − yA = yC − yD,

autrement dit, la variation des 
oordonnées né
essaire pour aller de A en B est le même

que pour aller de D en C.

6.3. Ve
teurs

On appelle bipoint un 
ouple ordonné (A,B) de points ; on dit que A est l'origine et

que B est l'extrémité du bipoint. Les bipoints (A,B) et (A′, B′) sont dits équipollents si
le quadrilatère ABB′A′

est un parallélogramme (qui peut être éventuellement � plat �

si les quatre points sont alignés).

A

B

B′

A′

I

Dé�nition. Étant donné deux points A, B, on appelle ve
teur

−−→
AB la � variation de

position � né
essaire pour aller de A en B. Étant donné un repère Oxy, 
ette � variation
de position � se mesure dans la dire
tion Ox par xB − xA et dans la dire
tion Oy par

yB − yA. Si les bipoints (A,B) et (A′, B′) sont équipollents, les ve
teurs
−−→
AB et

−−−→
A′B′

sont égaux puisque les variations xB′ − xA′ = xB − xA et yB′ − yA′ = yB − yA sont les

mêmes (
e
i est vrai dans n'importe quel repère).

Les � 
omposantes � du ve
teur

−−→
AB dans le repère Oxy sont les nombres notés par

dé�nition sous la forme du 
ouple (xB − xA ; yB − yA). Les 
omposantes (s ; t)
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d'un ve
teur

−→
V dépendent bien sûr du repère Oxy 
hoisi : à un même ve
teur

−→
V


orrespondent des 
omposantes di�érentes (s ; t), (s′ ; t′) dans des repères Oxy, Ox′y′

di�érents.

O

x

y

O

x′

y′

−→
V −→

V

s

s′

t

t′

6.4. Addition des ve
teurs

A

B

C

D

L'addition des ve
teurs est dé�nie par la relation de Chasles

(6.4.1)
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

pour trois points A, B, C quel
onques : si on fait la somme de la variation de position

né
essaire pour aller de A en B, puis de B en C, on trouve la variation de position

pour aller de A en C ; ainsi par exemple, pour la 
omposante suivant Ox, on a

(xB − xA) + (xC − xB) = xC − xA.

De façon équivalente, si ABCD est un parallélogramme, on peut aussi poser

(6.4.2)
−−→
AB +

−−→
AD =

−→
AC.

L'équivalen
e résulte de (6.4.1) et (6.4.2) résulte de 
e que

−−→
AD =

−−→
BC dans le

parallélogrammeABCD. Pour tout 
hoix de repère Oxy, la somme

−→
U +

−→
V des ve
teurs

de 
omposantes (s ; t), (s′ ; t′) a pour 
omposantes (s+ s′ ; t+ t′).

Pour tout point A, le ve
teur

−→
AA a ses 
omposantes nulles : on le note

−→
0 . On a de

façon évidente

−→
V +

−→
0 =

−→
0 +

−→
V =

−→
V pour tout ve
teur

−→
V . D'autre part, la relation

de Chasles donne −−→
AB +

−−→
BA =

−→
AA =

−→
0

pour tous points A, B. On posera don


−−−→
AB =

−−→
BA,

autrement dit l'opposé d'un ve
teur s'obtient en é
hangeant origine et extrémité d'un

bipoint qui le dé�nit.
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6.5. Multipli
ation d'un ve
teur par un nombre réel

Étant donné un ve
teur

−→
V de 
omposantes (s ; t) dans un repère Oxy et un nombre

réel λ quel
onque, on dé�nit λ
−→
V 
omme étant le ve
teur de 
omposantes (λs ; λt).

Cette dé�nition est bien indépendante du repère Oxy 
hoisi. En e�et si

−→
V =

−−→
AB 6= −→

0
et λ > 0, on a λ

−−→
AB =

−→
AC où C est l'unique point situé sur la demi-droite [A,B) tel

que AC = λAB. D'autre part, si λ 6 0, on a −λ > 0 et

λ
−−→
AB = (−λ)(−−−→

AB) = (−λ)
−−→
BA.

En�n on a 
lairement λ
−→
0 =

−→
0 . La multipli
ation des ve
teurs par un nombre est

distributive par rapport à l'addition des ve
teurs (
e
i résulte de la distributivité de la

multipli
ation par rapport à l'addition dans l'ensemble des nombres réels).

7. Équation 
artésienne d'un 
er
le; fon
tions trigonométriques

D'après le théorème de Pythagore, le 
er
le de 
entre A (a, b) et de rayon R dans le

plan est l'ensemble des points M satisfaisant l'équation

AM = R ⇔ AM2 = R2 ⇔ (x− a)2 + (y − b) = R2,

soit en
ore une équation de la forme x2+ y2 − 2ax− 2by+ c = 0 ave
 c = a2 + b2 −R2
.

Inversement, l'ensemble des solutions d'une telle équation dé�nit un 
er
le de 
entre

A (a, b) et de rayon R =
√
a2 + b2 − c si c < a2+b2, se réduit au point A si c = a2+b2,

et est vide si c > a2 + b2.

On appelle 
er
le trigonométrique C le 
er
le unité de 
entre l'origine dans un plan

orthonormé Oxy, 
'est-�a-dire l'ensemble des points M(x, y) tels que x2 + y2 = 1.
Soit U le point de 
oordonnées (1, 0) et V le point de 
oordonnées (0, 1). Les fon
tions
trigonométriques 
os, sin et tan d'un angle quel
onque sont alors dé�nies par le s
héma


lassique suivant

(20)
:

θ

x = cos(θ)

y = sin(θ)

y

x
= tan(θ)

O U

V
M

T

L'équation du 
er
le montre qu'on a la relation (cos θ)2 + (sin θ)2 = 1 pour tout θ.

(20)
Il nous paraît indispensable à 
e stade que les fon
tions 
os, sin, tan aient déjà été introduites au

préalable 
omme rapports de 
�tés dans un triangle re
tangle, 
e
i dans le 
as des angles aigus, et que

leurs valeurs pour les angles remarquables 0

◦
, 30

◦
, 45

◦
, 60

◦
, 90

◦
soient 
onnues.
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8. Interse
tion de 
er
les et de droites

Commençons par l'interse
tion d'un 
er
le C de 
entre A et de rayon R ave
 une droite

D quel
onque. Pour simpli�er les 
al
uls, on 
hoisit A = O 
omme origine et on

prend l'axe Ox perpendi
ulaire à la droite D. La droite D est alors � verti
ale � dans

le repère Oxy. (Nous traitons i
i d'emblée le 
as général, mais il faut évidemment


ommen
er par des exemples numériques simples ...)

C

O

x0

R
x

y

D

Ce
i donne des équations

C : x2 + y2 = R2, D : x = x0,

d'où

y2 = R2 − x2
0.

Par 
onséquent, si |x0| < R, on a R2−x2
0 > 0 et on trouve deux solutions y =

√
R2 − x2

0

et y = −
√

R2 − x2
0, 
e qui 
orrespond à deux points d'interse
tions (x0,

√
R2 − x2

0) et

(x0,−
√

R2 − x2
0) symétriques par rapport à l'axe Ox. Si |x0| = R, on a une solution

unique y = 0 : la droite D : x = x0 est tangente au 
er
le C au point (x0, 0). Si

|x0| > R, l'équation y2 = R2 − x2
0 < 0 n'a pas de solution ; la droite D ne 
oupe pas le


er
le.

Considérons maintenant l'interse
tion d'un 
er
le C de 
entre A et de rayon R ave
 un


er
le C′
de 
entre A′

et de rayon R′
. Soit d = AA′

la distan
e des deux 
entres. Si

d = 0 les 
er
les sont 
on
entriques et la dis
ussion est immédiate (
er
les 
onfondus

si R = R′
, disjoints si R 6= R′

). On supposera don
 A 6= A′
, 
'est-à-dire d > 0. Quitte

à 
hoisir O = A 
omme origine et Ox = [A,A′) 
omme demi-axe positif, on se ramène

au 
as où A (0 ; 0) et A′ (d ; 0). On trouve alors les équations

C : x2 + y2 = R2, C
′ : (x− d)2 + y2 = R′2 ⇐⇒ x2 + y2 = 2dx+R′2 − d2.

Si un point M appartient à C ∩ C′
, on a don
 2dx+R′2 − d2 = R2

, d'où

x = x0 =
1

2d
(d2 +R2 −R′2).
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Ce
i montre que l'interse
tion C ∩ C
′
est 
ontenue dans l'interse
tion C ∩D de C ave


la droite D : x = x0. Mais inversement, on voit que si x2 + y2 = R2
et x = x0, alors

(x ; y) satisfait aussi l'équation

x2 + y2 − 2dx = R2 − 2dx0 = R2 − (d2 +R2 −R′2) = R′2 − d2

qui est l'équation de C′
, don
 on a aussi C ∩D ⊂ C ∩ C′

et �nalement C ∩ C′ = C ∩D.

A

x0

A′

x

y

D

C

C′

Les points d'interse
tion sont don
 donnés par y = ±
√

R2 − x2
0. Par 
onséquent on

a exa
tement deux solutions symétriques par rapport à la droite (AA′) dès lors que

−R < x0 < R, 
e qui équivaut à

−2dR < d2 +R2 −R′2 < 2dR ⇐⇒ (d+R)2 > R′2
et (d−R)2 < R′2

⇐⇒ d+R > R′, d−R < R′, d−R > −R′,

soit en
ore |R − R′| < d < R + R′
. Si l'une des inégalités est une égalité, 
e qui


orrespond à x0 = ±R, on a une seule solution y = 0, les 
er
les sont tangents

intérieurement si d = |R −R′| et tangents extérieurement si d = R +R′
.

On notera que 
es résultats permettent d'obtenir une preuve 
omplète et rigoureuse des

trois 
as d'isométrie des triangles : à 
hangement de 
oordonnées orthonormées près,


ha
un des trois 
as détermine entièrement les 
oordonnées des triangles, à symétrie

près par rapport à Ox, une fois que l'on a 
hoisi 
omme origine O l'un des sommets et


omme demi-axe Ox la demi-droite qui porte le 
�té dont on 
onnaît la longueur. Les

triangles ainsi spé
i�és sont don
 isométriques.

9. Produit s
alaire

La norme ‖−→V ‖ d'un ve
teur

−→
V =

−−→
AB est la longueur AB = d(A,B) d'un bipoint

quel
onque qui le dé�nit.

�

A partir de là, on pose par dé�nition

(9.1)
−→
U · −→V =

1

2

(
‖−→U +

−→
V ‖2 − ‖−→U ‖2 − ‖−→V ‖2

)
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de sorte que l'on a en parti
ulier

−→
U · −→U = ‖−→U ‖2. Le nombre

−→
U · −→V s'appelle le produit

s
alaire de

−→
U et

−→
V , et

−→
U · −→U s'appelle aussi le 
arré s
alaire de

−→
U , noté

−→
U

2
. On

obtient par 
onséquent

−→
U

2
=

−→
U · −→U = ‖−→U ‖2.

D'après la dé�nition (9.1), nous avons

(9.2) ‖−→U +
−→
V ‖2 = ‖−→U ‖2 + ‖−→V ‖2 + 2

−→
U · −→V ,


e qui peut se ré
rire

(9.2′) (
−→
U +

−→
V )2 =

−→
U

2
+
−→
V

2
+ 2

−→
U · −→V .

C'était la motivation prin
ipale de la dé�nition : faire en sorte que l'identité des 
arrés

soit vraie pour les produits s
alaires. En dimension 2 et dans un repère orthonormé

Oxy, on trouve

−→
U

2
= x2 + y2 ; si

−→
V a pour 
omposantes (x′ ; y′), la dé�nition (9.1)

implique

(9.3)
−→
U · −→V =

1

2

(
(x+ x′)2 + (y + y′)2 − (x2 + y2)− (x′2 + y′2)

)
= xx′ + yy′.

En dimension n, on trouve de même

−→
U · −→V = x1x

′
1 + x2x

′
2 + . . .+ xnx

′
n.

De là, on déduit que le produit s
alaire est � bilinéaire �, 
'est-à-dire que

(k
−→
U ) · −→V =

−→
U · (k−→V ) = k

−→
U · −→V ,

(
−→
U1 +

−→
U2) · −→V =

−→
U1 · −→V +

−→
U2 · −→V ,

−→
U · (−→V1 +

−→
V1) =

−→
U · −→V1 +

−→
U · −→V2.

Si

−→
U ,

−→
V sont deux ve
teurs, �xons un point A 
omme origine et é
rivons

−→
U =

−−→
AB, puis−→

V =
−−→
BC, de sorte que

−→
U +

−→
V =

−→
AC. Le triangle ABC est re
tangle si et seulement

si on a la relation de Pythagore AC2 = AB2 +BC2
, 
'est-à-dire

‖−→U +
−→
V ‖2 = ‖−→U ‖2 + ‖−→V ‖2,

autrement dit, d'après (9.2), si et seulement si

−→
U · −→V = 0.

Conséquen
e. Les ve
teurs

−→
U et

−→
V sont perpendi
ulaires si et seulement si

−→
U ·−→V = 0.

Plus généralement, si on 
hoisit une origine O et un point A tel que

−→
U =

−→
OA, on

peut également �xer les 
oordonnées pour que A appartienne à l'axe Ox, 
'est-à-dire
A = (u ; 0). Pour tout ve
teur

−→
V =

−−→
OB (v ; w) dans Oxy, on a alors

−→
U · −→V = uv

tandis que

‖−→U ‖ = u, ‖−→V ‖ =
√

v2 + w2.
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Comme la demi-droite [O,B) 
oupe le 
er
le trigonométrique au point (kv ; kw) ave

k = 1/

√
v2 + w2

, on a par dé�nition

cos(
{−→
U ,

−→
V ) = cos({AOB) = kv =

v√
v2 + w2

.

Ce
i donne les formules très utiles

(9.4)
−→
U · −→V = ‖−→U ‖ ‖−→V ‖ cos(

{−→
U ,

−→
V ), cos(

{−→
U ,

−→
V ) =

−→
U · −→V

‖−→U ‖ ‖−→V ‖
.

10. Espa
e ve
toriels, appli
ations a�nes et linéaires

�

A partir de 
ette étape, on dispose de tous les fondements né
essaires, et l'ordre dans

lequel on peut aborder les notions devient beau
oup plus �exible � la plus grande partie

de 
e qui suit déborde sur les mathématiques du ly
ée et au delà.

On peut par exemple poursuivre l'étude du triangle et du 
er
le, et introduire peu à peu

les prin
ipales transformations géométriques : (dans le plan) translations, homothéties,

a�nités, symétries axiales, proje
tions, rotations par rapport à un point ; (dans

l'espa
e) translations et homothéties, symétries par rapport à un point, une droite

ou un plan, proje
tions orthogonales sur un plan ou sur une droite, rotation par

rapport à un axe. Les outils disponibles permettent à la fois de faire des raisonnement

intrinsèques (ave
 angles, distan
es, rapports de similitude, . . .), ou des 
al
uls en


oordonnées 
artésiennes � il nous paraît bon que 
es di�érentes te
hniques ne soient

pas disso
iées puisque 
e
i 
orrespond à l'usage 
ontemporain des mathématiques � la

période � 
ontemporaine � dont il s'agit remontant d'ailleurs à plusieurs siè
les 
hez les

mathémati
iens, mé
ani
iens ou physi
iens.

On peut 
ommen
er à mettre en éviden
e les phénomènes de linéarité, indépendamment

de tout lien ave
 la distan
e. Ainsi, on peut introduire les notions de 
ombinaison

linéaire de ve
teurs, de dépendan
e et indépendan
e linéaire, les bases et les repères

non orthonormés, en relation ave
 la résolution des systèmes d'équations linéaires (par


ombinaisons ou substitutions � on aboutit assez rapidement à la notion de déterminant

2× 2, puis 3× 3), à la manipulation des équations de droites, de plans.

Étant donné un espa
e a�ne eu
lidien E de dimension n quel
onque, 
e qui a été

fait à la se
tion 6 fon
tionne sans 
hangement. On notera

−→
E l'ensemble des ve
teurs−→

V =
−−→
AB asso
iés aux points de E. Cet ensemble est muni des deux lois + d'addition

des ve
teurs et · de multipli
ation par un s
alaire, qui véri�ent les propriétés usuelles :

(A 0) L'addition est une � loi de 
omposition interne �

−→
E ×−→

E → −→
E ;

(A 1) L'addition des ve
teurs est asso
iative ;

(A 2) L'addition des ve
teurs est 
ommutative ;

(A 3) L'addition possède un élément neutre qui est

−→
0 ;

(A 4) tout ve
teur

−→
V possède un opposé −−→

V tel que

−→
V + (−−→

V ) = (−−→
V ) +

−→
V =

−→
0 .

(M 0) La multipli
ation par un s
alaire (λ,
−→
V ) 7→ λ

−→
V est une � loi de 
omposition

externe � R×−→
E → −→

E .
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(M1) Le s
alaire 1 est élément neutre : 1 · −→V =
−→
V .

(M 2) La multipli
ation s
alaire véri�e la � pseudo-asso
iativité � λ·(µ·−→V ) = (λµ) ·−→V ;

(M 3) On a distributivité à gau
he (λ+ µ) · −→V = λ · −→V + µ · −→V
(M4) On a distributivité à droite λ · (−→V +

−→
W ) = λ · −→V + λ · −→W .

Chaque fois que l'on a un ensemble (
−→
E ,+, ·) munis de deux lois + et · véri�ant les

propriétés (A 0,1,2,3,4) et (M0,1,2,3,4) 
i-dessus pour tous les s
alaires λ, µ ∈ R et

tous ve
teurs

−→
V ,

−→
W , on dit qu'on a a�aire à un espa
e ve
toriel sur le 
orps des réels

(
ette terminologie vient du fait qu'on peut donner une dé�nition analogue sur d'autres


orps, par exemple le 
orps Q des nombres rationnels).

Pour 
ha
une des transformations s : M 7→ s(M) évoquées 
i-dessus, on s'aperçoit

que la transformation est donnée en 
oordonnées par des formules du type suivant : si

M (xi)16i6n et s(M) (yi)16i6n, on a une é
riture du type

(10.1) yi =

n∑

i=1

aijxj + bi,

autrement dit, les 
oordonnées (yi) de s(M) sont des fon
tions a�nes des 
oordonnées

(xi) de M . On peut plus généralement 
onsidérer une transformation s : E → F

d'un espa
e E de dimension n dans un espa
e F de dimension p non né
essairement

égale à n dimension (par exemple, une proje
tion de l'espa
e E de dimension 3 sur un

plan F = P ⊂ E), et l'é
riture est en
ore du même type. De manière matri
ielle (et

après introdu
tion du formalisme matri
iel qui nous paraît re
ommandable en milieu

ou �n de ly
ée � au moins en dimensions 1, 2 et 3), on peut é
rire dans tous 
es 
as

Y = AX + B. On dit alors que s est une transformation a�ne. Si N est un autre

point de 
oordonnées N : X ′ = (x′
i)16i6n et s(N) : Y ′ = (y′i)16i6p son image, on voit

que Y ′ = AX ′ +B, don


−−−−−−−→
s(M)s(N) : Y ′ − Y = A(X ′ −X).

Par 
onséquent, si on note σ :
−→
E → −→

F ,

−→
V 7→ σ(

−→
V ), la transformation ve
torielle

dé�nie par Y = AX , on a la formule

(10.2)
−−−−−−−→
s(M)s(N) = σ(

−−→
MN),

et σ possède les propriétés essentielles de � linéarité �

(10.3) σ(
−→
V +

−→
W ) = σ(

−→
V ) + σ(

−→
W ), σ(λ

−→
V ) = λσ(

−→
V ).

Inversement, si σ :
−→
E → −→

F véri�e (10.3), on montre aisément à l'aide d'une base que

σ est donnée en 
oordonnées par une formule du type Y = AX ; de plus, si s : E → F

véri�e (10.2), alors en appliquant la formule au 
ouple (O,M) et en notant B les


oordonnées de s(O), on voit que Y −B = AX , soit en
ore Y = AX+B, don
 s est une
transformation a�ne. Un théorème de � rigidité � essentiel de la géométrie eu
lidienne

est le suivant (on peut se limiter au 
as F = E, qui est tout aussi intéressant !)
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Dé�nition. Soient E et F deux espa
es eu
lidiens et s : E → F une transformation

pon
tuelle quel
onque. On dit que s est une isométrie de E dans F si pour tout 
ouple

de points (M,N) de E on a d(s(M), s(N)) = d(M,N).

Théorème. Si s : E → F est une isométrie, alors s est une transformation a�ne, et

son appli
ation linéaire asso
iée σ :
−→
E → −→

F est 
e qu'on appelle une transformation

orthogonale, 
'est-à-dire une appli
ation ve
torielle respe
tant l'orthogonalité et les

produits s
alaires :

(10.4) σ(
−→
V ) · σ(−→W ) =

−→
V · −→W

pour tous ve
teurs

−→
V ,

−→
W ∈ −→

E .

Démonstration. Fixons une origine O, et dé�nissons σ par

σ(
−−→
OM) =

−−−−−−−→
s(O)s(M).

Les propriétés du produit s
alaire donnent

−−→
OM · −−→ON =

1

2

(
‖−−→OM‖2 + ‖−−→ON‖2 − ‖−−→OM −−−→

ON‖2
)

=
1

2

(
d(O,M)2 + d(O,N)2 − d(M,N)2

)
.(10.5)

On obtient par 
onséquent

σ(
−−→
OM) · σ(−−→ON) =

−−−−−−−→
s(O)s(M) · −−−−−−→s(O)s(N)

=
1

2

(
d(s(O), s(M))2 + d(s(O), s(N))2 − d(s(M), s(N))2

)

=
1

2

(
d(O,M)2 + d(O,N)2 − d(M,N)2

)
=

−−→
OM · −−→ON.

Ce
i montre que σ véri�e (10.4). En développant par bilinéarité le 
arré s
alaire

(
σ(λ

−→
V + µ

−→
W )− λσ(

−→
V )− µσ(

−→
W )

)2
,

on voit alors en utilisant (10.4) que le résultat vaut

(
(λ
−→
V + µ

−→
W )− λ

−→
V − µ

−→
W

)2
= 0,

don
 σ(λ
−→
V +µ

−→
W )− λσ(

−→
V )− µσ(

−→
W ) =

−→
0 et σ est linéaire. Par di�éren
e, la formule

σ(
−−→
OM) =

−−−−−−−→
s(O)s(M) donne σ(

−−→
MN) =

−−−−−−−→
s(M)s(N) pour deux points M , N quel
onques,

don
 s est une appli
ation a�ne d'appli
ation linéaire asso
iée σ, et le théorème est

démontré.

Dans la même dire
tion, on peut énon
er le � théorème des �gures isométriques �, qui

lui-même permet d'aboutir à une justi�
ation mathématique 
omplète de toutes les

dé�nitions et 
onsidérations physiques apparues dans la se
tion 3.2.
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Théorème. Soient (A1A2A3A4 . . .) et (A′
1A

′
2A

′
3A

′
4 . . .) deux �gures isométriques

formées par des points Ai, A
′
i d'un espa
e eu
lidien E. Alors il existe une isométrie s

de l'espa
e eu
li
ien E tout entier tel que A′
i = s(Ai) pour tout i.

Démonstration. Considérons les sous-espa
es ve
toriels

−→
V et

−→
V
′
de

−→
E formé par les


ombinaisons linéaires des ve
teurs

−−−→
AiAj (resp.

−−−→
A′

iA
′
j). Comme

−−−→
AiAj =

−−−→
A1Aj −−−−→

A1Ai,

il su�t de prendre les 
ombinaisons linéaires des ve
teurs

−→
Vi =

−−−→
A1Ai (resp.

−→
V ′
i =

−−−→
A′

1A
′
i).

En ramplaçant O par A1, M par Ai et N par Aj , la formule (10.5) implique

−→
Vi · −→Vj =

−−−→
A1Ai · −−−→A1Aj =

1

2

(
(A1Ai)

2 + (A1Aj)
2 − (AiAj)

2
)
.

Ce
i implique que

−→
V ′
i · −→V ′

j =
−→
Vi · −→Vj , par 
onséquent la transformation ve
torielle

σ0 :
∑

λi
−→
Vi 7→

∑
λi
−→
V ′
i

dé�nit une appli
ation linéaire orthogonale de

−→
V sur

−→
V
′
(σ0 est bien dé�nie, 
ar si un

ve
teur a plusieurs représentations

∑
λi
−→
Vi , les images

∑
λi
−→
V ′
i 
orrespondantes sont les

mêmes, 
omme on le voit en observant que le 
arré s
alaire de la di�éren
e est nul). En

parti
ulier, les espa
es

−→
V et

−→
V
′
sont de même dimension, et on peut prolonger σ0 en

une isométrie σ de

−→
E sur

−→
E en faisant la somme dire
te orthogonale σ = σ0 ⊕ τ ave


une transformation orthogonale quel
onque τ de

−→
V

⊥
sur

−→
V
′
⊥
(
elle-
i existe puisque

−→
V

⊥
et

−→
V
′
⊥
sont de même dimension = dim

−→
E − dim

−→
V ). On dé�nit maintenant une

isométrie a�ne s en 
onsidérant l'unique appli
ation a�ne s : E → E qui envoie A1

sur A′
1, et qui a 
omme appli
ation linéaire asso
iée la transformation orthogonale σ.

Comme s(A1) = A′
1 et σ(

−→
Vi) =

−→
V ′
i , 
'est-à-dire σ(

−−−→
A1Ai) =

−−−→
A′

1A
′
i, on a bien s(Ai) = A′

i

pour tout i.

Pour aller un peu plus loin, on a besoin de 
onnaître la stru
ture pré
ise des trans-

formations orthogonales : on démontre qu'une transformation ve
torielle de matri
e

A dans une base orthonormée est orthogonale si et seulement si sa matri
e A véri�e

tAA = Id, 
e qui équivaut à 
e que les ve
teurs 
olonnes forment une base orthonormée.

En dimension 2, on obtient les matri
es de la forme

(
a −b
b a

)
,

(
a b
b −a

)
, a2 + b2 = 1,

ou en
ore (
cosα − sinα
sinα cosα

)
,

(
sinα cosα
sinα − cosα

)
,

qui 
orrespondent respe
tivement à la rotation ve
torielle d'angle α et à la symétrie

ve
torielle orthogonale par rapport à la droite Dα/2 d'angle α/2 par rapport à Ox.
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Dans 
e dernier 
as, le 
hoix d'une nouvelle base orthonormée appropriée 
onduit à la

matri
e (
1 0
0 −1

)
.

En général, en dimension quel
onque, on montre que pour toute transformation

ve
torielle orthogonale, il existe une base orthonormée dans laquelle la matri
e est

de la forme

A =




cosα1 − sinα1 0 0 . . . 0
sinα1 cosα1 0 0 . . . 0
0 0 cosα2 − sinα2 . . . 0
0 0 sinα2 cosα2 . . . 0
.

.

. 0
.

.

. . . .
.

.

.

0 . . . 0 cosαk − sinαk 0 . . . 0
0 . . . 0 sinαk cosαk 0 . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . .

.

.

. 0 0 1 . . . 0
0 . . . .

.

.

0
0 . . . 0 0 . . . ε




,

pour des angles adéquats αi et ε = ±1. La preuve s'obtient par ré
urren
e sur la

dimension, en observant qu'il existe ou bien une valeur propre réelle (né
essairement

égale à ±1), ou bien une valeur propre 
omplexe non réelle, 
orrespondant à un plan réel

stable dans lequel la transformation opère 
omme une rotation d'angle αi ; on s'appuie

sur le fait que l'orthogonal d'un sous-espa
e stable est stable ; les valeurs propres −1
peuvent être regroupées 2 par 2 et 
orrespondent à des rotations d'angle αi = π. Ce
i
laisse la possibilité d'au plus une valeur propre −1 isolée, qui �gure i
i à la dernière

ligne sous la forme de la valeur propre ε = ±1 (mais 
ette ligne peut-être absente).

(21)

En 
hoisissant un paramètre t ∈ [0, 1] (pensé 
omme un paramètre temps), et en

dé�nissant At 
omme la matri
e asso
iée aux angles tαi et au paramètre ε = ±1

omme-
i dessus, on obtient une variation 
ontinue telle que A1 = A et A0 = Id ou

A0 = matri
e de la symétrie orthogonale par rapport à l'hyperplan xn = 0. Ce
i

montre que pour toute transformation isométrique s : X 7→ Y = AX + B, on a une

variation 
ontinue dans le temps st : X 7→ AtX+ tB telle que s1 = s, tandis que s0 est
soit la transformation identique, soit la symétrie orthogonale par rapport à l'hyperplan

xn = 0. Ce
i montre que deux �gures isométriques F et F′ = s(F) se déduisent l'une

de l'autre par un mouvement 
ontinu Ft = st(F) tel que F1 = s1(F) = s(F) = F′
, où

F0 = s0(F) 
oïn
ide soit ave
 F soit ave
 la �gure obtenue par symétrie miroir par

rapport à un hyperplan.

On notera qu'ave
 les notations pré
édentes nous avons det(A) = ε = ±1. On dit que

l'on a a�aire à une isométrie positive si ε = +1 et à une isométrie négative si ε = −1.

(21)
En dimension 3, la preuve se réduit fa
ilement à la dimension 2, du fait que le polyn�me 
ara
téristique

de degré 3 a né
essairement une valeur propre réelle. Ce résultat était au programme des 
lasses de

Terminale C des années 1970�1985 (le 
as de dimension 2 était même introduit dès la 
lasse de

Première !). C'est hélas une bonne mesure de l'in
royable et 
onsternante dégradation du niveau des

études dans notre pays : 
e résultat ne semble malheureusement même plus pouvoir être 
ompris au

niveau L2 de l'université, pour autant qu'il y soit mentionné et démontré expli
itement.
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Dans le 
as d'une variation 
ontinue t 7→ A(t), le déterminant det(A(t)) qui est une
fon
tion 
ontinue ne peut � sauter � de la valeur 1 à la valeur −1, et 
e déterminant est

don
 
onstant dans le temps. Le mouvement d'un 
orps solide t 7→ st(F) à partir

d'une position initiale (
orrespondant à s0 = Id, don
 à detA(0) = 1) s'e�e
tue

don
 uniquement par des isométries positives. Inversement, la dis
ussion qui pré
ède

montre que toute isométrie positive peut se réaliser par un dépla
ement au sens de

la dé�nition (3.2.5) : mathématiquement, il y a don
 
oïn
iden
e entre les notions de

dépla
ement et d'isométrie positive.

11. Géométries non eu
lidiennes

L'appro
he de la géométrie fondée sur l'exploitation de la stru
ture d'espa
e métrique

n'est pas une simple 
uriosité propre à la géométrie eu
lidienne. Ainsi, les géométries

non eu
lidiennes trouvent naturellement pla
e dans le 
adre général de la géométrie

riemannienne, ainsi nommée en référen
e à Bernhard Riemann, l'un des prin
ipaux

fondateurs de l'analyse 
omplexe et de la géométrie di�érentielle modernes [Rie℄.

Bernhard Riemann (1826�1866 )

Une variété riemannienne est par dé�nition une variété di�érentielle M , 
'est-à-dire

un espa
e qui admet lo
alement des systèmes de 
oordonnées di�érentiables réelles

x = (x1 ; x2 ; . . . ; xn), muni d'une métrique in�nitésimale g de la forme

ds2 = g(x) =
∑

16i,j6n

aij(x) dxidxj .

Cette métrique représente le 
arré de la longueur d'un petit dépla
ement dx = (dxi)
sur la variété. On suppose i
i que (aij(x)) est une matri
e symétrique dé�nie positive

et que les 
oe�
ients aij(x) sont des fon
tions indé�niment di�érentiables de x. Étant
donné un 
hemin γ : [α, β] → M 
ontinûment di�érentiable par mor
eaux, la longueur

se 
al
ule en posant

x = γ(t) = (γ1 ; . . . ; γn(t)), dx = γ′(t) dt,
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e qui donne

ds = ‖dx‖g(γ(t)) =
√ ∑

16i,j6n

aij(γ(t)) γ′
i(t)γ

′
j(t) dt,(11.1′)

long(γ) =

∫ β

α

ds =

∫ β

α

√ ∑

16i,j6n

aij(γ(t)) γ
′
i(t)γ

′
j(t) dt.(11.1′′)

Etant donné deux points a, b ∈ M , la � distan
e géodésique � dg(a, b) de a à b est

dé�nie par dg(a, b) = infγ long(γ) où l'inf est étendu à tous les 
hemins γ : [α, β] → M
d'extrémités γ(α) = a et γ(β) = b. La géométrie eu
lidienne telle que nous l'avons

dé
rite 
orrespond au 
as parti
ulier d'une métrique riemannienne 
onstante (on parle

aussi de �métrique plate � pour signi�er que la 
ourbure est nulle)

(11.2′) ds2 = dx2
1 + . . .+ dx2

n,


e qui donne dans 
e 
as l'expression plus simple

(11.2′′) long(γ) =

∫ β

α

ds =

∫ β

α

√ ∑

16i6n

γ′
i(t)

2 dt.

La théorie de la relativité restreinte fait appel quant à elle à une métrique d'un type un

peu di�érent, appelée métrique lorentzienne, qui est une métrique de signature (3, 1)
dans l'espa
e-temps einsteinien :

(11.3) ds2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − c2 dt2

où c désigne la vitesse de la lumière. La théorie de la relativité généralisée 
orrespond

au 
as de métriques lorentziennes à 
oe�
ients variables, et son étude mène à 
elle des

phénomènes de 
ourbure qui dé
rivent les e�ets de la gravitation.

Pour en revenir à la géométrie en dimension 2, nous rappellerons i
i brièvement la

des
ription de la géométrie non eu
lidienne de Loba
hevski [Lob℄ à partir du modèle

du disque de Poin
aré muni de sa métrique hyperbolique invariante [Poi℄.

Ni
olaï Lobat
hevski (1793�1856 ) Henri Poin
aré (1854�1912 )
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Dé�nition. Sur le disque unité D = {z ∈ C ; |z| < 1} du plan 
omplexe, ave


z = x+ iy, on 
onsidère la métrique dite de Poin
aré

(11.4) ds =
|dz|

1− |z|2 ⇔ ds2 =
dx2 + dy2

(1− (x2 + y2))2
.

Un 
al
ul montre que 
ette métrique est invariante par le groupe Aut(D) des automor-

phismes holomorphes, 
onstitué des transformations homographiques

h(z) = λ
z − a

1− az
, |λ| = 1, a ∈ D

qui préservent D. Pour la métrique 
i-dessus, la longueur d'un 
hemin γ : [α, β] → D

de 
lasse C1
par mor
eaux se 
al
ule en posant z = γ(t), dz = γ′(t) dt, d'où

long(γ) =

∫ β

α

ds =

∫ β

α

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt.

D'après la dé�nition générale, la distan
e de Poin
aré dP (a, b) de a à b est la distan
e

géodésique dé�nie par dP (a, b) = infγ long(γ) où l'inf est étendu à tous les 
hemins

γ : [α, β] → D d'extrémités γ(α) = a et γ(β) = b. Du fait que la métrique de Poin
aré

ds est invariante par Aut(D), on déduit aussit�t que la distan
e dp l'est aussi, autrement

dit dP (h(a), h(b)) = dP (a, b) pour tout h ∈ Aut(D) et tous points a, b ∈ D.

Nous a�rmons que le 
hemin de longueur minimale joignant le 
entre 0 du disque à un

point quel
onque w ∈ D est le segment [0, w]. En e�et, si on é
rit z = γ(t) = r(t) eiθ(t)

en 
oordonnées polaires, il vient

dz = (dr + ir dθ) eiθ, |dz| =
√

dr2 + r2dθ2 > dr = r′(t)dt

On obtient don


long(γ) =

∫

γ

|dz|
1− |z|2 >

∫ |w|

0

dr

1− r2
=

1

2
ln

1 + |w|
1− |w| ,

et 
e 
al
ul 
orrespond pré
isément à la longueur du segment [0, w]. Pour trouver la

distan
e de deux points quel
onques a, b, on peut utiliser l'automorphisme h(z) = z−a
1−az

qui envoie a sur h(a) = 0 et b sur w = h(b) = b−a
1−ab

. On trouve ainsi

(11.5) dP (a, b) = dP (h(a), h(b)) = dP (0, w) =
1

2
ln

1 + |b−a|
|1−ab|

1− |b−a|
|1−ab|

.

Cette distan
e gouverne la géométrie hyperbolique tout 
omme la formule de la distan
e

issue du théorème de Pythagore gouverne la géométrie eu
lidienne.
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a

b

0

w

h

∂D

La géodésique (
hemin le plus 
ourt) joignant a à b est l'image inverse par h du segment

[0, w]. C'est don
 un ar
 de 
er
le d'extrêmités a et b, porté par un 
er
le orthogonal

au bord ∂D (en e�et le diamètre Rw est orthogonal au bord ∂D, don
 leurs images

inverses par h le sont, du fait du 
ara
tère 
onforme de h, et ∂D est évidemment

invariant par h). La seule ex
eption est le 
as où 0, a, b sont alignés, auquel 
as la

géodésique est le segment de droite [a, b] porté par un diamètre de D. Les � droites

hyperboliques � de D sont don
 les diamètres et les ar
s de 
er
le orthogonaux au

bord ∂D.

D

p ∆

En géométrie hyperbolique, on 
onstate fa
ilement que les axiomes d'in
iden
e

d'Eu
lide sont satisfaits, sauf pré
isément le 5e postulat (postulat suivant lequel par

tout point passe une unique parallèle à une droite donnée) : i
i, par tout point p
hors d'une � droite � D donnée, il passe une in�nité de � droites � ∆ ne 
oupant pas

la � droite � initiale. C'est la dé
ouverte surprenante faite par Lobat
hevski en 1826,

ruinant l'espoir de déduire le 5e postulat des autres axiomes.

12. Quelques idées de Felix Hausdor�

Il y a bien d'autres 
ir
onstan
es où la stru
ture métrique joue un r�le dé
isif; dans
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ette dire
tion, nous allons dé
rire i
i quelques idées importantes dues à Felix Hausdor�

[Hau℄, l'un des fondateurs de la topologie moderne.

Felix Hausdor� (1868�1942 )

On peut ainsi introduire la mesure de Lebesgue de Rn
sans faire référen
e à la stru
ture

d'espa
e ve
toriel ou de groupe. Si (E, d) est un espa
e métrique quel
onque, on dé�nit

la mesure de Hausdor� p-dimensionnelle d'une partie A de E 
omme

(12.1) Hp(A) = lim
ε→0

Hp,ε(A), Hp,ε(A) = inf
diamAi6ε

∑

i

(diamAi)
p

où Hp,ε(A) est la borne inférieure des sommes

∑
i(diamAi)

p
étendue à toutes les

partitions dénombrables A =
⋃

Ai ave
 diamAi 6 ε. Si on se restreint aux parties

boréliennes, on peut voir qu'on obtient une mesure dénombrablement additive pour

tout p > 0. Dans E = Rn
ave
 sa stru
ture eu
lidienne habituelle, 
ette mesure 
oïn
ide

pour p entier ave
 la mesure d'aide eu
lidienne p-dimensionnelle, à un fa
teur de

proportionnalité près lié au volume de la boule eu
lidienne de dimension p. Mais pour p
non entier, on obtient en
ore des mesures très utiles qui servent par exemple à 
al
uler la

� dimension de Hausdor� � des objets fra
tals. La dé�nition (12.1) fon
tionne tout aussi

bien dans un espa
e métrique quel
onque, par exemple dans les variétés riemanniennes.

Une autre idée importante de Hausdor� est l'existen
e d'une stru
ture métrique

naturelle sur l'ensemble des parties 
ompa
tes d'un espa
e métrique (E, d). Si K, L
sont deux parties 
ompa
tes de E, la distan
e de Hausdor� de K et L est dé�nie 
omme

(12.2) dH(K,L) = max
{
max
x∈K

min
y∈L

d(x, y),max
y∈L

min
x∈K

d(x, y)
}
.

On peut véri�er que dH est bien une distan
e ; l'ensemble K(E) des parties 
ompa
tes

de E est ainsi muni d'une stru
ture d'espa
e métrique. Lorsque (E, d) est 
ompa
t, on

peut montrer que (K(E), dH) est lui-même 
ompa
t.

13. Les travaux de Mikhail Gromov

L'étude des stru
tures métriques 
onstitue en
ore aujourd'hui un sujet de re
her
hes

extrêmement a
tif ; on peut 
iter en parti
ulier les travaux de Mikhail Gromov [Gro℄
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sur les espa
es de longueurs et les � espa
es de modules � de variétés riemanniennes et

leurs 
ompa
ti�
ations.

Mikhail Gromov (1943� ), prix Abel 2009

Un espa
e de longueurs est par dé�nition un espa
e métrique (E, d) tel que pour tous
points A,B de E il existe un point �milieu � I tel que d(A, I) = d(I, B) = 1

2d(A,B). Si
l'espa
e E est 
omplet, on peut alors 
onstruire par di
hotomies su

essives un 
hemin

γ d'extrémités A, B tel que d(A, γ(t)) = t d(A,B) et d(γ(t), B) = (1 − t) d(A,B)
pour tout t ∈ [0, 1], 
e qui peut être vu 
omme une géodésique joignant A et B.

Il s'agit là d'une généralisation fru
tueuse des variétés riemanniennes � et don
 en

parti
ulier des géométries eu
lidiennes et non eu
lidiennes. Un fait assez remarquable

est que l'on peut dé�nir par exemple le tenseur de 
ourbure d'une variété riemannienne

(M, g) en utilisant uniquement les propriétés in�nitésimales de la distan
e dans l'espa
e

de longueurs asso
ié : soit O un point 
hoisi 
omme origine, A = expO(εu) et

B = expO(εv) où u, v sont des ve
teurs tangents à M et ε > 0 un réel assez petit.

En�n, soit I le milieu de A, B pour la distan
e géodésique.

O

I

A

B

u

v

Alors le triangle géodésique in�nitésimal OAB véri�e à la limite

lim
ε→0

OA2 +OB2 − 2OI2 − 2AI2

OA2 OB2
= −1

6

〈R(u, v)u, v〉g
‖u‖2g ‖v‖2g

,(13.1)

lim
ε→0

OA2 +OB2 − 2OI2 − 2AI2

OA2 OB2 − (OI2 −AI2)2
= −1

6

〈R(u, v)u, v〉g
‖u ∧ v‖2g

,(13.2)

où R est le tenseur de 
ourbure riemannien. Le numérateur OA2+OB2−2OI2−2AI2

est nul en géométrie eu
lidienne (théorème de la médiane !), et la déviation par rapport
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au 
as eu
lidien s'exprime essentiellement en fon
tion de la 
ourbure se
tionnelle.

Preuve : bel exer
i
e pour le le
teur !

Si X et Y sont deux espa
es métriques 
ompa
ts quel
onques , on dé�nit leur distan
e

de Gromov-Hausdor� dGH(X, Y ) 
omme étant l'inf des distan
es dH(f(X), g(Y )) pour
tous les plongements isométriques possibles f : X → E, g : Y → E de X et Y dans un

même espa
e métrique 
ompa
t E. Ce
i fournit par une notion pré
ieuse pour l'étude

des déformations des variétés riemanniennes 
ompa
tes, et pour la 
ompa
ti�
ation de

leurs � espa
es de modules �.

Bibliographie

[Art℄ Emil Artin, Geometri
 Algebra, Inters
ien
e publishers In
., New York, 1957, télé
hargeable à

http://ia700300.us.ar
hive.org/24/items/geometri
algebra033556mbp/

geometri
algebra033556mbp.pdf

[Des℄ René Des
artes, La Géométrie, appendi
e du Dis
ours de la méthode, disponible sur le projet

Gutenberg http://www.gutenberg.org/files/26400/26400-pdf.pdf

[Die℄ Jean Dieudonné, Algèbre linéaire et géométrie élémentaire, Hermann, 1968, 240 pages

[Eu
℄ Eu
lid, Eu
lid's elements of geometry, tradu
tion anglaise du Gre
 par Ri
hard Fitzpatri
k,

http://farside.ph.utexas.edu/eu
lid/Elements.pdf

[Gro℄ Mikhail Gromov, Stru
tures métriques pour les variétés riemanniennes, édité par J. Lafontaine

et P. Pansu, Textes Mathématiques, no. 1, CEDIC, Paris, 1981, translated by S.M. Bates,

Metri
 Stru
tures for Riemannian and Non-Riemannian Spa
es, Birkhäuser, 1999

[Hau℄ Felix Hausdor�, Dimension und äusseres Mass, Mathematis
he Annalen 79, 1-2 (1919)

157�179, and Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig, 1914. viii + 476 pages, tradu
tion anglaise

Set Theory, Ameri
an Mathemati
al So
., 1957, 352 pages

[Hil℄ David Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner, Leipzig, 1899, tradu
tion anglaise The

Foundations of Geometry, by E.J. Townsend (2005), disponible sur le projet Gutenberg,

http://www.gutenberg.org/files/17384/17384-pdf.pdf

[Lob℄ Nikolai Loba
hevski, Geometri
al resear
hes on the theory of parallels,

http://quod.lib.umi
h.edu/u/umhistmath/AAN2339.0001.001/1?rgn=full+text;view=pdf

[Pas℄ Moritz Pas
h, Vorlesungen über neuere Geometrie, Teubner, Leipzig, 1882, télé
hargeable à

https://ia700308.us.ar
hive.org/32/items/vorlesungenbern00pas
goog/

vorlesungenbern00pas
goog.pdf

[Poi℄ Henri Poin
aré, ×uvres, tome 2, 1916 - Fon
tions fu
hsiennes, et Les géométries non

eu
lidiennes http://www.univ-nan
y2.fr/poin
are/bhp/

[Pon℄ Jean-Vi
tor Pon
elet, Traité des propriétés proje
tives des �gures, Gauthier-Villars, Paris,

1866, télé
hargeable à http://galli
a.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k5484980j

[Rie℄ Bernhard Riemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Fun
tionen einer verän-

derli
hen 
omplexen Grösse, Inauguraldissertation, Göttingen, 1851, and Ueber die Hypothe-

sen, wel
he der Geometrie zu Grunde liegen, Habilitationss
hrift, 1854, Abhandlungen der

Königli
hen Gesells
haft der Wissens
haften zu Göttingen, 13 (1868), tradu
tion anglaise On

the Hypotheses whi
h lie at the Bases of Geometry, http://www.emis.de/
lassi
s/Riemann/


