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Le 
on
ept de dimensionLa dimension d'un � espa
e � (ensemble de points dans lequel on se pla
e) est 
lassique-ment le nombre de 
oordonnées né
essaires pour repérer un point de 
et espa
e. C'estdon
 a priori un nombre entier. On va introduire i
i une notion plus générale, qui 
onduità des dimensions non né
essairement entières.Objet de dimension 1
×3
 ×31Par une homothétie de rapport 3, la mesure (longueur) est multipliée par 3 = 31, l'objetrésultant 
ontient 3 fois l'objet initial. La dimension d'un segment est 1.Objet de dimension 2
×3
 ×32

Par une homothétie de rapport 3, la mesure (aire) de l'objet est multipliée par 9 = 32,l'objet résultant 
ontient 9 fois l'objet initial. La dimension du 
arré est 2.En généralisant, pour un objet de dimension d, l'e�et d'une homothétie de rapport 3 estde multiplier la mesure par 3d.Qu'en est-il d'un ensemble fra
tal ?Prenons l'exemplede la 
ourbe de Ko
h(ou �o
on de neige)obtenue par itérationdu pro
édé 
i-
ontre −→



×3
 Par une homothétie de rapport 3, l'objet devient un objet de nature identique, 
ontenant

4 mor
eaux de même taille que l'objet initial, don
 de mesure 4 fois plus grande. Ce
i
onduit à poser
3d = 4 =⇒ d =

ln 4

ln 3
= 1.26185950714 . . .Il nous faut admettre i
i que la dimension n'est pas un entier, mais un nombre 
omprisstri
tement entre 1 et 2 !Il est fa
ile de voir d'autre part que la longueur de la 
ourbe de Ko
h est in�nie : à
haque itération, la longueur est multipliée par 4/3, don
 si le segment initial est prispour unité, la longueur de la n-ième itération est (4/3)n, 
e qui tend vers l'in�ni. D'autrepart, l'aire est nulle. En e�et, par ré
urren
e sur le nombre d'itérations, on voit quela 
ourbe de Ko
h est entièrement 
ontenue dans le triangle iso
èle ayant pour base lesegment initial et une hauteur égale à √

3/6 fois 
ette base. Comme la n-ième itérationdé
oupe dans la 
ourbe de Ko
h 4n parties dont la taille est homothétique à la 
ourbetoute entière dans le rapport 3−n, 
elle-
i est 
ontenue dans une réunion de 4n petitstriangles d'aire √
3/12 × (3−n)2, soit une aire totale √

3/12 × 4n × 9−n, qui tend bienvers 0 quand n → +∞.A titre d'exer
i
e, on pourra 
her
her à évaluer la dimension du � triangle de Sierpinski ��guré 
i-dessous. Ce fra
tal est obtenu en partant d'un triangle équilatéral, puis en enle-vant le triangle 
entral dans un dé
oupage en 4 triangles semblables dans le rapport 1/2.On répète ensuite indé�niment le pro
édé sur tous les triangles obtenus à 
haque étape.

On montrera fa
ilement que l'aire du triangle de Sierpinski est nulle. De manière analogue,on 
onstruit le � tapis de Sierpinski � en partant d'un 
arré, en le divisant en 9 
arréshomothétiques dans le rapport 1/3 et en enlevant le 
arré 
entral. Dans l'espa
e dedimension 3, l'� éponge de Sierpinski � est obtenue à partir d'un 
ube divisé en 27 petits
ubes, privé du 
ube 
entral. On montrera que son aire est in�nie, tandis que le volumeest nul.



Mesures de Hausdor�Les 
onsidérations qui pré
èdent se généralisent à l'aide des mesures p-dimensionnellesintroduites par Felix Hausdor� (1868-1942) � l'un des fondateurs de la topologie moderne.Si (E, d) est un espa
e métrique quel
onque, on dé�nit la mesure de Hausdor� p-dimension-nelle d'une partie A de E par
Hp(A) = lim

ε→0
Hp,ε(A), Hp,ε(A) = inf

diam Ai≤ε

∑

i

(diamAi)
poù Hp,ε(A) est la borne inférieure des sommes ∑

i(diamAi)
p étendue à toutes les parti-tions dénombrables A =

⋃

Ai ave
 diamAi ≤ ε.Intuitivement, on 
har
he à paver A par des parties Ai dont on évalue la p-mesure 
ommesi elles étaient des � hyper-
ubes � de dimension p, puis on améliore la pré
ision en de-mandant que le diamètre des Ai tende vers zéro.On montre que Hp dé�nit une �mesure borélienne dénombrablement additive �, 
'est-à-dire qu'elle est dé�nie sans ambiguité sur tous les ouverts, fermés et leurs unions, interse
-tions �nies ou dénombrables répétées autant de fois que l'on veut, ave
 la propriété que
Hp(

⋃

Ai) =
∑

i Hp(Ai) pour de parties boréliennes disjointes � sur les parties non boréli-ennes, on obtient seulement une �mesure extérieure � qui véri�e Hp(
⋃

Ai) ≤
∑

i Hp(Ai).Dans E = Rn ave
 sa stru
ture eu
lidienne habituelle, 
ette mesure 
oïn
ide pour p entierave
 la mesure d'aide eu
lidienne p-dimensionnelle, à un fa
teur de proportionnalité prèségal au volume de la boule eu
lidienne de dimension p et de diamètre 1. Ces mesurespermettent de donner une dé�nition pré
ise de la � dimension de Hausdor� � :Dé�nition. Si (E, d) est un espa
e métrique et A une partie de E, ont dit que A est dedimension de Hausdor� égale à p0 si on a
Hp(A) = +∞ pour p < p0 et Hp(A) = 0 pour p > p0.Il est fa
ile de voir que dans Rn, la dimension d'une partie quel
onque est toujours dedimension ≤ n (
'est-à-dire que Hp(A) = 0 pour p > n) : on pourra pour 
ela 
ommen
erpar montrer que la Hp-mesure d'un n-
ube est nulle pour p > n, puis utiliser la sous-additivité dénombrable à l'aide d'un re
ouvrement de A par des 
ubes. Par ailleurs, engénéral, on ne peut rien dire sur Hp0

(A), 
ette valeur peut très bien être nulle, �nie ouin�nie.



Systèmes dynamiques dis
retsL'une des façons les plus usuelles d'obtenir des objets fra
tal est de 
onsidérer un � systèmedynamique �. D'un point de vue mathématique, il s'agit simplement de 
onsidérer une
ertaine transformation 
ontinue f : X → X d'un espa
e X , puis de regarder l'évolutiondes points par itération de f . Autrement dit, étant donné un point initial x0, on regardela suite dé�nie par la relation de ré
urren
e xn+1 = f(xn), 
'est-à-dire en
ore 
e qu'onappelle l'orbite de x0 sous l'a
tion des 
omposées su

essives
f [n] = f ◦ f ◦ · · · ◦ f : X → X, xn = f [n](x0).En mathématiques, on 
her
he toujours à étudier d'abord les situations non triviales lesplus simples possibles. L'une de 
elles-
i 
onsiste à regarder dans le plan 
omplexe C latransformation quadratique

Pc : C → C, Pc(z) = z2 + c où c est un paramètre.On 
onsidère don
 l'orbite zn = P
[n]
c (z0) d'un point z0 ∈ C donné. On notera que

P
[2]
c (z) = (z2 + c)2 + c est un polyn�me de degré 4 ; de manière générale, P

[n]
c est unpolyn�me de degré 2n. On introduit par dé�nition :Ensemble de Julia de Pc. On appelle ensemble de Julia rempli Kc l'ensemble des pointsinitiaux z0 tels que la suite (zn) reste bornée, et ensemble de Julia le bord Jc = ∂Kc del'ensemble de Julia rempli Kc.Si c = 0, on a simplement P

[n]
0 (z) = z2n et on voit aussit�t que K0 
onsiste en le disqueunité fermé |z| ≤ 1 (don
 J0 est le 
er
le unité). Pour tout autre valeur c 6= 0 onobtient un ensemble fra
tal. Voi
i par exemple une image de Jc et Kc pour la valeur

c = 0, 328075517 + 0, 022051744 i du paramètre :
Kc

On notera que si on rempla
e z0 par z′0 = z1 = Pc(z0), on obtient la même suite ave
simplement un dé
alage d'indi
e, don
 z0 ∈ Kc si et seulement si z′0 = Pc(z0) ∈ Kc. Par
onséquent, 
e
i montre que Pc(Kc) = Kc et P−1
c (Kc) = Kc, autrement dit Jc et Kc sontauto-similaires sous l'a
tion de la transformation Pc.



La propriété d'autosimilarité est une 
ara
téristique assez générale des objets fra
tals -notamment tous 
eux obtenus par le pro
édé qui vient d'être dé
rit. Il existe 
epen-dant des objets fra
tals plus 
ompliqués, 
omme l'ensemble de Mandelbrot (du nom dumathémati
ien fran
o-améri
ain Benoît Mandelbrot, né à Varsovie en 1924).Ensemble de Mandelbrot C'est l'ensemble M des valeurs 
omplexes c du paramètretelles que l'ensemble de Julia Kc asso
ié à Pc soit 
onnexe.

M

Kc

Kc′

×
c = 0

L'ensemble de Mandelbrot M 
onsiste en le domaine intérieur blan
 de la partie droitede l'image (ave
 ses in�nies rami�
ations . . .). Sur 
ette partie droite �gurent aussi laposition de deux valeurs 
omplexes c et c′ (points rouge et violet), et, à gau
he, lesensembles de Julia asso
iés Kc et Kc′ . On voit que Kc est 
onnexe, don
 c est dansl'ensemble de Mandelbrot, tandis que Kc′ n'est pas 
onnexe, don
 c′ n'est pas dans M .Si on note Mz0
l'ensemble des valeurs de c telles que la suite zn de point initial z0 = 0soit bornée, on peut démontrer que l'on a en fait M = M0. L'ensemble de Mandelbrot Mest seulement partiellement auto-similaire ; il 
omporte des parties qui sont des répliquesapproximatives de l'ensemble 
omplet, mais aussi d'autres qui sont dissemblables :



La stru
ture de M est beau
oup plus 
ompliquée que 
elle des ensembles de Julia Jc,
omme il est déjà apparent sur les images 
i-dessus. On sait par exemple que M est
onnexe, mais on ne sait pas à 
e jour si M est lo
alement 
onnexe ; rappelons qu'un espa
eest dit lo
alement 
onnexe si tout point admet des voisinages 
onnexes arbitrairementpetits. L'espa
e appelé � peigne dénombrable � est un exemple typique d'espa
e 
onnexenon lo
alement 
onnexe :
Le mathémati
ien japonais Shishikura a pu démontrer en 1992 que la frontière de l'en-semble de Mandelbrot est de dimension de Hausdor� 2 (don
 maximale dans le plan),mais on ne sait pas si sa mesure 2-dimensionnelle est nulle ou non (les experts pensentque 
ette mesure est bien nulle, avis aux amateurs !).Pour obtenir l'image de M = M0 à l'aide d'un programme d'ordinateur, on pro
ède
omme suit. On 
onvient d'une valeur assez grande, disons 109, qui teste le 
ara
tère nonborné de la suite, et un nombre d'itérations assez grand, disons N = 150. Étant donnéune valeur 
omplexe c �xée représentée par un pixel de l'é
ran d'ordinateur, on 
al
ulela suite zn telle que z0 = 0 et zn+1 = Pc(z0), pour n ≤ N = 150. Si toutes 
es valeursrestent inférieures à 109, il est probable que la suite (zn) est bornée, don
 on dé
ide que
c ∈ M (ou du moins dans son approximation 
al
ulée par l'ordinateur), et on a�e
te la
ouleur blan
he au pixel. Sinon il existe une valeur n0 < N = 150 telle que |zn| ≤ 109pour n 6= n0, et |zn| > 109 pour n = n0 + 1. On arrête alors le 
al
ul en estimantque la suite (zn) va tendre vers l'in�ni, et on a�e
te au pixel une 
ouleur (brunâtre ouviolette dans les deux images de la page pré
édente) qui dépend de la valeur de n0 : surla s
héma 
i-dessus, la 
ouleur est d'autant plus fon
ée que n0 est plus grand. Ce
i donneles zones 
olorées qui � entourent � l'ensemble de Mandelbrot. En réalité, il ne s'agit pasd'un simple arti�
e de représentation graphique, 
es zones 
olorées ont une signi�
ationmathématique et physique. On peut en e�et regarder les fon
tions

Gn(z, c) = 2−n log+ |P [n]
c (z)|où log+ t = max(0, log t) est la partie positive du logarithme. Du fait que P

[n]
c est dedegré 2n, on peut démontrer assez fa
ilement que Gn(z, c) 
onverge vers une fon
tion

G(z, c) ≥ 0 qui est nulle sur le graphe Γ = {(z, c) ∈ C2 ; z ∈ Kc} (là où la suite P
[n]
c (z)est bornée), et stri
tement positive en dehors de Γ. La valeur de G(z, c) mesure la vitesseà laquelle la suite tend vers l'in�ni. Comme les fon
tions holomorphes sont harmoniques,on véri�e fa
ilement que ∆zG(z, c) = 0 pour z /∈ Jc. La fon
tion z 7→ G(z, c) s'interprète
omme le potentiel éle
trostatique 
réé par un 
ondu
teur métallique 
ylindrique quiaurait la forme de Kc, et dont le bord Jc = ∂Kc serait 
hargé éle
triquement. Les zones
olorées évoquées plus haut sont délimitées par les lignes équipotentielles . . .



L'ensemble Γ est quand à lui un ensemble fra
tal de 
omplexité monstrueuse dans C
2(don
 dans un espa
e de dimension réelle 4), dont les tran
hes c = Cte sont les ensemblesde Julia remplis Kc, tandis que les tran
hes z = Cte sont les ensembles de Mandelbrot Mz.

z ∈ C

c

Mz

Kc

Γ

Le programme gnofra
t4d permet d'explorer 
e fra
tal quadridimensionnel. Pour lesexperts, signalons que le (1, 1)-
ourant positif T = i∂∂G(z, c) dans C2 a pré
isément
omme support l'intérieur de Γ, ses tran
hes sont don
 les ensembles Mz et Jc. Lathéorie des 
ourants positifs est un outil essentiel de l'analyse 
omplexe 
ontemporaine,parti
ulièrement pour l'étude des systèmes dynamiques holomorphes . . .Logi
ielsVoi
i 3 logi
iels libres assez agréables à utiliser :� Fra
tint : http://www.fra
tint.org (Linux/Ma
OS X/Windows)� Xaos : http://wmi.math.u-szeged.hu/xaos/doku.php (Linux/Ma
OS X/Windows)� Gnofra
t4d : http://gnofra
t4d.sour
eforge.net/ (Linux/Ma
OS X)Sous Windows, un logi
iel réputé (mais non libre) est :� Ultrafra
tal : http://www.ultrafra
tal.
om



L'entropie topologiqueOn 
onsidère de nouveau une transformation f : X → X , et on 
her
he à mesurer� 
ombien f mélange � l'espa
e X . Voi
i une illustration de la transformation dite duboulanger (ou de la � pâte feuilletée �), du 
arré unité dans lui-même, itérée 17 fois :

La transformation du 
arré X = [0, 1]2 �gurée 
i-dessus est donnée par
f(x, y) =

(

2x, (1 + y)/2
) si x ≤ 1/2, f(x, y) =

(

2x − 1, (1 − y)/2
) si x ≥ 1/2.La périodi
ité d'ordre 17 observée i
i est un artefa
t dû à la dis
rétisation de l'image en
arrés de 256 × 256 pixels.



En réalité la transformation du boulanger est apériodique et 
onduirait à un mélangeparfait de l'image si 
elle-
i était non dis
rétisée.D'un point de vue mathématique, le mélange plus ou moins grand provoqué par la trans-formation f est dé
rit par un nombre appelé � entropie topologique �. Voi
i une dé�nitionpré
ise, due à Bowen et Dinaburg.Dé�nition. Soit (X, d) un espa
e métrique 
ompa
t et f : X → X une appli
ation
(supposée en général 
ontinue). On dé�nit une nouvelle distan
e dn en posant

dn(x, y) = max{d(f [i](x), f [i](y)) : 0 ≤ i < n}.On appelle N(n, ε) le nombre maximum de points de X qui sont à des distan
es mu-tuelles ≥ ε pour dn. Alors l'entropie topologique de f est dé�nie 
omme étant le nombre
htop(f) = lim

ε→0

(

lim sup
n→∞

1

n
log N(n, ε)

)

.Dans le 
as où la transformation f est périodique de période n0, le nombre N(n, ε) ne
roît plus quand n ≥ n0 et on voit don
 que htop(f) = 0. Intuitivement, f n'entraînealors ni mélange ni perte d'information quand le nombre n d'itérations tend vers +∞.À l'attention des experts, nous voudrions signaler que l'entropie topologique est liée à desinvariants topologiques importants de la transformation f . Voi
i les deux résultats lesplus signi�
atifs dans 
ette dire
tion.Inégalité de Yomdin. Si f est une transformation C∞ d'une variété 
ompa
te X alors
htop(f) ≥ log ρ(f∗)où ρ(f∗) est le rayon spe
tral de la transformation linéaire induite en homologie

f∗ : H∗(X, R) → H∗(X, R)
'est-à-dire sa plus grande valeur propre, 
omme endomorphisme de l'espa
e ve
toriel dedimension �nie H∗(X, R).Égalité de Gromov-Yomdin. Si f est une transformation algébrique d'une variétéproje
tive 
omplexe X, on a l'égalité :
htop(f) = log ρ(f∗).Logi
iel utilisé :La transformation du boulanger a été 
al
ulée et illustrée au moyen du programme Javatransfo.jar disponible sur la page � Les transformations bije
tives d'images � par Jean-Paul Delahaye et Philippe Mathieu, à l'URLhttp://www2.lifl.fr/˜mathieu/transform/



Flots de 
hamps de ve
teursL'étude de l'évolution de systèmes physiques au 
ours du temps se ramène très fréquem-ment à l'étude d'équations di�érentielles portant sur des paramètres dépendant dutemps t. Pour un système physique 
omplexe, il y a en général un grand nombre deparamètres (position des parti
ules, température, pression, . . .).Très souvent, l'équation di�érentielle à étudier fait intervenir des dérivées d'ordre supé-rieur à un. C'est presque toujours le 
as en mé
anique, puisque la relation fondamentale dela dynamique met en jeu l'a

élération γ = d2x/dt2. Dans 
ette situation, il est toujourspossible de se ramener à un système d'équations di�érentielles d'ordre 1 en augmentantle nombre de paramètres : dans le 
as de l'a

élération par exemple, il su�t d'introduirela vitesse v = dx/dt 
omme paramètre supplémentaire, 
e qui transforme une équation en
t, x, dx/dt, dx2/dt2 en un système d'équations portant seulement sur t, x, v, dx/dt = vet dv/dt.De manière générale, d'un point de vue mathématique, on est ramené à l'étude d'unespa
e de phase Ω qui est (lo
alement au moins) un domaine d'un espa
e Rn ave
 n assezgrand, et une équation d'évolution de la forme

−−→
dM

dt
=

−→
V (M), M = (x1, . . . , xn) ∈ Ωdans 
et espa
e de phases, où M 7→ −→

V (M), Ω → Rn est 
e qu'on appelle un 
hamp deve
teurs sur l'espa
e Ω. Autrement dit, on doit étudier un système di�érentiel de la forme
(S)



















dx1

dt
= V1(x1, . . . , xn)

. . .
dxn

dt
= Vn(x1, . . . , xn).Le 
as où le 
hamp −→

V (M) dépend lui aussi du temps se ramène aussi à 
e formalisme enintroduisant la variable supplémentaire xn+1 = t (ave
 l'équation évidente dxn+1/dt = 1).D'un point de vue mathématique, toutes les équations di�érentielles dépendant de laseule variable temporelle se ramènent don
 à des systèmes du type (S) pré
édent, auxnotations près. Le point M = (x1, . . . , xn) doit être vu i
i 
omme une des
ription del'état du système. Étant donné un état M0, il est parti
ulièrement important de 
om-prendre 
e qui se passe au voisinage : le théorème dit de Cau
hy-Lips
hitz a�rme quesi les fon
tions Vj(M) sont di�érentiables et de dérivées bornées, il existe toujours unesolution unique M(t) telle que M(0) = M0 sur un 
ertain intervalle de temps ] − a, a[
ontenant 0 : on peut don
 prédire exa
tement l'évolution sur un petit intervalle de tempsvers le futur, et 
al
uler aussi les états antérieurs à partir de l'état 
onnu en t = 0. Demanière surprenante, si les fon
tions Vj ne sont que 
ontinues, l'état du système peutêtre imprédi
tible, 
omme on le voit déjà ave
 l'équation dx/dt = 2
√

|x| qui admet deuxsolutions x(t) = 0 et x(t) = t2 partant du même état initial x(0) = 0 !L'étude qualitative des solutions lo
ales du système (S) dépend beau
oup de la valeur duve
teur −→V (M0) dans l'état initial.



Premier 
as : −→
V (M0) 6= −→

0 . Dans 
e 
as, l'angle entre −→
V (M) et −→

V (M0) tend vers 0quand M tend vers 0. Par 
onséquent, les tangentes aux lignes intégrables sont sensible-ment parallèles les unes aux autres dans un petit voisinage de M0. Un tel point M0 estdit régulier :

M

M0 −→
V (M)

−→
V (M0)

On peut démontrer dans 
ette situation qu'il existe lo
alement un 
hangement de 
oor-données (xi) 7→ (Xi) dans l'espa
e des phases Ω, qui ramène le système (S) à 
elui dé�nipar un 
hamp 
onstant : les traje
toires sont don
 simplement des droites parallèles par-
ourues à vitesse uniforme (mais seulement dans les nouvelles 
oordonnées, pas dans lesan
iennes). L'étude lo
ale est don
 en fait extrêmement simple dans 
e 
as.Deuxième 
as : −→
V (M0) =

−→
0 . On voit alors fa
ilement sur des exemples qu'il y aplusieurs 
on�gurations géométriques possibles pour le 
hamp des tangentes, 
e
i déjà endimension 2 :

−→
V

(

x
y

)

=

(

x
y

)

−→
V

(

x
y

)

=

(

x
−y

)

−→
V

(

x
y

)

=

(

−y
x

)Si −→V (M0) =
−→
0 , on dit que M0 est un point singulier du 
hamp de ve
teurs. Un telpoint donne évidemment une solution 
onstante M(t) = M0 de (S), 
e qui 
orrespondphysiquement à un � état d'équilibre �. Cependant, il y a toujours de petites impré
isionsdans la des
ription d'un système physique, on est don
 amené à se demander 
e qui sepasse pour des états évoluant à partir d'un état initial très pro
he de M0.On va étudier i
i assez pré
isément 
e qui se passe en dimension 2.



Après translation éventuelle des 
oordonnées, on peut supposer M0 = (0, 0). On a alorspar hypothèse V1(0, 0) = V2(0, 0) = 0, de sorte que le système di�érentiel peut se ré
rire














dx

dt
= V1(x, y) = ax + by + o(|x| + |y|)

dy

dt
= V2(x, y) = cx + dy + o(|x| + |y|).(en notant les 
oordonnées (x, y) plut�t que (x1, x2)). Si on introduit la matri
e

A =

(

a b

c d

)

=

(

∂V1/∂x(0, 0) ∂V1/∂y(0, 0)

∂V2/∂x(0, 0) ∂V2/∂y(0, 0)

)

.le système di�érentiel (S) peut être approximé près de (0, 0) par le système linéaire
(S1)

dM

dt
= AMon dit que (S1) est une approximation linéaire de (S). En général, si le point singulierest non dégénéré, 
'est-à-dire si det A 6= 0, les solutions de (S1) 
onstituent une bonneapproximation des solutions de (S) au voisinage de (0, 0) � du moins si la matri
e A n'estpas trop parti
ulière.Le gros avantage est qu'on 
onnaît expli
itement les solutions d'un tel système linéaire �quelle que soit la dimension d'ailleurs � elles sonts données par M(t) = etAM0 où etA estl'exponentielle matri
ielle.Lorsque la matri
e A est diagonalisable ave
 toutes ses valeurs propres réelles ou 
om-plexes, disons

A =









λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0... ...
0 . . . 0 λn







dans les nouvelles 
oordonnées Xi, les solutions sont données simplement par
Xi(t) = eλitXi,0.Le 
omportement dépend alors de manière 
ru
iale du signe de la partie réelle de 
esvaleurs propres : si Re λi < 0, la 
oordonnée Xi va 
onverger vers � l'état d'équilibre �

Xi = 0, tandis que si Re λi > 0, toute petit é
art initial Xi,0 par rapport à la postiond'équilibre Xi = 0 �nira par entraîner une très grande déviation (le 
as Re λi = 0 estindéterminé, 
omme on le verra plus loin).La stabilité est don
 essentiellement liée au signe des valeurs propres du système linéariséprès d'un point 
ritique. On peut démontrer le théorème important suivant :Théorème. Pour qu'un système di�érentiel (S) :
−−→
dM/dt =

−→
V (M) possède un état d'équi-libre stable M0 (en un point singulier M0 tel que −→

V (M0) =
−→
0 ), il su�t que la matri
e

A =
(

∂Vi/∂xj(M0)
) asso
iée au système linéarisé ait toutes ses valeurs propres 
omplexes

λi de partie réelle Re λi stri
tement négative.



Cas d'un 
hamp linéaire de ve
teurs en dimension 2Pour �xer les idées nous allons donner la représentation graphique des solutions de tousles systèmes linéaires non dégénérés de dimension 2, don
 des systèmes du type
(S)

dM

dt
= AM,











dx

dt
= ax + by

dy

dt
= cx + dy

où A =

(

a b
c d

)

, det(A) = ad − bc 6= 0.La dis
ussion dépend de manière essentielle de 
e que sont les valeurs propres λ1, λ2.(a) Les valeurs propres λ1, λ2 de A sont réelles.
• Supposons de plus λ1 6= λ2. Dans 
e 
as la matri
e A est diagonalisable. Après
hangement de base on peut supposer

A =

(

λ1 0

0 λ2

)et le système se réduit à














dx

dt
= λ1x

dy

dt
= λ2y

de solution {

x(t) = x0e
λ1t

y(t) = y0e
λ2t,de sorte que les 
ourbes intégrales sont les 
ourbes

y = C|x|λ2/λ1 , C ∈ Ret la droite d'équation x = 0. Distinguons deux sous-
as :
∗ λ1, λ2 de même signe et, disons, |λ1| < |λ2|. On a alors λ2/λ1 > 1. On dit qu'on aa�aire à un n÷ud impropre :

x

y

x

y

0 < λ1 < λ2n÷ud impropre instable λ2 < λ1 < 0n÷ud impropre stable



∗ λ1, λ2 de signes opposés, par exemple λ1 < 0 < λ2. Il s'agit d'un 
ol (toujours instable) :
x

y

• Les valeurs propres sont 
onfondues : λ1 = λ2 = λ. Deux 
as sont possibles :
∗ A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les 
ourbes intégrales sont donnéespar

{

x(t) = x0e
λt

y(t) = y0e
λt,
e sont les droites y = αx et x = 0. On dit qu'on a a�aire à un n÷ud propre :

x

y

x

y

λ > 0N÷ud propre instable λ < 0N÷ud propre stable
∗ A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matri
e A et lesystème s'é
rivent

A =

(

λ 0
1 λ

)

,















dx

dt
= λx

dy

dt
= x + λy.Le 
ourbes intégrales sont données par

{

x(t) = x0e
λt

y(t) = (y0 + x0t)e
λt.



Comme toute 
ourbe intégrale ave
 x0 6= 0 passe par un point tel que |x(t)| = 1, onobtient toutes les 
ourbes intégrales autres que x = 0 en prenant x0 = ±1, d'où










t =
1

λ
ln |x|

y = y0|x| +
x

λ
ln |x|On dit qu'il s'agit d'un n÷ud ex
eptionnel. Pour 
onstruire les 
ourbes, on tra
era parexemple d'abord la 
ourbe y = x

λ ln |x| passant par (x0, y0) = (±1, 0). Toutes les autress'en déduisent par homothéties.
x

y

x

y

λ > 0N÷ud ex
eptionnel instable λ < 0N÷ud ex
eptionnel stable(b) Les valeurs propres de A sont non réelles.On a des valeurs propres 
omplexes 
onjuguées α + iβ, α − iβ ave
 disons β > 0, et ilexiste une base dans laquelle la matri
e A et le système s'é
rivent
A =

(

α −β

β α

)

,















dx

dt
= αx − βy

dy

dt
= βx + αy.La manière la plus rapide de résoudre un tel système est de poser z = x + iy. On trouvealors

dz

dt
= (α + iβ)x + (−β + αi)y = (α + iβ)(x + iy) = (α + iβ)z,de sorte que la solution générale est

z(t) = z0e
(α+iβ)t = z0e

αteiβt.En 
oordonnées polaires z = reiθ, l'équation devient
{

r = r0e
αt

θ = θ0 + βt
, soit r = r0e

α
β

(θ−θ0)
.



Il s'agit d'une spirale logarithmique si α 6= 0 et d'un 
er
le si α = 0 (noter que 
e 
er
ledonne en général graphiquement une ellipse 
ar la base utilisée 
i-dessus n'est pas né
es-sairement orthonormée). On dit alors que le point singulier est un foyer, respe
tivementun 
entre :
α > 0Foyer instable α < 0Foyer stable α = 0CentreSi α 6= 0, le rapport d'homothétie de deux spires 
onsé
utives de la spirale est e2πα/β.Comme on le voit, la des
ription de la situation en dimension 2 est toujours très simple.C'est là un fait général, qui résulte du théorème dit de Poin
aré-Bendixson :Théor�eme de Poin
aré-Bendixson. Soit M 7→ −→

V (M) un 
hamp de ve
teurs de 
lasse
C1 dans un ouvert Ω du plan. On suppose qu'il existe une partie fermée bornée K ⊂ Ωne 
ontenant au
un zéro du 
hamp de ve
teurs −→

V et stable par l'équation d'évolution entemps t ≥ 0 [hypothèse qui implique en parti
ulier que les 
ourbes intégrales sont dé�nipour tout point initial (x0, y0) ∈ K et tout t ≥ 0 ]. Alors K est 
onstitué d'une réuniond'orbites périodiques du �ot.Bibliographie mathématique élémentaire :Jean-Pierre demailly,Analyse numérique et équations di�érentielles, Presses universitairesde Grenoble, 3e édition, 2006, ISBN 2-7061-0715-4.



Le système di�érentiel de Lorenz (1963)Contrairement à 
e qui se passe en dimension 2, les systèmes di�érentiels d'évolutionpeuvent dès la dimension 3 donner lieu à des situations géométriques très 
ompliquées età des 
omportements essentiellement � 
haotiques �.Nous allons illustrer 
e
i par un système di�érentiel 
élèbre, appelé système de Lorenz.Il s'agit dans l'espa
e Ω = R3 du système di�érentiel non linéaire
(S)































dx

dt
= 10(y − x)

dy

dt
= 28x − y − xz

dz

dt
= xy − 8

3
z.Voi
i quelques représentations graphiques des traje
toires (nous avons extrait les im-ages de l'exposé d'Étienne Ghys au Congrès International des mathémati
iens de Madrid(2006)) : on obtient 
e qu'on appelle l'attra
teur de Lorenz, qui a une stru
ture fra
tale.

La 
omplexité de 
es traje
toires est très grande. En parti
ulier, les traje
toires pério-diques forment des n÷uds, et il apparaît des n÷uds de di�érents types.



Voi
i quelques illustrations de n÷uds apparaissant au sein des traje
toires :

Un problème parti
ulièrement intéressant étudié par Ghys est de 
lassi�er tous les typesde n÷uds pouvant apparaître dans l'attra
teur de Lorenz, et ensuite, de déterminer lafaçon dont ils peuvent s'enla
er :

Il est surprenant de 
onstater que du 
haos émerge tout de même 
ertaines formes d'ordreextrêmement 
omplexes, 
orrespondant à des situations mathématiques très ri
hes . . .Référen
es.Étienne Ghys, http://www.umpa.ens-lyon.fr/˜ghys/et en parti
ulier, surhttp://www.umpa.ens-lyon.fr/˜ghys/Publis.htmll'exposé Knots and Dynami
s, Pro
eedings du Congrès International de Madrid 2006,http://www.umpa.ens-lyon.fr/˜ghys/arti
les/i
m.pdfhttp://www.umpa.ens-lyon.fr/˜ghys/arti
les/ghys-i
m.pdf


