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Résumé. — Soit T un courant positif fermé sur un voisinage de 0 dans C™ . Nous montrons
que T admet un cone tangent (limite de la famille de ses homothétiques), dés que les masses
projectives v (r) convergent assez vite vers v (0) pour que (vr(r) — vr(0))/r soit localement
sommable en » = 0 . Cette condition suffisante est optimale : nous construisons des courants de
bidegré (1,1) n’ayant pas de cone tangent, tels que 'intégrale de (v (r) — v (0))/r soit aussi peu
divergente qu’on le souhaite. Lorsque T est le courant d’intégration sur un ensemble analytique,
on vérifie que vp(r) — vp(0) = O(r¢) , ce qui redonne le théoréme de Thie-King sur I’existence
du cone tangent.

Abstract. — On the existence of the tangent cone to a closed positive current.

Let T be a closed positive current on a neighborhood of 0 in C™ . It is shown that 7" admits a
tangent cone (limit of the family of its homothetic currents), provided that the projective masses
vp(r) converge fast enough to v (0) in order that (vp(r) — vp(0))/r be locally sommable at
r = 0 . This sufficient condition is optimal : we construct currents of bidegree (1,1) which have
no tangent cone, such that the integral of (v (r) — v (0))/r is as slowly divergent as we wish.
When T is the current of integration over an analytic set, it is shown that vy (r) —vr(0) = O(r¢) .
This gives a new proof of Thie-King’s existence theorem for the tangent cone.

1. Notations et principaux résultats.

Soit T' un courant positif fermé de bidimension (p,p) sur un voisinage ouvert
2 de 0 dans C™ . Nous renvoyons le lecteur a P. Lelong [Le| ou a [L-G] pour les
définitions et résultats fondamentaux concernant les courants positifs fermés. Si
he désigne I’homothétie complexe de rapport a € C* | on s’intéresse au probleme
de lexistence d’une limite faible pour la famille de courants (h’T') lorsque |a| tend
vers 0 . Une telle limite, si elle existe, est appelée cone tangent au courant 17" . La
question de savoir si le cone tangent existe toujours a été soulevée par plusieurs
auteurs, en particulier R. Harvey [Ha] en 1975.

Mentionnons les principaux résultats connus a ce jour. Lorsque T est le
courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique A C B(R) , on sait
que le cone tangent existe et coincide avec le courant d’intégration sur le cone
tangent géométrique a A , muni de multiplicités convenables sur chacune de ses
composantes irréductibles : ce résultat a été démontré par P. Thie [Th] en 1967
et R. King [Kg] en 1971. Tres récemment, C.O. Kiselman [Km] a montré que la
réponse générale est négative, en construisant une fonction plurisousharmonique



u telle que le courant i00u n’a pas de cone tangent. Simultanément, et suite &
une suggestion du deuxieme auteur, le premier auteur de ce travail obtenait une
condition suffisante d’existence du cone tangent : voir [Bll] pour une méthode
simple relative au cas des courants de bidegré (1,1) , et [BI2] pour le cas général.
Le présent travail reprend en partie le preprint [Bl2] et la These de 3éme Cycle
du troisieme auteur : outre la condition suffisante déja mentionnée, nous obtenons
une deuxieme condition suffisante plus naturelle et montrons que les techniques
de [BI1], [B12] pour les homothéties de rapport réel s’appliquent aussi au cas des
homothéties de rapport complexe. Nous utiliserons les notations classiques :

a=1i00log|z|, B= %(95‘2‘2 ;

(%) T =279 Z Tr.jdzrNdzZy, q=n—p.
[1=]J]=q
La mesure trace de T est par définition la mesure positive
3P
(%*) JT:T/\H:ZTLI.T
[I]=q

ou 7 =2""dzxn Ndzy N\ ... Nidz, AN dZ, . On pose enfin or(r) = or (B(T)) , ol
B(r) désigne la boule euclidienne ouverte de centre 0 et de rayon r dans C™ | et
on considere la masse projective

O'T(T’)
Py [pl
quotient de o (r) par le volume de la boule de rayon r dans CP . On sait d’apres
Lelong [Le| que v (r) est fonction croissante de r . La limite v (0) = lim, 4 vp(r)
est appelée nombre de Lelong de T au point 0 . Notre principal résultat est le :

(k) vp(r) =

THEOREME 1. — Le cone tangent & T au point 0 existe pourvu que la masse
projective de T vérifie 'une ou 'autre des deux conditions :

(a) /OTO \/VT(T) ; vr(r/2) dr < 400, (b) /OTO vr(r) = vr(0) dr < +o00

r

pour rg assez petit.

La condition (a) est celle obtenue dans [Bl1] et [Bl2], tandis que (b) est celle
obtenue dans [Mz]. Les conditions (a) et (b) mesurent toutes deux la maniére dont
v (1) converge vers sa limite quand r tend vers 0 . Il est facile de voir néanmoins
qu’aucune des deux conditions n’implique 'autre. La construction de Kiselman
[Km| permet de voir que la condition (b) est en un certain sens optimale :

THEOREME 2. — Supposons n > 2 et soit n : ]0,1] —]0, 1] une fonction
continue croissante telle que lim,_on(r) = 0 . Alors il existe une fonction
plurisousharmonique u sur C" telle que le courant T = i00u n’a pas de cone
tangent, bien que

/1 n(r) vr(r) = vr(0) dr < +o00 .
0



Nous obtenons en fait un résultat plus précis, analogue a celui de [Km)],
montrant que l’ensemble limite de (h}7) peut étre une partie fermée connexe
quelconque dans ’ensemble des courants coniques de nombre de Lelong égal a
vr(0) . Par ailleurs, le théoréme 1 redonne le résultat de Thie-King affirmant
I’existence du cone tangent a un courant d’intégration sur un ensemble analytique;
dans ce cas, la convergence des intégrales (a) et (b) est assurée par l'estimation
suivante :

THEOREME 3. — Pour tout ensemble analytique A de dimension pure p fermé
dans Q , le courant [A] vérifie une estimation
V[A](T> — V[A](O> < CT€

pour r assez petit, avec des constantes C',e > 0 convenables.

Des calculs plus poussés utilisant les techniques de Barlet [Ba] permettraient
sans doute de montrer que vj4)(7) —v[4)(0) admet un développement asymptotique
en fonction des puissances de 7 et de logr , mais nous n’avons pas cherché a obtenir
ce résultat ici.

2. Formule de Lelong-Jensen et conséquences.

Soit T un courant de bidimension (p,p) défini sur un ouvert Q C C" et 17 ;
ses coefficients comme dans (x) . Rappelons que T est dit (faiblement) positif si
T Niug AT A. . .Niuy, AT, est une mesure positive pour tout systeme de (1, 0)-formes
u; de classe C°° . Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.1. — Soit \; = X;; ...\, , o A1,..., A, sont des réels > 0
quelconques. Pour tout courant positif T' de bidimension (p,p) , les mesures
coefficients Iy ; vérifient I'inégalité :

ATyl <20 AT
M

ou M décrit I’ensemble des multi-indices tels que M D INJ et M C I U.J , avec
|M|=q=n—p.

Démonstration. — Soient I, .J tels que |I| = |J| = q.Posons K =CI, L =C(.J,
avec |[K| = |L| =p . Alors

T[’J.T::l:T/\Q_pip2dZK/\dzL: Z exT Ny,

AE(Z/AZ)P
avec ey = tlouey ==Fi et
D .
YA = /\ %(dzk +irdzg) A (dzg, +irsdzg,) .
s=1

En effet, on peut écrire :
dzg NdzZp, = j:(dzkl N d?gl) VASEERWA (dzkp VAN d?gp) .
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Le résultat découle alors de I’identité de polarisation :
ddzp, NdzZp = (dzk + ng) AN (dzk + ng) - (dzk — ng) AN (dzk - ng)
+ i(dzy, + idze) N (dzy, + idze) — i(dz,, — idze) A (dz — idze) .

Chaque terme T' A 7, est une mesure positive, donc

p .
Tralr <> Tan=TA NS > %(dzks +iMdzg) A (dzg, + iMedzg,)
A s=1 | \;€Z/4Z

p . .
<TAN (%dzks A dZy, + %ngS A dzgs>
s=1

<T/\2|KHL| Z 2_pip2dZN/\d§N <2p Z TM7M.T N
NCKUL INJCcM

avec M =CN D CKNCL =1NJ et TA27Pi dzy Adzy = Tongn-T = Thrna-7 -
Ainsi, pour tout courant T positif, on a

|T7,.g| < 2P Z Ty

|M|=q , MDINJ

Appliquons cette inégalité au courant S = A*T , ou A est I’isomorphisme de C"
dans C" défini par :

A: C"—C", zj— )z,

avec A\; > 0 . Dans ce cas, Sr,; = AtA;Tr 7(Az) . Comme A*T est positif,
I’inégalité précédente se traduit par

AtAg|Tr g < 2P Z N T -
MSINg

Ceci reste vrai a la limite pour A\ > 0 , et le lemme s’obtient en prenant A\ = 0
pour k¢ ITUJ .O

Soit maintenant 7" un courant positif fermé défini sur un voisinage ouvert 2
de 0 dans C™ et B(R) la plus grande boule de centre 0 contenue dans 2 . Pour
0 <r; <re <R, laformule classique de Lelong-Jensen [Le] s’écrit

1
(2.2) vr(re) —vp(r) = —/ TAoP .
B(r2)\B(r1)

4

La fonction r +— vp(r) , définie sur |0, R[, est donc positive croissante; sa limite
en 0 , notée vp(0) , est appelée nombre de Lelong de T en 0 . Pour r < rg < R,
on obtient la majoration

p
or(r) = /B( TAB SO, 0= Tt

En remplagant 7" par le courant homothétique AT , dont le domaine de définition
a1 contient la boule B(R/|a|) , on trouve

ongr(r) = la|"or(lalr) . vnr(r) =ve(alr) si || <R/r,
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et les formules précédentes impliquent :

1
(2.3) — RXT Ao = vp(lalre) —vr(lalry)  si|a| < R/re
T JB(ra)\B(r1)

(2.4) / RET ABP < COr*  sila| < ro/r .
B(r)

Il résulte de (2.4) que la famille de courants (h}T") est uniformément bornée en
masse sur tout compact de C" pour |a| assez petit. Les résultats de compacité
usuels pour la topologie faible des courants impliquent alors :

CONSEQUENCE 2.5. — De toute suite (h}, T) avec |ay| tendant vers 0 , on
peut extraire une sous-suite faiblement convergente. Le courant T admet un cone
tangent si et seulement si toutes ces sous-suites ont méme limite.

LEMME 2.6. — Soit © un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C™ .
Il y a équivalence entre les quatre propriétés suivantes :

(a) © est invariant par les homothéties h, de rapport a € C* ;

(b) © est invariant par les homothéties h, de rapport r > 0 ;

(c) ©NaP =0 sur C"\ {0} ;

(d) © est 'extension a C" de I'image réciproque d’un courant positif fermé 6 sur
P"~! par la projection 7 : C* \ {0} — P"~1 .

Un tel courant sera appelé un courant conique.

Démonstration. — 1l est évident que (d) implique (a) et que (a) implique (b).
Sous I’hypothese (b), la fonction vg est constante, et la formule (2.2) montre que
la propriété (c) est vérifiée. Reste a voir que (c) entraine (d). Plagons-nous par
exemple sur 'ouvert de C" défini par z,, # 0 et utilisons les coordonnées projectives

! _ Zn-—1 o
Wy = —, -+, Wp-1= y Wn = Zn .
Zn Zn

Dans ces coordonnées, a s'écrit £09log(1 + |wi]? + ... + |w,—1]?) et un calcul
classique montre que

_ N I om
a>(14w)*)28 ou ﬁ':568(|w1|2+...+|wn_1|2).

Soient O s les coefficients de © dans les coordonnées (w;) . L’hypothese ©Aa? = 0
et la formule

'p
@/\6—:2@],] . T

|
p: Ion

entrainent ©7 1 = 0 pour I 3 n . Le lemme 2.1 appliqué avec A,, > 0 quelconque

et A\ =...=A,_1 =1donne O; ; =0si I et J contiennent n et
An|Or,g| < 2P Z On,m
MZn



si un seul des deux indices I ou J contient n . On a donc O ; = 0 dans ce cas aussi.
L’hypothese d© = 0 implique maintenant 00; ;/0w,, = 00, ;/0w, = 0 pour tous
1,J , c’est-a-dire que © dépend uniquement des variables w1, ..., w,_1 . Comme
la projection 7 : C" \ {0} — P~ g%écrit (w1, ..., w,) — (wi,...,w,_1) dans
les coordonnées (w;) , on voit que O cn\ (o} est bien I'image réciproque par 7 d’un
courant positif fermé @ défini sur P~ . O

PROPOSITION 2.7. — Toute valeur d’adhérence © de la famille (h}T') est un
courant conique.

Démonstration. — Comme v (r) a une limite en 0 , la formule (2.3) implique
en effet © Aa? =0 sur C*\ {0} . O

COROLLAIRE 2.8. — Si (ag) , (bx) sont deux suites de nombres complexes
non nuls tendant vers 0 telles que les quotients |ay|/|bk| et |bg|/|ak| restent bornés,
alors hy, T'— hy T converge faiblement vers 0 sur C™ .

Démonstration. — Grace a des extractions de sous-suites, on se ramene a la
situation ot (hy, T) , (h;, T') admettent des limites faibles ©1 , ©2 , et ot de plus
¢k = b /ay converge vers une limite ¢ € C* . Pour toute forme test ¢ , on a alors

(ha, Ts o) = (h1)e, hi T, ) = (hi, T, hey o) — (B2, hiw)

car h, o tend vers h}¢ en topologie C*° . La limite est égale a (O3, p) d’apres la
proposition 2.7, par conséquent 07 = O, . [

Il résulte du corollaire 2.8 que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la famille
(h*T) ne change pas si on se restreint aux homothéties de rapport réel positif.

3. Conditions suffisantes d’existence du cone tangent.

La majoration (2.4) montre que la famille (h}7T") est de masse uniformément
petite au voisinage de l'origine. On en déduit que (h:T) converge faiblement
sur C™ si et seulement si (h,)*T converge faiblement au voisinage de tout point
20 € C™\ {0} . Apreés une homothétie et un changement unitaire de coordonnées,
nous pouvons supposer que 2% = (0,...,0, 22) et 1/2 < 22 < 1 . Nous utiliserons
de nouveau les coordonnées projectives et poserons

! _ An—1 .
Wy = —, -+, Wp-1= y Wn = 2Zn ,
Zn Zn
— . 2 |——
T =294 E TLdeI/\de'
=[Jl=q

Dans ces coordonnées, I’homothétie h, s’écrit

(3.1) he :w = (w,wy,) — (W, aw,), w = (wy,...,wh_1),
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de sorte que les coefficients de h}T" sont donnés par

Tr g (W', aws,) sing¢l, n¢J,
“ _JaTr (v, aw,y,) sinel, n¢J,
(3.2) Ty (w) = aTlr (', aw,) sin¢l, neld,

la|> Ty j(w';aw,) sinel, nelJ.

LEMME 3.3. — Soit U le voisinage du point z° défini par les inégalités
|zn| > 1/2 et |z| < 1. On considére la fonction
yr)=vr(r) —vr(r/2), r€]0,R[.

Soit rg < R . Il existe des constantes Cy,Cs,C5 > 0 telles que pour |a| < rg les
mesures T} ; admettent les majorations de masse

4 pour tous I, J |
/\Tﬁﬂg Cav(la])  sineletnelJ,
U

Csv/y(la]) sinelouneJ.

Démonstration. — Comme U est compact dans la carte définie par les coor-
données (w;) et comme la (1,1)-forme [ est définie positive, on a une minoration
B > C4iddw|* sur U . L'inégalité (2.4) avec r = 1 entraine que [, > Tf; est
bornée par une constante C5 indépendante de a pour |a| < r¢ . Par ailleurs, nous
avons vu que

a>Cgf sur U, avec [ = %85(|w1|2+...+ [

L’inégalité (2.3) avec 1 = 1/2 et 9 = 1 entraine donc

/UZT}’,J < Cr(vr(lal) —vr(lal/2)) = Crv(lal) i la] <R.

Ion
La majoration pour 77 ; quelconque résulte alors du lemme 2.1. Montrons-le par

exemple dans le dernier cas, en supposant n € I , n ¢ J . Si nous choisissons
)\1 :---:/\n—l =1 y il vient

[T <2 [ (3 Tina+ 32 3 Tiar) < 2°(Cs + Coxdn(lal)
U U N vin

M>n
L’inégalité cherchée s’obtient en prenant A, = y(|a|)~%/2 . O

Nous cherchons maintenant des conditions assurant que h;T" admet une limite
faible sur U quand |a| tend vers 0 . Le lemme 3.3 montre que le coefficient 77 ; tend
vers 0 en masse des que I ou J contient n . Il suffit donc d’étudier la convergence
faible des mesures 17 ; lorsque n ¢ I etn¢J.Soit ¢ une fonction C*>° a support
compact dans U . Pour I,J # n , on considere la fonction

Fr(a) = /U TS ) (w)p(w) dr(w) = / Ty (0, awn)p(w) dr(w) .

U
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La fonction fr ; est de classe C* sur le disque pointé 0 < |a| < R et bornée au
voisinage de 0 . Le probleme consiste a voir si fr j(a) admet une limite quand
la|] tend vers 0 . Pour cela, 'idée est de rechercher une estimation des dérivées
Ofr.y/0a , 8fr.5/0a ou 82 fr ;/0ada au voisinage de 0 . Par dérivation sous le

signe somme
Of1.7 _/ oMy, ,
90 Uw D (w', awy,)p(w) dr(w) .

Le coefficient de dwryg,y A dwy dans dT est donné par

(—1)e 20t > (—-1)k 191090 e I(k) = (I\ {ix)) U {n} .

w w;
Own 1<k<q Owi,

Ce coeficient est nul car dT' = 0 et on a Ty s (w', aw,) = a_lTI”(k) ;(w) , d’ott

T 1 17
OT0d (f awg) = & 3 (1)t L0 ()

ow,, =y ow;,,

Substituons maintenant cette relation dans l'intégrale donnant Of; ;/0a et
intégrons par parties. Il vient

Ofrg 1 _ Jyp
90 a > (—nett 1/ WnTT0),0 5 dT(w>-
1<k<q v
On a naturellement la formule conjuguée
8f17j 1 a 8@
S Z (—1)a+e-1 an IJ(@a dT(w) .

oa a
1<e<q

En redérivant cette deuxieme égalité par la premiere formule, on obtient

9 fr.g 1 k 9%
S 1 +f/ nl 2T R e — .
9ada a2 Z (=1) U [wnl? UQIOF W L 0w, dr(w)

1<k, €<q

La fonction ¢ et ses dérivées sont bornées sur U . Comme n € I(k) et n € J(¥) ,
le lemme 3.3 fournit les majorations suivantes :

CONSEQUENCE 3.4. — Il existe des constantes C,Cy > 0 telles que
0 0 0?
‘ fIJ‘+’ fIJ’ <C v(|al) ’ fI:]’ <027(|a|) pour 0 < |a] < 7o
lal dada la|?

Pour exploiter ce résultat, nous énoncons maintenant deux lemmes élémentaires
permettant d’affirmer I'existence de la limite lim,_¢ f(a) & partir d’estimations
sur les dérivées de f .

LEMME 3.5. — Soit f une fonction de classe C' définie sur le disque pointé
0 < |a|] < ro . On suppose qu’il existe une fonction mesurable u : |0,79] — R
telle que

df (a)| < u(la]) , avec /TO u(r)dr < o0 .
0

Alors f(a) admet une limite quand |a| tend vers 0 .
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Démonstration. — D’apres le critere de Cauchy, il suffit de montrer que
|f(a1) — f(az)| tend vers 0 lorsque a; = 1€ | as = r9e®? tendent vers 0. On
suppose r; < 72 , et on consideére les points by = re?t | by = re'?2 avec r €]0, o[ .
Le théoreme des accroissements finis et I'inégalité triangulaire entrainent

Uwﬂ—ﬂ@ﬂ</ lmwu<4”w0ﬁ, j=12,

[T7Tj]

uwg—ﬂmn</’ u(r) rdf < wru(r) |

[01,602]
wmo—ﬂ@»<2/”mwa+wmwm.
0

Prenons la valeur moyenne des termes de la derniere ligne pour r €]0, 2| . Il vient
| f(a1) = fla2)| < (2+7) ;7 u(t)dt , ce qui tend vers 0 lorsque 72 tend vers 0. O

LEMME 3.6. — Soit f une fonction de classe C? définie sur le disque pointé
0 < |a] < 7o . On suppose que f est bornée et qu’il existe une fonction mesurable
u:]0,79] — Ry telle que

70
|Af(a)| <u(lal), avec / r|logrlu(r)dr < 400 .
0
Alors f(a) admet une limite quand |a| tend vers 0 .

Démonstration. — Quitte a modifier f en la multipliant par une fonction
plateau égale a 1 au voisinage de 0 , il n’est pas restrictif de supposer que f est
définie sur C* et a support dans le disque ouvert |a| < r¢ , avec |rg| < 1/2 . Comme
JoC u(r)rdr converge d’apres I'hypothese, la fonction g(a) = Af(a) , a € C* | est
intégrable sur C . Par ailleurs f est bornée, donc f définit une distribution sur C .
On note Af € D'(C) le Laplacien de f au sens des distributions.

La distribution Af — g a son support contenu dans {0} et elle est au plus
d’ordre 2 car f et g sont d’ordre 0 , par suite

Af—g=Y Cady",

jal<2

ol 5(()@) désigne la dérivée 0!*!/0a®19a** de la masse de Dirac en 0. Effectuons une
convolution avec la solution élémentaire £ = % log|a| . 11 vient

1 C C C C C
f — E*g = C0,0% lOg |CE| — 1,0 — 0.1 2,0 0’22 + 41171

dra  4ma  4ma? 4rma
Si nous montrons que F x g est une fonction continue sur C , alors comme f est
bornée et ne porte pas de masse en 0 , il en résultera que tous les coefficients C,,
sont nuls; par suite f = E x g et en particulier f sera continue en 0O .

do -

Soit p. € C°°(C) une famille de fonctions tronquantes au voisinage de 0 :

1 pour |a| > ¢
= < <1.
p=(a) {O pour |a| < &/2 ¢t 0spesl

9



Puisque la fonction p.g est continue a support compact dans C , la convolée
E % (p:g) est continue sur C . Il suffit donc de montrer que E * (p-g) converge
uniformément vers E x g sur le disque |a| < 1/2 , quand ¢ tend vers 0 . Comme
lg(2)| < u(|z|) et comme la fonction 1 — p.(2) est & support dans le disque |z| < €,
nous avons pour € < 1/2:

1

B2 (1= plo)@)] < 5 [ —1omla—2lullz) dAC)

car le logarithme est toujours négatif. L’égalité de moyenne pour la fonction
harmonique z — log|a — z| avec |z| = r < |a| et pour a — log|a — z| avec
la| < r donne

1 27 .
—/ log |a — re'®| df = max{log |a|,log 7} .
2T 0
Il en résulte
|E+ ((1—pe)g) (a)} < / min{— log|al|, —logr} u(r) rdr < / r|logr|u(r) dr ,
0 0
donc Ex ((1—pe)g) converge bien uniformément vers 0 sur le disque |a| < 1/2 .0

Démonstration du théoréeme 1. — Nous avons vu que (h:7T") admet une limite
faible si et seulement si la fonction

fr.1(a) = /U TS ) (w) (w) dr(w)

admet une limite quand |a| tend vers zéro, pour tous I,J Z n et toute fonction
test ¢ € D(U) . D’apres les estimations 3.4 et les lemmes 3.5, 3.6, il suffit que la
fonction y(r) = vp(r) — VT(T /2) vérifie 'une des deux conditions :

T‘Ql
@ [ arcioo, m) [TEEDD g <o,
0

La condition (a) est précisément celle donnée dans le §1. On a par ailleurs

/TO vr(r) = vr0) 4, _ [ L2 dr = Jio /7"02’“ 1) 4,

[P,

ou [ ] désigne la partie entiere. Ceci montre ’équivalence de la condition (b) avec
celle du §1. OJ

Remarque 3.7. — On peut voir facilement qu’aucune des deux conditions (a)
et (b) n’implique 'autre. Prenons en effet T = i00u avec u = x(log|z|) ou
X : ] — 00, to[— R est une fonction convexe croissante. On sait alors que r~1vp(r)
est la dérivée a gauche de la valeur moyenne de u sur la sphere de rayon r , d’ou

vr(r) = X' (logr — 0) .
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Le choix x(t) = (log |t|)~! sur | — oo, —1[ donne v7(0) = 0 et
vr(r) = |logr|~'(log |logr|)™,  ~(r) ~log2|logr|~*(log|logr|)~

donc (a) diverge et (b) converge. De méme, il existe une fonction y affine par
morceaux telle que

vr(r) = = Sur ]e_k2,e_(k_1)2] , k=1, dou
L or(r) —vr(r/2) R 1 1
/o " dr E og ERRN e < +oo,

1 +00 (1 1)2 “+oo
_ 1 (k=1) 2k —1
/ VT(T) I/T(O) dr = § log 6_7 = E = 400 .
0 (&

r k2
k=1 k=1

4. Optimalité de la condition suffisante (b).

Soit K, I'ensemble des courants positifs fermés coniques de bidimension (p, p)
et de nombre de Lelong égal a 1; c’est une partie convexe métrisable et faiblement
compacte dans ’espace des courants. Si T est un courant positif fermé sur un
voisinage de 0 dans C™ , 'ensemble limite de la famille (h}7T") est donné par

() {750 <ol <27F} .
keN

Comme chaque facteur de l'intersection est une partie compacte connexe de
I’espace des courants, I’ensemble limite est une partie compacte connexe, contenue
dans v7(0).K, . Inversement, pour p = 1 , C.O. Kiselman [Km| a montré que
toute partie fermée connexe M C K, peut étre réalisée comme ensemble limite des
homothétiques d’'un courant 7' de bidegré (1,1) . Notre objectif est de démontrer
le théoreme suivant, qui contient le théoreme 2 et précise le résultat de Kiselman.

THEOREME 4.1. — Soit M une partie fermée connexe de K . Pour toute
fonction continue croissante 7 : ]0,1] —]0, 1] telle que lim; .o n(t) = 0 , il existe
une fonction plurisousharmonique u sur C" telle que le courant T' = i00u vérifie

/1 n(r) —VT(T) —vr(0) dr < +o0
0 r

et telle que ’ensemble limite de la famille (h;T) soit égal a M .

LEMME 4.2. — Pour toute partie fermée connexe M C K7 , il existe une suite
de fonctions vy € C°(P"~1) telle que ||vpr1 — vi||oo tende vers zéro et telle que
i00(log |z| + vy o 7) soit une suite de courants positifs dont I’ensemble limite est
égal a M .

Démonstration. — Soit § une distance définissant la topologie de K; . Comme
deux points quelconques d’un espace métrique compact connexe peuvent étre reliés
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par une chaine de points arbitrairement proches, il existe une suite de courants
(©k) dense dans M telle que §(Ok, Ory1) tend vers zéro. On sait que le potentiel
canonique

2m)~ " 1 1 A n—
$u2) = E L [ (s — g 94O A GO
vérifie 100 f,, = Oy, . Un calcul simple utilisant I'invariance de 0 par homothéties
montre que fi(az) — fr(z) est une constante. Cette constante est égale a log |a|
parce que le nombre de Lelong de fi en 0 est 1 . Par suite fi(z) — log|z| est
invariante par homothéties, c’est-a-dire que fi(z) — log|z| = wi(mw(2)) ol wy est
une fonction sur l'espace projectif P*~! . Par construction ©;,; — O, converge
faiblement vers 0 , donc il en est de méme pour fry1 — fi et wr41 — wy . Soit
pe(g) = e p(lg|?/€?) une famille de noyaux régularisants sur ’algebre de Lie
u(n) du groupe unitaire. Il suffit de prendre pour v une convolution sphérique
Vg = pPe, * Wy, définie par

o (2) = / P dy.

Comme 0p.(g)/0c = O(e=™" 1) | la différence [Pepsr — Peylloo tend vers 0 des
que £, —¢&," tend vers 0 . Ceci a lieu par exemple si g, = Y(k)H™ o 1
est une fonction croissante telle que limy_, ;o ¥(t) = +o00 et limy oo ¥'(t) =0 .
Dans ce cas, ||(pep.y — Pey) * Wk||oo tend vers O car la norme L' des fonctions
wy sur P"~1 est uniformément bornée. Par ailleurs la convergence faible de
Wk41 — W vers 0 entraine que ||pe * (Wk1+1 — Wk )||o tend vers 0 pour tout € , donc
[Pepir * (Why1 — Wi)||oo tend vers 0 si gp = @D(k)_l/”z tend vers 0 suffisamment
lentement. Alors

okt1 = Vklloo S MPepin * (Whta = wi)lloo + [[(Peyr = Per) * Wi |oo

tend vers 0 . De plus, la suite des régularisés p., * ©p des courants positifs
O = 100 f = 100(log|z| + wy o 7) est donnée par

/ ( Py, (9) (e7)*O dg = i00(pe,, * fi,) = i00(log|2| + vy o )
geu(n)

et a les mémes valeurs d’adhérence que la suite (©y) . O

Démonstration du théoréme 4.1. — Soit vy la suite de fonctions données par
le lemme 4.2. Nous avons alors ||vg||lc = o(k) et nous pouvons supposer que
||vk+1 — Vk||oo < 1 pour tout k& . On pose

ug(z) = (14 ) log |z| +vi(m(2)) — 3k,  u(z) = ilelguk(z) )

ou 6 > 0 est une suite telle que dx41 < d/5 . Pour |z| < 1, nous avons
U1 — up(2) = —(0 = Opq1) log |z] + (vk1 — or)(7(2)) — 3
< =0k log |z| — 2
> — (405 /5)log|z| — 4 .
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On a donc ug(z) > upy1(2) si|z] > e72/% et upry > up(z) si |z| < e™2/%
c’est-a-dire que les deux fonctions se “croisent” dans la couronne

Cp e %% < |z] < e2/%
De plus, ces couronnes sont deux a deux disjointes d’apres le choix initial
dk+1 < 6x/5 . Il en résulte que u coincide avec uy, dans la couronne Cj, séparant Cy,
et Cp_1 , & savoir

Cl e 20 < |z < e/ 01

On a par ailleurs
Viogu, (T) =T e (valeur moyenne de uy, sur S(r)) =1+ &

pour tout r , d’ou

vp(r)=1+68, sur C,, 1401 <vp(r)<1+6 sur Cy .
En découpant lintégration sur [0,1] selon la subdivision e™®/% et en posant
d_1 = 400 , on trouve

—5/5,1c 1

/1”(T> vr(r) —vr(0 )d <Z77 ~5/6-1) 5, L 2517 ~5/8-1)
0

r

Il est clair que la série converge des que la suite J; tend vers 0 assez vite.

Nous allons voir maintenant que ’ensemble limite de la famille (h:T") coincide
avec l’ensemble limite de la suite i00us, , qui est égal & M d’apres le lemme 4.2.
Soit z!' un point fixé sur la sphere unité de C* . Etant donné a € C tel que
0 < |a] <1, soit k = k(a) un entier tel que u(az') = ux(az!) . Nous avons alors
az! € CL UC, UC_1 , c'est-a-dire

e/ o] < 70
en particulier k& = k(a) tend vers +oo quand |a| tend vers 0 . La suite 1/kdp_1 ,
qui est minorée par 5*~!/kdy , tend donc vers +oo . Pour z dans la couronne
[y ;e VROt < lz| < el/kok—1

on voit facilement que az € C;,; UC, UC,, UCr_1 UC;_, , donc u(az) = u(az)
avec f =k,k+1ouk—1.0r

ug(az) —ug(az) = (8¢ — 0x) log laz| + (ve — vg) (7 (2)) — 3(£ — k) ;
pour z € I'y, , 'écart de cette fonction avec sa valeur en z!' est majoré par
1
)
ko

L’écart de la fonction u(az) —uk(az) = max{uy(az)—ug(az)} avec sa valeur (nulle)
en z! est majoré par la méme quantité tendant vers 0 , donc ||uoh, —uoha|| Lo (1))

|60 —

1
< % + 2max{||ve+1 — Vk|oos [|Vk—1 — Vk||oo} -

tend vers 0 . Par application de 'opérateur i90 , on voit que
h (i100u) — by (i00uy(q)) = hiT — i00uy(q)

tend vers zéro faiblement sur tout compact de C™\ {0} . O
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5. Cone d’un ensemble analytique.

Nous commencerons par rappeler quelques notions tres classiques relatives a la
construction géométrique du cone tangent d’un ensemble analytique. Soit (A, 0)
un germe d’ensemble analytique de dimension pure p dans C™ . On suppose que
A est défini par des équations fi(z) = ... = fy(z) = 0 dans un voisinage ouvert
) de 0 . L’ensemble analytique E dans I’ouvert

U={(t,z) e CxC";tz € Q}

défini par les équations f;(tz) = 0 est la réunion de {0} x C™ et des homothétiques
{t} xt7tA de A pour t € C* . Soit E* la réunion des composantes irréductibles de
E qui ne sont pas contenues dans {0} x C" . Chacune de ces composantes E; est
de dimension p+1 , donc E* est un ensemble analytique de dimension pure p+1 .
De plus E; \ ({0} x C") est dense dans E; , donc E* = |J E; est 'adhérence de

E\({0}xCm = [ J{t} xtT'A.
teC~

Le cone tangent ensembliste C'(A) est I'ensemble analytique de dimension pure p
défini par

(5.1) {0} x C(A) = E* N ({0} x C™) .

D’apres ce qui précede, c’est exactement 1’ensemble des limites des suites t,;lzk
lorsque zp € A et t, € C* tendent vers O .

Si [A] désigne le courant d’intégration sur A , alors h*[A] = [r~1A] sur r—12 .
Pour B(R) C Q2 et 7 < R nous avons :
(52) vpuy(r) = vp-1ay(1) = i/ e B A LD
" ™ Jr-14nB(1) ™ Jr14ns(1) 2

La derniere égalité résulte du théoreme de Stokes, qui s’applique des lors que r
n’est pas valeur critique de la fonction |z| sur A,eg; d’apres le théoreme de Sard
I’ensemble de ces valeurs critiques forme un ensemble au plus dénombrable D .
Considérons 'ensemble analytique réel M = E* N (R x S(1)) et, pour tous réels
r1 < ro < R, 'ensemble

M(Tl,T2> =FE"N (]7“1,7“2[><S(1>) =MDnN (]Tl,Tg[XCn> .
Nous avons dimg 7" 1A N S(1) =2p — 1 et
M ={0} x (C(A)NSA)uU | {r}x (AN S(1)) ,
reR*

de sorte que M est de dimension réelle pure 2p . Pour r1,75 ¢ D | le bord M (ry,12)
s'identifie & (J;_, ,{r;} X (rj_lAﬂ S(1)) et il est lisse aux points réguliers de rj_lA;
la formule (5.2) et le théoreme de Stokes donnent

1
(53) V[A](’I“Q) — V[A](Tl) = —/ ﬁp .
M(rl 77"2)

4
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Cette formule reste vraie par continuité pour toutes valeurs ro > r; > 0 .
L’inégalité classique de Wirtinger montre que la 2p—forme (87 /p!)as est majorée
en valeur absolue par le volume riemannien 2p—dimensionnel de M . Nous obtenons
en particulier :

(5.4) V() = viag(0) < B Volo, (31(0,1))

Le théoreme 3 du §1 résulte maintenant aussitot de l'inégalité (5.4) et du lemme
¢élémentaire suivant.

LEMME 5.5. — Soit M un ensemble analytique réel de dimension < p dans
un ouvert 2 C R™ et soit g une fonction R—analytique sur €2 . On pose

MO, r)={zeM;0<g(z)<r}.
Alors pour tout compact K C § , il existe des constantes C,e > 0 telles que

Vol,(M(0,r)NK) < Cre .

Démonstration. — Le résultat est visiblement local. On peut supposer que M
est un germe d’ensemble analytique irréductible au voisinage de 0 , dont 1’idéal
est engendré par un nombre fini de séries entieres hy(z) convergentes sur le cube
|z;| < R, et que g est une série entiere convergente sur ce cube. On suppose
de plus dimg M = p et g # 0 sur M , sinon il n’y a rien a démontrer. Soit
Mc = {z € C"; hi(2) = 0} le complexifié de M dans le polydisque |z;| < R
(voir par exemple R. Narasimhan [Na]). Pour R assez petit Mc est irréductible
(de dimension complexe p). Apres un changement éventuel des coordonnées réelles
(z;) , toutes les projections 7y : z +— (2j,,...,25,) » J = (j1,...,Jp) , réalisent
M¢ comme revétement ramifié au dessus du polydisque de rayon R de C? . Pour
tout J = (j1,...,Jp) , soit gs(zs) la fonction holomorphe égale au produit des
valeurs ¢(z) aux différents points z € M¢ N le(z J) - Quitte a diminuer R , nous
pouvons supposer g bornée, donc

77(M(0,r)) C {(zy) € RP; |z, | < Ret |gs(zy)| < Cr}.

Comme le volume euclidien de M (0, r) est majoré par la somme des aires de ses
projections, on est ramené a démontrer le résultat suivant : si u Z 0 est une série
entiere convergente au voisinage de 0 dans R? | alors pour R assez petit I'ouvert

{z eR?; |zj| < R et |u(z)| <r}

est de volume majoré par Cr® . Pour cela, il suffit de vérifier que |u|~¢ est sommable
au voisinage de 0 lorsque € est assez petit. Si u est un polynome de Weierstrass en

xp a coefficients analytiques en ' = (x1,...,2,_1) , nous avons
m 1 m
u(e) = ] (wp —ar(@) ,  |u(@)] ™ < - Dz — g7
k=1 j=1

grace a l'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique. Le
théoreme de Fubini montre alors que |u|~¢ est sommable pour ¢ < 1/m . [
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Il résulte maintenant des théoremes 1 et 3 que le courant [A] admet un cone
tangent C([A4]) . Comme tout compact disjoint de ’ensemble C(A) est également
disjoint de r~'A pour 7 assez petit, il est clair que le support de C([A]) est
contenu dans le cone tangent ensembliste C(A) . D’apres les théoremes classiques
de support (cf. H. Federer [Fe| et R. Harvey [Ha|), le courant C'([A]) est un cycle

analytique de dimension p :
= Nz, N=0,

ou les Z; désignent les composantes irréductibles de C(A) . De plus, les multi-
plicités A; sont des entiers > 0 .

Pour le voir, plagons-nous au voisinage d'un point z° de Z; qui est régulier sur
C(A) et non contenu dans le cone tangent de Aging (lequel est de dimension au
plus p — 1). Dans des coordonnées convenables z = (z/,2"”) de C" , il existe un
voisinage V = V’ x V" de centre z° autour de Z; tel que C(Aging) N V =0et
tel que C(A)NV = Z; NV soit le graphe 2" = u(z") d’une fonction holomorphe

.V — V" . Pour r < ro assez petit, llntersectlon r 1Asmg ne rencontre
pas V', donc r ANV est lisse; comme Z; N (V' xdv”) = 0, on a de plus
r~ AN (V x OV") =10 . Alors la projection r~!ANV — V" est propre et par
conséquent c’est un revétement ramifié fini de V"' . Soit S C A le sous-ensemble
analytique des points ou la projection z — 2z” n’est pas étale. Quitte & déplacer
légerement 2° , on peut supposer que 2° n’est pas sur le cone tangent C(.9) et choisir
V assez petit pour que r 1SNV =0sir <ry.Alors 7™ 'ANV — V" est un
revétement étale fini de V" | nécessairement trivial si V"' est un polydisque. Dans
ce cas, 7 ' ANV se compose d'une réunion de graphes de fonctions holomorphes
up, 2 V= V" 1 <k < m; . Ces fonctions convergent uniformément vers u
quand r tend vers 0 , et leur nombre m; reste constant par un argument évident
de connexité. Il en résulte que la famille de courants r~'[A];y = >, [2"=u(2')]
converge vers m;[z"=u(z")] = m;[Z;]}jv et que A\; = m; . Nous avons donc
redémontré le théoreme classique suivant :

THEOREME 5.6 (Thie [Th], King [Kg]). — Si A est un ensemble analytique
de dimension p passant par 0 , le courant [A] admet un céne tangent

= my[Z)]
ou les Z; sont les composantes irréductibles du cone tangent ensembliste C(A) et

ott les multiplicités m; sont des entiers positifs. L’entier m; est égal au nombre de
feuilles de r—' A dans un voisinage d’un point générique de Z; , pour r assez petit.
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