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SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER DE
FONCTIONS CONTINUES ET LE THEOREME DE
DE LEEUW - KATZNELSON - KAHANE

par Jean—Pierre DEMAILLY

Given any locally compact abelian group G and any function
v € L%G) , we prove the existence of a function f € L2(G)
continuous and vanishing at infinity such that If] = |r:p| a.e.
on G.

0. INTRODUCTION

L'objet de ce travail est d'étendre au cas d'un groupe locale-
ment compact abélien G quelconque le théoréme suivant, dd &

de Leeuw - Katznelson - Kahane [8] dans le cas d'un groupe G compact :

THEOREME LKK. - Pour toute fonction o € L&) , il

existe une fonction f € L2(G) continue et tendant vers O

a 'infini dont la transformée de Fourier vérifie |f| > |y]

presque partout sur é s

Nous résolvons le probléme en donnant des majorations expli-
cites de f en normes L2(G) et Lm(G) (cf. th. 2.1). On montrera
en particulier que la norme L2 de f peut &tre choisie arbitrairement
proche de celle de ¢ , au détriment de la majoration L” sile groupe
G est compact, tandis qu'on peut choisir de plus Hf\\cb arbitrairement

petite lorsque G n'est pas compact.
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La démonstration suit la m&me démarche que celle de [8], aux
modifications techniques prés imposées par le cadre plus général dans
lequel nous nous plagons. Dans une premiére étape, nous étendons aux
groupes localement compacts les inégalités classiques de Khintchine telles
qu'elles sont exposées par exemple dans Edwards [4], vol. 2, §14.2.1
p. 215.

De fagon précise, nous montrons qu'on peut multiplier une fonc-
tion o € L2(é) par des constantes aléatoires de module 1 (variables
de Steinhaus) sur une partition du support de ¢ , de sorte que c?; vé-
rifie des estimations en norme Lq(G) pour tout g > 2 . Ce résultat
est obtenu par un raisonnement probabiliste classique, essentiellement
contenu dans Zygmund [13], th. (8.16). Le reste de la preuve consiste
en un argument général de sommation utilisé implicitement dans [8] et
formalisé par Hrusfev ; voir pour cela I'article de Kisliakov [9] qui dé-
montre une intéressante généralisation du théoréme LKK aux algébres

A(Dn) , n=1,2 du disque et du bidisque.

On montre enfin que le théoréme d'Orlicz [10], Paley [11],
Sidon [12] sous sa forme habituelle aussi bien que dans la version gé-
néralisée donnée par J.J.F. Fournier [5] et J.P. Bertrandias [1] est
une conséquence de LKK . Nous obtenons en particulier 1'énoncé sui-
vant relatif aux espaces amalgamés (voir §3 pour les définitions), qui

contient OPS et améliore le théoréme 3.3' de [5].

COROLLAIRE. - Pour toute fonction o € ez(Lm(é)) , il existe

une fonction continue f € CC(G) a4 support compact et une partie

compacte L c G telle que |f|*]1L 2 |o| .

C'est un probléme ouvert de savoir si on peut obtenir exactement

I£] = |o| » voir I5].

Notations. G désignera un groupe localement compact abélien quel-

conque, G son dual de Pontrjagin, m et m les mesures de Haar



respectives sur G et G , C(G) (resp. CO(G)’CC(G)) 1'espace des
fonctions continues sur G (resp. nulles & l'infini, & support compact).
On supposera toujours m et m normalisées de sorte que la formule

de Plancherel ait lieu, avec m(G) =1 si G est compact.

1.  REARRANGEMENT EN PHASE DES TRANSFORMEES DE
FOURIER DANS L%(Q) .

Soit ¢ une fonction dans Lz(é) . On va construire une parti-
tion dénombrable du support de ¢ puis, modifiant 1'argument de o
par des constantes aléatoires de module 1 sur chaque sous-ensemble
de la partition, on montrera que c?; vérifie en moyenne des estimations

dans LYG) , qel2,+al

La sommabilité de ‘cplz entrafme que le support de ¢ est
réunion dénombrable de compacts ; Supp ¢ peut donc 8tre recouvert
par une suite (Kj)jGIN de translatés d'un voisinage compact K de

I'élément neutre de G . On a alors une partition

Supp ¢ =

U E,
jeEIN J

avecA E0 = Koﬂ Suppe |, Ej = (Kjﬂ Supp cp)\(KOU...UKj_l) , j=1.
Si G est discret, on choisit les Ej égaux aux différents points du
support de ¢ (de sorte que ﬁ1(Ej) =1 ), sinon pour tout ¢ > 0 on

peut choisir K de mesure < ¢ . On aura donc
mE) e, VEN,

avec la convention que ¢ =1 lorsque G est compact. Pour tout élé-

ment t = (t,) € (IR/Z)]N on considére le "réarrangement en phase'
P

o € LZ(G) défini par

217its
enJ,

%8 = T 0.
jelN J

ol cpj(§)=cp(§> si ’;'EEJ., cpj(§)=0 si géEj.



THEOREME 1.1. - Pour tout entier p=>1 il existe t € (IR/Z)]N

tel que
A 112p 2p

loyllgp = [ |89 Tax < Pt [jo]l 2P

Preuve. - Pour éviter les difficultés de convergence dans les
calculs qui suivent, on tronque ¢, en posant cp = 7 cp,ezmtj .

t t,n 0<i
jsn
Appliquons alors la formule du p-néme i 1'égalité
- A 2t ,
®, ® = 2 . (x)e . Ceci donne
o1 O<j<n
2mit. o
PN P _ .E_! AQ
0 & = T P e
|o|=p
ol la sommation est étendue 4 I'ensemble des multi~-indices
+1

a= () € N tels que |a| = 2 @ =p , avec les notations

J 0<j<n J

AaQ AG‘O A%

| = {eee ! = Q= . . Si
ol ocO!ocl. al . P Py t.a ZtJaj Si dt est la

IN
mesure de probabilité naturelle sur (IR/Z) on obtient pour chaque
x € G fixé :
2
Ap 2 p! AQ 2

J o Nlep @lfd = 2 =[5 @]

(R/Z) ’ |a|=p a!
On intégre maintenant par rapport & x en utilisant le théoréme de

Fubini. Il vient

@ mﬁg@m=|azyﬂf

D'aprés la formule de Plancherel et 1'inégalité de Young

”f%g]]z < HlengHz appliquée (p-1) fois on a

HQ)O‘H _ ”Cpu-ono*cp*al. -, cp*onnn
LZ(G) 0 1 n Lz(é)
on cc -1
< ool HcolH o ke, H lle Il -

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne d'autre part

oyl = m) il < vE gl -
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2q,
dor 18%2 < oyl Ol 0

. ph? p! . .
Majorons — bar p! T dans 1'inégalité (1). On obtient alors
a! '
2a,
A 2 p-1 p'y %% n
P Moualpes < 70 2 Eolegl, 0l
(R/Z) B

= (g2 ot g2

Aprés passage 4 la limite quand n - +o ceci donne

@ [

(]R/Z)]N
- - 2
I'ensemble des t¢ (R/Z)" tels que Hcptnzi <P 1p’”°PH2p est donc

B = < ilel

de probabilité non nulle, ce qui achéve la preuve du théoréme 1.1. =

Il est clair qu'on peut améliorer le résultat du théoréme 1.1

de maniére & obtenir un réarrangement @ € . 2ﬂ+ [ Lq(G) .
g€l s, t

I1 suffit pour cela de sommer les différentes inégalités (2) pour

p
p = 1,2,... , aprés multiplication par -—1-— (/e)

, A<1l.
! 2
P2 loll?

COROLLAIRE 1.2. - Si o€ L%G), o #0 , il existe pour

tout X\ <1 un réarrangement en phase @ tel que
A 2
)\Icpt(X)l A e
.,r e ———2—— -1|dx < 1—_)\
Gl \ellwll

Choisissons en particulier ) = -;— . Il vient pour tout q € [2,+ol

=1 4,4
. 1 2
%m@w@s_mmﬁkm(“ )4] = <2 a ol

*u>0 2¢ o
9 -1
avec A = sup uq[exp(g-—)—l} ;
a w0 2
Mais pour q > 2 , on a q
2 2 \2 2 2
u u u
exp(5) -1 = (exp(a-)—l) > (q) ,

q

d'oll Aq < q? . On obtient donc le résultat suivant.
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COROLLAIRE 1.3. - Pour tout o € 20 B exdste uwn éar-

rangement oy tel que

-1
Tall, . va e lz,+al

Doj—

Hcptl\Lq(G) < e

La démonstration du théoréme LKK repose essentiellement sur

le théoréme 1.1 et sur le lemme technique suivant qui en découle.

LEMME 1.4. - Pour tout o € L(G) et tout entier p = 2

il existe un réarrangement 0, tel que

@ lolly = lloll,

N 2 1-
(b) [_fG(|cpt(x)|-n)+ dx]% < Cpn p\lcp[l‘; , vn>0,

- -1)p-1
avec C = (e:p 1p!)é (-Pi—-—)—— .
p p
p
Preuve. - L'égalité (a) provient de la formule de Plancherel.

D'autre part, si w0, est la fonction donnée par le théoréme 1.1, l'in-

tégrale de gauche dans l'inégalité (b) est majorée par

(u-n)2

p-1 2p
] :
e pt o]y swp =5

UZ‘I’] u
et un calcul élémentaire donne

=1
u-n _ @D 1-p

sup . B
uzn llp pp
2. DEMONSTRATION DU THEOREME LKK .

Nous allons démontrer la version suivante du théoréme, qui

' . - 2 ®
donne des estimations précises en normes L~ et L

THEOREME 2.1. - Soit M un réel = 17 . Alors, pour tout

® € Lz(é) il existe une fonction f € L2(G) n CO(G) telle que
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(a) |f| > |o| presque partout sur G,
1
o i, < vl .

© el = ar/BI7e) s, |

ou bien respectivement au lieu de (b) et (c) :

) il = 1,186, .

) il =< 3,685 [[ool],, -

L'idée de base pour la construction de f est de partir de la
transformée de Fourier inverse c\ét x) = c;t(—x) donnée par le théoréme
1.1, de rétracter cette fonction sur un disque borné, de corriger par
addition d'une petite fonction dans LZ(G) , et enfin d'itérer ces opéra-

tions de maniére convergente.

Preuve. - Remarquons d'abord qu'il suffit de répondre a la
question avec f € L2(G) N L°(G) au lieu de f € Cy(G) . En effet,
quand o € Lz(é) est donnée, il existe p € Ll(G) de norme 1 telle
que ® = y.p avec | € Lz(é) de norme arbitrairement voisine de celle
de ¢ (lemme 2.3 ci-dessous) ; si on peut trouver f € L2(G) n L°°(G)
telle que |f] > |y| alors f#p € LZ(G) N Cy(G) (lemme 2.4) et
yf/*\p| = |£] 18] = |¥] |p| = |o| . Les inégalités (b) et (c) restent

valables avec les mé&mes constantes, celles-ci n'étant pas optimales.

Explicitons maintenant le procédé de construction itératif de f ;
on supposera HcpH2 =1 pour simplifier. Si 7 est un réel > 0, on
note rn : € {|z|<n} la rétraction définie par

Z

r(z)=z si |z|]sn, r(z)=m—  si |z|= .
. 2 <n. T ol |z| = n
Soient 6j R nj , ej , j €IN trois suites positives sommables qui seront

précisées ultérieurement. On construit une suite de fonctions g € LZ(G)

ayant les propriétés suivantes :



3) si f =r
J Mo nj_l

151 = o] [(1+60)....(1+6j_1)]'1 ,

(8g) *eetr (gj_l) + gj alors

@ gy s e

- 1-p
@ ldgl-np,ly < Sn; ef (cf. lemme 1.4).

On pose gy = c\ét ol @, est la fonction donnée par le lemme 1.4.

On a donc fO = go = cpt et (3), (4), (5) sont vérifiés si eo = ”cp”z =1,

Supposons construit g, et soit h, =r +..t 1 .) . Alors
ppo g j = Tn,(8o) T]j(gl)

lg;-nyl, = ng—rnj(gj)\\z = I dgl-ny,ll, < Cpnjl'pe? .

On définit maintenant une fonction | € Lz(é) de maniére & corriger

ﬁj 13 ou hj ne vérifie pas 1'inégalité (3) & l'ordre j+1 . A cet

effet, on pose

(6) §(€) = 0 si (cas favorable) |ﬁj(§)| > |cp(§)I[(l+60)...(1+5j)]_1
-1
M e = 2|w(§)|[(1+60)...(1+5j)] sinon.
Dans ce dernier cas, on a R
. o 5@l
|hj(§)| < |cp(g)|[(1+50)...(1+6j)] < 1+6j

d'aprés (3j) , ce qui entrafne

2 (2 a
0 Z|£f.(8) - h, ,
Ve < 5@ -h@

lvll, < _%“Hfj_hjuz < 2cp5j‘lnj1-p ;

v
g Lut oll §, est la fonction associée &4 | par le

lemme 1.4. Cette fonction satisfera les estimations (4) et (5) & l'ordre

On pose alors gj

j+1 si l'on définit la suite ej par la relation de récurrence

-1 1-p p
8 8. = 2C 9, . B, .
®) i+l i i

P o e A Terz - . . .
Vérifions enfin 1'inégalité (3) pour fj+1 hj gj+1 par construction



A

fj+1 oy, et |¢ | = ¢, donc

-1

H:)H

5,,@1 = B@] = Jo@|[a+s)...a+8)]
dans le cas favorable (6),

@1 = @) - [B@ | > o@)|[a+ag)...ar 5017

dans le cas (7).

D'apres (3) et (4) la suite f converge dans L2(G) vers
Z T, (g.) ; de plus f vérifie les inégalités
=0 7;
f , f . t
Ity s Zey o llox Sy e
= -1
B = o TTars)] -
j=0

Ceci démontre le théoréme 2.1 avec les constantes

@

@
a=28-T[0+6) au lieu de 1+4
=0 J j=0
® =
B=2n.-||@+s) aulieu de 1+,2M/e,
j:O J j=0 J
les suites 63. , nj , ej étant liées par l'unique relation
-1 1-p _p
8 B,,, =2C &6 n, "6, , B, ,=1.
® it P i T 0
Il nous reste & préciser le choix des suites 6j s Me s ej de maniére

que celles-ci soient sommables. Dans ce but, on cherche i optimiser
la constante B par un calcul de variations. On observe que

8.
1+€>j <el , dod
© =)
B<B= Zn,.exp(z 6,) .
j=0 j=0 !
Supposons d'abord la suite (ej) fixée, et faisons varier 6k ' The

k étant un indice donné. La relation (8) impose

ds d ~ d
k i B i ~
— + (p-1) _k = 0 tandis que i,— = dbd _X . B est donc
O Nk B k Z nj
inimum si §, = —I——n—k— ui entrate =28 ol )\ =
minim k_pIZn , ce q a M = Mo = Cte , et

J
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2 1
(9) 26 = —.
j=0 4 p-1
On obtient alors B = B%-l-exp(-p—il—) , et la relation de récurrence
6,., =202 " PsPeP  implique
it p i 11 1
e e = i+l
L 1-p P p27 0 pt pT p
Bp=1=CCh ™) o Oy &

Comme 6j <1l et ej <1 pour j assez grand, on voit que le pro-
- =J
duit infini des éf converge nécessairement et que ef a une li-

mite £ € 10,11 . La valeur minimale de ) sera obtenue dans le cas

ol lim e?—J =1 ; on aura alors

1
P _ 1
1-p, 15 p-1 -1 _ 1= pJ
19 @A P P o=@ )P =TT6
p p i=0 J
J_
Fixons tous les éléments 6j sauf 5k et ék 4" Par différentiation
(9) et (10) donnent
dd dd
- -k- +
do, +ds, . =0, -‘:\_X =kak +pk1_5_k_l ,
k k+1
- . _ 1 .
A sera donc minimal si 6k+1 = pék ; compte-tenu de (9) et (10) on
obtient 5
1 . __b
== ® - 2
k-1 -1 -1 T =-(t1 -1
o =0, @c P = TTp 0P &=
j=0
I1 en résulte en définitive les valeurs suivantes
2 1
p? = - P
-j-1 80 p-1) P! " p-1
5, = s . =A8, , A= ’ 5~ ’
i p 'ﬂJ pp i p
1 - 1
P =y Jljl[ ( p’
1-p b
1
i B‘I_%— p-1 = 1
B=,eB , B = (2p!%p | (1+—,—)
p j=1 L pl
Un calcul numérique permet de vérifier que la constante Bp optimale
est obtenue pour p = 11 et que B11 < 3,685 , A11 < 1,186 ; les
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estimations (b"), (c') du théoréme 2.1. en résultent. D'autre part, on

peut montrer par des calculs élémentaires que nous n'expliciterons pas

(formule de Stirling !) que

A =1+2 +o(m) . B =f§(1+o(£‘ﬂ)) )
p p p2 p e p

avec les majorations effectives
Ap<1+§ pour p >18 , Bp<1+A/L—);—1 pour p=35.

Ceci donne les inégalités (b), (c) du théoréme pour tout réel M > 17

en prenant p tel que p-1<2M <p .=

9

Iorsque G n'est pas compact, choisissons p 22 ol a>0

est donné, et ¢ assez petit (i.e. JEBP <a ). On obtient alors le
résultat suivant.

THEOREME 2.2. - Soit G un groupe non compact. Pour tout

® € LZ(G) et tout o > 0 , il existe une fonction f € LZ(G) N Cy(G)
telle que

(a) |f| > |p| p.p. sur G,
®) iElly < arololl, .

@ |l < all, -

Nous allons maintenant compléter la démonstration des théore-

mes 2.1 et 2.2 en prouvant les deux lemmes invoqués au cours de

celle-ci.

2
LEMME 2.3. - Pour toute fonction f € L (G) (resp.

0 = fe Lz(é)) et tout e > 0 , il existe une fonction g € LZ(G)

(resp. | € Lz(é)) et une fonction p € LI(G) telles que
f=gwp (esp. = yp) et

@ p=0, g =1
®) llglly = a+ellfll, @esp. ||, < @+e)lloll,) -
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Il suffit de démontrer les assertions relatives & ¢ et { . Dans

A
ce cas, on peut trouver une suite croissante de compacts Kn c G tels

que
Suppop <« U Kn
n€lN
2 -n 2
et [ o) |"dg < 47 elloll, , wn=1.
K \K
n' n-1

L'ensemble v, = {x€G; |Ex)-1]|<e, V§EKH} est un voisinage fermé
de I'unité dans G . Soit p, une fonction continue >0 , d'intégrale 1,
de support c Vn . On a

19,8 -1 = |[ p,@EX-Ddx| <& si EeK ,
donc |5n(€)| 2 1-¢ sur K . Définissons

o]

o= T el g wp . avee B =p (%) .
Alors
- .~n-1 2
llell; = ?02 leyll; =1
¢ p=2 25122 T2 10 = 2Pa9? sur K
n=0 B n=p P

Posons enfin | = cp/ﬁ sur Suppey , (=0 sur é\Suppcp ; il vient

2 1 2 2
d 2P d
félwg)l dg < —— [IKOIqu €+p§1 [ \K |o| a8

(1-¢) p\Kp-1
2
el . D 1+¢ 2
s —2 (1+ T 2P) = Lo g2
(1-¢) B (1-¢)
,, ”
dod [y, < 3== llolly = @+enligl, - »
LEMME 2.4. - Soit f € L%(G)nL>G) et o€ LG .

Alors f#p € CO(G) :

1
En effet p est limite dans L (G) de la suite

0, = p.inf(l,ﬁ) e Ll n 1@ c L0 .
p
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Comme f € LZ(G) on a donc f+# < € CO(G) , et

[t p - £xp [l = lEl llo-p ll; —0 .=

Une conséquence immédiate du théoréme LKK est le théoréme

d'Orlicz-Paley-Sidon [10,11,12] ci-dessous.

COROLLAIRE 2.5. - Soit | wune fonction mesurable sur G

telle que q;f € Ll(a) pour tout f € L2(G)nCO(G) . Alors
2 4
b e L°G) .

Le théoréme OPS apparaft en fait nettement plus faible que
LKK , puisqu'il n'exprime qu'une propriété de 'densité' de
(LZ(G)DCO(G))A. dans Lz(é) , & savoir que ces espaces ont mé&mes

1.4
multiplicateurs a valeurs dans L (G) .

3. TRANSFORMEES DE FOURIER DE FONCTIONS CONTINUES
A SUPPORT COMPACT.

Les résultats précédents permettent également d'étudier les
=
multiplicateurs ponctuels de 1'espace Cc(G) des transformées de
Fourier de fonctions continues & support compact, dans Ll(G) ou dans

Mb(é) (espace des mesures bornées sur G ).

A cet effet, rappelons d'abord la définition des espaces amal-
gamés P (LY(G)) et ep(M(G)) , cf. [2] et [7]. Soit E un voisinage
compact de 1'élément neutre de G et f une fonction mesurable sur
G . On pose

B
L (5 ]1X+Ef||iq(G)dx) i p<a,

f = su 1 f
1 gy = 28 gl g
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ol ]1A désigne la fonction caractéristique d'une partie A de G .

Si u est une mesure sur G , on définit de maniére analogue
1

HNHQP(M) = (IGH nx+E“”§/1b(G)dx)p :

On vérifie aisément que les normes ainsi obtenues ne dépendent pas a

équivalence prés du voisinage E choisi.

La transformation de Fourier jouit de propriétés naturelles vis -
4-vis de ces espaces (voir J.P. Bertrandias - C. Dupuis [3]) ; en par-
ticulier, elle envoie ¢ (L%(G)) dans &2(L°(&) . Le théorsme LKK
permet d'établir inversement que l'image de ce morphisme dans

82(Lw(é)) est "assez grosse'.

THEOREME 3.1. - Soit K une partie compacte d'intérieur non

vide dans G . Alors il existe un compact L c G et une cons-

tante C >0 gayant la propriété suivante : pour toute fonction

® € 22(L°°(§)) on peut trouver une fonction f € CK(G) 4 _sup-
port dans K telle que
@ [t[* 1 =2 [o ,

k) | = Cllwl\ea(m

A
Ainsi |f| majore |p| en moyenne sur les translatés d'un
compact. A notre connaissance, c'est un probléme ouvert de savoir
A

s'il existe f € CC(G) telle que |f| > |p| en tout point de G , cf.
J.J.F. Fournier [5], th.3.3'.

Démonstration. - Il n'est pas restrictif de supposer que K est

un voisinage compact de 1'élément neutre de G .

Premiére étape. On va d'abord réduire le probléme au cas oi le

groupe G est engendré par K .
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Soit en effet U le sous-groupe ouvert de G engendré par IO{ .
Si UT est I'orthogonal de U dans é , le dual de U peut s'identi-
fier a ﬁ =~ é/U'L , et la transformée de Fourier de tout élément
fe L2(G) a4 support dans U est constante sur les classes modulo U™ .
Par ailleurs G/U est discret, donc U~ =~ C?/\U est compact. Rem-

plagons alors ¢ par

PE) = sup|o|E+UY) ;

il est clair que ® € eZ(Lm(é/U l)) et on voit qu'il suffit de démontrer

le théoréme pour le groupe U & la place de G .

EmRlnG Srapes

On supposera donc que IO( engendre le groupe G . Dans ce cas,
on montre que le théoréme 3.1 se raméne au théoréme LKK appliqué
4 un groupe-quotient compact de G . Le théoréme de structure pour
les groupes localement coﬁpacts abéliens (Hewitt and Ross [6], vol. I,
th. (9.3) p. 86) implique l'existence d'un sous-groupe discret de type fini
Dc G tel que D $K = G , en particulier G/D est compact. L'ortho-
gonal D* est un sous-groupe discret de G a quotient compact, D"
admet donc un domaine fondamental E relativement compact dans é .
Pour tout & € D* posons ¥(8) = sup || . Alors | € eZ(DL) et

R

5+E
|lw] 2 L™ Il | § w . D'aprés le théoréme LKK appliqué aux

& () (e
groupes duaux G/D et D™ , il existe une fonction g € C(G/D) telle
que

|8(8)| > y(8) pour tout & ¢ D"

Dans la suite g sera identifiée 4 une fonction continue sur G , pério-

dique modulo D .

Troisiéme étape.: construction de f par troncature de g .

Comme D+K = G , il existe une fonction u € CK(G) dont

les translatées modulo D constituent une partition de l'unité sur G ,

i.e.
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(11) 2 u(xty) =1 pourtout y € G .

xeD
Soit 6 € Cc(é) , He“m = 1 , une fonction dont la transformée de
Fourier inverse é ne s'annule pas sur K . Posons alors

1z f= gE au voisinage de K, f=0 sur G\K.

8

Compte-tenu de (11) et (12), on obtient pour tout & € D'
A X A% —
£ 0(8) = jéf@)e(a—@)d;‘ = fo<x)e<x)a(x>dx
= [ s®uEbmdx = [ g bGdk = 2(5) .
G G/D
Il s'ensuit par construction de g (cf. deuxiéme étape) :
sup || = ¥(8) < |g®)| = |F|*|8](®) -
5+E

Ceci entrafe |op| < |f|*]lL dés lors que LOE + Supp 6 , et le

théoréme 3.1 est démontré. =

Nous pouvons alors redémontrer le théoréme d'Orlicz-Paley- Sidon
dans la version généralisée obtenue indépendamment par J.J.F. Fournier

[5] et J.P. Bertrandias [1].

COROLLAIRE 3.2. - Soit K une partie compacte d'intérieur

non vide dans G et | wune fonction mesurable (resp. une me-
sure) sur G telle que q;f € Ll(é) (resp. waMb(é)) pour
tout f € CL(G) . Alors y € 2@ (6) (wesp. v € e2u(&))).

Démonstration. - ILe théoréme du graphe fermé entrate 1l'exis-

tence d'une constante C > 0 telle que

£ . cllt , VvEeC_(G) .
981 5 % Ol (@

Etant donné n € E} , il vient, aprés substitution de fn a f

[« lv@ | [fe-n)|ae = cli|l
G L(G)
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Intégrons maintenant cette inégalité lorsque - décrit une partie

compacte Lc G ; on obtient

e | |E]* 1, @)de < o)t
INTCINGEE Sl

) theoreme 3.1 entrafme alors que j,\]q;(g)] |cp(g)|d§ < +o pour tout
p € 2 (L (G)) , et par dualité on a donc V€ R (Ll(G)) Mé&me démons-

tration dans le cas oi f est une mesure. m
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