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0. Introduction

L’objet de ce travail est d’étendre aux variétés kihlériennes complétes les estimations L2
de Bochner-Kodaira-Kohn-Hormander-Nakano-Skoda pour 'opérateur 0. Nous étudie-
rons de maniére générale I’opérateur 0 d’un fibré vectoriel holomorphe hermitien, en nous
inspirant de H. Skoda dont les articles [22] & [26] sont & I’origine de la plupart de nos
résultats.

Dans ses travaux les plus récents sur la question ([24], [25] et [26]) H. Skoda se plagait,
comme S. Nakano [20], sur des variétés faiblement C2-pseudoconvexes. Par définition, une
variété X est faiblement (C*)-pseudoconvexe s’il existe sur X une fonction plurisousharmoni-
que exhaustive (de classe C*). Les variétés compactes et les variétés de Stein sont des
exemples de variétés faiblement C®-pseudoconvexes. D’autre part, on a (¢f. §1) :

THEOREME 0.1. — Toute variété kihlérienne faiblement pseudoconvexe peut étre munie
d’une métrique kahlérienne compléte.
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458 J.-P. DEMAILLY

On généralise ainsi le résultat analogue de S. Nakano [20] pour les variétés faiblement
C2-pseudoconvexes. Les variétés kihlériennes complétes apparaissent en fait comme le cadre
naturel de la méthode d’analyse fonctionnelle de L. Hormander [14] pour la résolution de

lopérateur 4, et certaines simplifications techniques sont possibles dans ce cadre.

Un passage a la limite sur la métrique kéhlérienne permet notamment de s’affranchir de la
technique des trois poids qui était utilisée antérieurement ([14], [24]). Une autre source
d’intérét des variétés kdhlériennes complétes, outre leur généralité plus grande, réside dans le
résultat suivant (prop. 1.6).

THEOREME 0.2. — Soit X une variété kdhlérienne compacte ou une variété de Stein, et Z un
ensemble analytique dans X. Alors X\ Z posséde une métrique kihlérienne compléte.

Pour obtenir des théorémes d’annulation optimaux, nous avons été amenés a introduire de
nouvelles notions de positivité pour les fibrés, qui généralisent a la fois les notions de
positivité de Ph. Griffiths [12] et de S. Nakano [20]. On dira que le fibré E est s-positif (ou s
est un entier = 1) si la forme de courbure ¢ (E) est telle que ic (E) (x, x)> 0 pour tout tenseur
non nul xe TX®E de rang <s (voir définitions 2.1 et 2.2). La positivité de Griffiths
correspond a s=1, celle de Nakano a s=rn=dim X. On a dans ce contexte un théoréme
d’annulation (th. 7.1), qui généralise le résultat de S. Nakano [20] dans le cas particulier des
(n, g)-formes.

THEOREME 0.3. — Soit E un fibré s-positif au-dessus d’une ‘variété X faiblement
pseudoconvexe. Alors H™ 4(X, E)=0 pour g=sup (1, n—s+1).

Ce théoréme s’accompagne d’estimations L? précises pour Iopérateur 9, qui seront
étudiées au paragraphe 4.

Le paragraphe 2 contient une synthése des résultats de [6] et [7] sur les relations entre les
différentes notions de positivité (¢f. th. 2.6), résultats que nous rappelons briévement ici.
THEOREME 0.4. — Soit E un fibré positif au sens de Griffiths, de rang r=2. Alors :
0.1) E®dét E est positif au sens de Nakano;
0.2) E*®(dét E)* est s-positif pour tout s=1.
Les théorémes 0.3 et 0.4 admettent la conséquence suivante (cor. 7.2 et 7.3).

CoroLLAIRE 0.5. — Soit E un fibré positif au sens de Griffiths, de rang =2, au-dessus d’une
‘variété faiblement pseudoconvexe X. Alors :

0.3) H"4(X; EQdétE)=0  pour g2=1;
0.4) H™ 1(X; E*®(détE)*)=0

pour gZsup (1, n—s+1) et pour tout g=1 si s=r.

La propriété (0.3), qui est un théoréme de Ph. Griffiths[12], devient ainsi un corollaire du
théoréme d’annulation de Nakano.

Le résultat (0.4) est nouveau a notre connaissance lorsque n—s+1<g<r.
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FIBRES HOLOMORPHES SEMI-POSITIFS 459
Soit maintenant :

(0.5) 0-N->E5Q-0

une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens au-dessus de la variété
faiblement pseudoconvexe X. Nous démontrons le résultat suivant (th. 7.4 et 7.5).

THEOREME 0.6. — Soit rlerang de E k le rang de Q, n la dimension de X et q un entier tel que
0=<qg=n. On pose s=inf (n—gq, r—k). Soit M un fibré linéaire hermitien et L=(dét Q)* Q@M.
(0.6) Si E est s-semi-positif et si M est semi-positif ('une des deux hypothéses de positivité
étant stricte) alors le fibré N®L est (n— q)-positif, et on a :

H»"1(X; N®L)=0  pour [2gq.

(0.7) Si E est s-semi-positif et si ic(M)Z¢ic (dét Q), e>0 alors le morphisme cobord :

§: H™'(X; Q®L)->H"'""'(X; N®L)

est nul pour 1= q.
Sous chacune des deux hypothéses (0.6), (0.7), le morphisme :

g: H™'(X; EQL)-H"'(X; Q®L)

est surjectif.

Le cas particulier du théoréme 0.6 correspondant & ¢=0 est dii 8 H. Skoda[25]. Le cas
q=1=0 est particuliérement intéressant, puisqu’il donne des conditions suffisantes assurant
la surjectivité du morphisme :

g: H"°(X; EQL)-»H"°(X; Q®L),

opérant sur les sections holomorphes globales. La méthode de démonstration est
essentiellement la méme que celle suivie par H. Skoda [25], et repose sur les liens qui existent
entre les formes de courbure ¢ (E), ¢ (N) et I'obstruction au scindage holomorphe de la suite
exacte (0.5). Le théoréme 0.6 admet lui aussi une version plus précise, avec estimations L?
(th. 6.2 et cor. 6.10), permettant de traiter le cas ou le morphisme g dégénére en certains
points. Si Z est ’ensemble des points ou g dégénére, on peut en effet appliquer le théoréme
d’existence & la variété X\ Z, car X\ Z est réunion d’une suite croissante de variétés
complétes. Les estimations L# qui sont obtenues simultanément permettent de prolonger les
solutions au travers de I’ensemble analytique Z (¢f. lemme 6.9). Certaines hypothéses
techniques superflues qui apparaissent dans [24], [25], [26], [5], [7] ont pu ainsi étre éliminées.

La section 6 s’achéve par 1’6noncé d’un théoréme d’extension pour les fonctions
holomorphes. Ce théoréme améliore les résultats de B. Jennane [16], et semble optimal.
Soit fune section holomorphe d’un fibré E au-dessus de X, définie au voisinage d’un sous-
ensemble analytique Y = X. On donne une condition suffisante portant sur la courbure de E,
qui assure I’existence d’un prolongement F de fa X. Dans le cas ou X=C", on obtient ainsi
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460 J.-P. DEMAILLY

un théoréme de prolongement avec controle précis de la croissance (cf. aussi [5]). Le lecteur
trouvera certaines applications a I’analyse harmonique dans ’article de C. A. Berenstein et
B. A. Taylor [1].

Les sections 8 et 9 sont consacrées a I’étude d’un certain nombre de résultats concernant
I’approximation des fonctions plurisousharmoniques sur des variétés kahlériennes
quelconques. L’étape technique cruciale consiste en un procédé de régularisation par des
noyaux « symeétriques » vis-a-vis de la métrique kihlérienne . R. Greene et H. Wu [11] ont
déja utilisé des techniques similaires dans le cadre des variétés riemanniennes. Leurs résultats
et ceux antérieurs de R. Richberg [21], résolvent de maniére satisfaisante le cas des fonctions
plurisousharmoniques continues (sur une variété analytique quelconque). Lorsque la variété
est supposée de plus kédhlérienne , nous obtenons un théoréme général d’approximation
(th. 9.1), qui semble nouveau dans le cas des fonctions plurisousharmoniques semi-
continues. Ce dernier théoréme permet Iintroduction de poids singuliers dans les
estimations L? pour l'opérateur d sur des variétés kihlériennes complétes, non

nécessairement de Stein (¢f. § 5). Citons quelques-uns des résultats obtenus (¢f. cor. 9.3 et
th. 9.4).

TutoreME 0.7. — Soit ¢ wune fonction plurisousharmonique sur une variété
kahlérienne (X, ®). Alors il existe une une suite décroissante (@) de fonctions de classe C* sur X
et une suite (M) de fonctions continues 20 telles que :

©.3) lim {o,=o;
v—= to
0.9) idd ¢,z -\ o;
(0.10) A, converge vers 0 uniformément sur tout compact de X.

L’énoncé qui suit est I'une des étapes essentielles de la démonstration du théoréme 0. 1.

TuEorREME 0.8. — Soit (X, ®) une variété kihlérienne faiblement pseudoconvexe. Alors il
existe des fonctions continues m, M exhaustives sur X, telles que 0<m<M et ayant la
propriété suivante. Pour toute fonction continue >0 sur X, il existe une fonction \y de
classe C* sur X telle que :

msy=M et idd' Yz —-A\o.

Jadresse mes plus vifs remerciements & M. Henri Skoda, qui m’a suggéré de nombreuses
ameéliorations dans la rédaction de ce travail.

1. Variétés kihlériennes complétes et faiblement pseudoconvexes

Soit X une variété analytique complexe de dimension n.

Pour pouvoir résoudre I'opérateur d’’, nous serons amenés a faire sur X certaines
hypothéses de pseudoconvexité.
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FIBRES HOLOMORPHES SEMI-POSITIFS 461

DeriniTioN 1.1, —  La variété X sera dite faiblement pseudoconvexe (resp. C*-
pseudoconvexe) s’il existe sur X une fonction ¢ plurisousharmonique (resp. de classe C*) et
exhaustive, c’esz-a-dire que pour tout réel ¢, Pouvert X (c)={zeX; ¢(z)<c} est relativement
compact dans X.

Les variétés de Stein et les variétés compactes sont des exemples de variétés faiblement
C*-pseudoconvexes.

DerFINITION 1.2. — On dira que X est une variété kihlérienne compléte si X posséde une
métrique kahlérienne o vérifiant I'une des propriétés équivalentes (1.1), (1.2), (1.3) :

(1.1) la distance géodésique§ associée a ® est compléte;
(1.2) les boules fermées définies par & sont compactes;

(1.3) il existe une suite exhaustive (K,), v=1,2, ..., de parties compactes de X et une
suite (y,) de fonctions C* a support compact dans X, telles que :

0=x,=1, yx,=1 sur K,, Idxvlél.
A%

D’aprés S. Nakano [20], une variété kihlérienne faiblement C2-pseudoconvexe peut
toujours étre munie d’une métrique kdhlérienne compléte. Nous énoncerons ici un résultat
un peu plus général.

THEOREME 1.3. — Toute ‘variété kdhlérienne faiblement pseudoconvexe posséde une
métrique kdhlérienne compléte.

Démonstration. — Soit X une variété faiblement pseudoconvexe, et ® une métrique
kdhlérienne sur X. D’aprés le théoréme 9.4 de I’appendice, il existe une fonction
continue M >0 et une fonction exhaustive |y de classe C® sur X telles que :

1
0SYsM et dd'Vz - o

Posons o =3w+id' d" (Y*)=30+2iyd d' \y+2id y A d" .
On obtient :
(1.4) o=o+2id Y Ad',

en particulier, ® est une métrique kihlérienne . Soient & et § les distances géodésiques
associées respectivement a ® et , et soit (z,, z,) un couple de points de X. On a par

définition :
) ! du _du
8(zq, zz)=1an‘0 (D(d dt>dt

ou la borne inférieure est étendue A tous les chemins u : [0, 1] - X de classe C! et
d’extrémités z, et z,. D’aprés (1.4), il vient :

oG- o )l ov(@)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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462 J.-P. DEMAILLY
puisque :
d(Wou) du du
—r = — =2 ' — .
pramini A bl e
On en déduit aisément :

(1.5) S(Zl,Zz)gsup(B(Zl,Zz), [W(z)=V(z,)])

pour tout couple(z,, z,) de points de X. Comme s est exhaustive, il en résulte que ’hypothése
(1.2) est vérifice par 5. O

Au paragraphe 6, nous serons amenés pour des raisons techniques a appliquer les
estimations L? sur des variétés de la forme X'\ Z, ou Z est un ensemble analytique dans X.
Lorsque X est une variété de Stein ou une variété projective, on résout la difficulté en
choisissant une hypersurface H contenant Z et telle que X\Hsoit une variété de Stein. Dans
le cas général, on a un théoréme d’existence pour le @ valable sur toute variété kahlérienne
compléte. Il est donc intéressant de rechercher des conditions trés générales assurant
P’existence d’une métrique kdhlérienne compléte sur X\ Z.

La premiére étape consiste a construire une fonction y singuliére sur Z, et qui soit « pres-
que » plurisousharmonique sur X. La méthode standard, lorsque Z est un ensemble
analytique de codimension pure p dans C", utilise une convolution du courant
d’intégration [Z] avec le noyau —|z—x|~2?/p ! ((i/2)d’ d’|z|*)? convenablement tronqué
(¢f- H. Skoda[28]).

Cette méthode peut s’adapter au cas ou X est kadhlérienne, au prix de difficultés
comparables a celles que nous rencontrerons au paragraphe 8. Néanmoins, comme aucune
estimation précise n’est indispensable, on pourra se contenter ici d’une construction plus
simple.

Prorosition 1.4. — Soit X une variété analytique et Z un ensemble analytique dans X. I1
existe une fonction \y < — 1, de classe C* sur X'\ Z, convergeant vers — o0 au voisinage de Z et
localement sommable sur X, et une (1, 1)-forme réelle y continue sur X ayant les propriétés
suivantes :

(1.6) id'd"yzy;
(1.7) sioest unréel >0, e *Y est non sommable au voisinage de tout point z€Z en lequel la
codimension du germe Z_ est au plus égale a a.

Démonstration. — Soit £, le faisceau d’idéaux des germes de fonctions holomorphes qui
s’annulent sur Z. Puisque .#, est cohérent, il existe un recouvrement ouvert localement fini
(U));es de X par des ouverts U; relativement compacts, et pour tout j des fonctions f; ,,

1=v=v(j), qui engendrent le faisceau £, au voisinage de ﬁj. On pose f;=(f;, Di<v<v(jy
|fi2=Y11; .17

. Comme les f; , sont des générateurs, chaque quotient |f;|2"[¥, | est borné sur
U; nU,\Z; seule cette propriété nous servira en fait par la suite.
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FIBRES HOLOMORPHES SEMI-POSITIFS 463

Choisissons une famille (y ;) de fonctions de classe C* sur X, a support Supp y ;= U, telles
que :

1
2 x5>0, ZX,2-|fj|2<z sur X.

jel jel

On définit :
p=Y 12 fi12=Y %3/, %  V=Logp.
J Jsv

En différentiant une premiére fois, on trouve :

4 d”p 1 -
d \j}:T.zgj’vajfj’vuj’v, »

ou u; , est la (1, 0)-forme sur X :
uj =215 d 0+ 0

On a d’autre part d'(u; ,)=2 f; ,d’ d'yndy df; . dou :

;o 1 S Ve gt 4 1r
dd \jjzszxjfj’v(ijyvdd xitd xndf)
Js v

1 ) - dpnd'p
+= Y i vd i+ xd A w————
pj,V p
1 ’ e 4 a . 1 - d,p/\d”p
=‘p‘22|f,~,v|2(ded x—d xjnd Xj)+5 Zuj’v/\uj,v———pz .
Js v Js v

Dans cette derniére égalité, la premiére sommation a ses coefficients localement bornés sur X,
a cause de I’hypothése que les quotients | f;|%/| £, |> sont bornés. Il existe donc une (1, 1)-
forme réelle y, continue sur X, telle que :

o 1 . - idpnad'p

id d \|Jg'y+5§:zuj,v/\uj,v————p2 .

Js Vv

La forme hermitienne correspondant & la somme des deux derniers termes, calculée sur le
vecteur tangent £ e T, X, est donnée par :

2 1dp@®)1
p?

1
5 Y lu;  (€)] ,
quantité 20 d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a I’identité :

dp@E)=Y x1;/5 v ().
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464 J.-P. DEMAILLY

La minoration (1.6) est donc démontrée. L’affirmation (1.7) est facile a vérifier si z est un
point régulier de Z. Dans le cas général, il suffit d’observer qu’il y a toujours une suite z, de
points réguliers convergeant vers z et tels que la codimension de Z soit la méme aux points z
etz,. [

Il est maintenant facile de prouver I’existence de métriques complétes sur des variétés de la
forme X\ Z.

THEOREME 1.5. — Soit (X, ) une variété kahlérienne, Z un ensemble analy tique dans X ¢i X
un ouvert relativement compact de X possédant une métrique kihlérienne compléte .
Alors X\Z est une variété kahlérienne compléte.

Remarque 1.6. — Si de plus X est faiblement pseudoconvexe, avec fonction d’exhaustion
p.s.h. ¢, le théoréme 1.5 s’applique en particulier aux ouverts X=X (c)={zeX; ¢ (z)<c}
en vertu du théoréme 1.3.

Démonstration. — Soit \ la fonction construite dans la proposition 1.4,

On obtiendra une métrique kihlérienne compléte sur X\ Z en posant pour C>0 assez
grand :

0=0+Co+id d'(—/—V).

En effet, un calcul immédiat donne :

. ddy
1.8 dd (— =)= 2L il (AN (=)
(1.8) idd' (—y/—V) W +4id (=) Ad’ (=)

D’aprés (1.6) et I'inégalité y< —1, il existe C>0 tel que :
l'dl d/! \ll
2/~

donc 0= w44id (—)"/* Ad’' (=) Comme |(z) tend vers — co au voisinage de Z, le
raisonnement utilisé en (1.4) et (1.5) montre que ® est compléte sur X\Z. Od

Co+ >0 sur X,

Pour obtenir un résultat plus global, il est nécessaire de faire une hypothése plus forte sur la
variété X, en supposant par exemple X compacte ou X de Stein. Le cas ou X est une variété de
Stein avait déja été étudié par H. Grauert [10].

On peut énoncer de maniére générale :

ProrosiTioN 1.6. — Soit (X, ®) une ‘variété kahlérienne possédant une fonction
d’exhaustion @ p.s.h. sur X et strictement p.s.h. en dehors d'un compact de X. Alors pour tout
ensemble analytique Z de X, X\ Z est une variété kihlérienne compléte.

Démonstration. — Rappelons qu’une fonction semi-confinue supérieurement est dite
strictement p.s.h. si elle est localement somme d’une fonction p.s.h. et d’une fonction
strictement p.s.h. de classe C2. Grace au corollaire 9.5, on peut supposer ¢ de classe C*.

On pose : -
o=Co+id d" (yop—\/—V),
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FIBRES HOLOMORPHES SEMI-POSITIFS 465

ou Cest une constante > 0, % une fonction convexe croissante de classe C* et s la fonction de
la proposition 1.4. On choisit C et x de sorte que :

id d’

N

C-1D)o+y ocp.idd o+ =0 et X' op=1.

Il vient alors d’aprés (1.8) :
oZo+id oad’ o+4id (—y)* Ad’ (=)

o est donc compléte sur X\ Z. [

2. Rappels sur les notions de courbure et de positivité

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, et E un fibré vectoriel
holomorphe hermitien de rang r au-dessus de X, dont la métrique est de classe C2. On
désigne par D=D’+ D’ la connexion holomorphe hermitienne du fibré E (¢f. A. Douady et
J.-L. Verdier [9], exposé III), et par ¢(E) la forme de courbure de E, qui est définie par :

¢(E).u=D?u=(D'D"+D"D')u

pour toute section u de C® (X; E); ic(E) est donc une (1,1 )-forme réelle & valeurs dans le fibré
Herm(E, E) des endomorphismes hermitiens de E. ic(E) sera identifi¢e a la forme
sesquilinéaire hermitienne sur TX®E qui lui correspond canoniquement par la formule :

ic(E)(t®e, t®e)=(ic(E)(t, it).e|e)

en tout point ze X et avec te T, X, e€ E,. Relativement & un couple de bases (dz,, dz,, ...,
dz,) de T¥X et (ey, e,, . .., e,) de E, (cette derniére étant orthonormée) on peut écrire :

ic(B)= %zcﬁ,m dz, A &z, ®et @,

ic(E)(x, X)=" Cjtim Xt Xm>

avec :
Cjttm= Chjmi> 15j,k=n, 1Zl.m<r,
xeT,X®E,, x;=(dz;®ef)(x),
(e¥, e%, ..., e¥) étant la base duale de (e, e,, ..., ¢€,).
DtriniTioN 12.1. — Soient T et E deux espaces vectoriels complexes de dimensions

respectives n et r.

Un tenseur xe TQE sera dit de rang s si s est le plus petit entier 20 tel qu’on puisse écrire :

s
x= 21 t;Qe;, t;eT, e;eE.

J
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On dira qu’une forme hermitienne 0 sur TQE est s-semi-positive (ou s est un entier = 1), et on
écrira 0= 0, si 0(x, x)=0 pour tout tenseur x€ TQE de rang <s.

La forme 0 sera s-positive (6> ,0) si 0 (x, x)>0 pour tout tenseur x+#0 de rang <s.

DErFINITION 2.2. — On dira que le fibré hermitien E est s-(semi-) positif si sa forme de
courbure O=ic(E) est s-(semi) positive sur T,X®E, en tout point ze X.

Pour s=1, on retrouve la notion de positivité de Ph. Griffiths [12] :
0=,0 ‘ si 0(t®e, t®e)=0 pour tout (¢, e)e TXRE,
tandis que pour s=Inf(n, r) on obtient la positivité de S. Nakano [20] :

62,0 si 0(x, x)=0 pour tout xe TXQE

[tout ¢lément de TX ® E est de rang <Inf(n, r)]. Toutes ces notions coincident par ailleurs si
r=1ousi n=1, et nous omettrons alors Iindice s.

Les questions que nous allons maintenant aborder ne seront pas utilisées avant le
paragraphe 7. Nous nous proposons d’étudier (comme dans [7] et [6]) différentes relations
existant entre les notions de positivité introduites plus haut.

Etant donné une forme hermitienne 8 sur TQE, on désignera par Trg 0 la trace de 6 par
rapport a E, c’est-a-dire la forme hermitienne définie sur T par :

r

(Tr 0) (2, )= 0(1®e;, t®e))

=1

pour tout zeT et toute base orthonormée (¢), ., de E.

ProrosiTioN 2.3. — Soit 6 = 0 une forme hermitienne semi-positive au sens de Griffiths.
Alors la forme 04Trg0®Idg est semi-positive au sens de Nakano, c’est-a-dire
04+ Tr,0®Id; =, 0.

Dans cet énoncé, on identifie la métrique hermitienne de E & I’endomorphisme Id; qui lui
correspond. Le lecteur est invité a se reporter a [7] ou a [6] pour une démonstration.

COROLLAIRE 2.4. — Supposons 0 =, 0. Alors s Tr; 0®Id;—6 = 0.

Démonstration. — Nous établirons d’abord le cas s=1, le cas général résultant de la
proposition 2.3.

(a) s=1.

Soit xe TQE un tenseur de rang <1. On peut écrire x=t®e avec te T et e€E, |e|=1.
Complétons [ e] en une base orthonormée (e,, e,, ..., e,) de E telle que e, =e.

1l vient :

0(x, x)=0(t®e,, t®e,),
(Trg 0®1dg) (x, x)=Trg 8(2, t)= z 0(1®e;, 1®e;)20(x, x)
v I=1

car par hypothése 8(1®e,, t®e,)=0.
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(b) Cas général.
Tout tenseur xe T®E de rang <s peut s’écrire :

q
x=73 1;®e;
=1

avec g=inf (n, r, 5), t;€ T, et ou (¢;), <, est une base orthonormée de E. Notons F le sous-
espace de dimension g de E engendré par ey, e,, .. ., e, et O la restriction de 6 4 TQF (de
sorte que O =, 0). La partie (@) montre que :

O=Tr; 0:®1dr— 6z =, 0.
D’apreés la proposition 2.3, on obtient :

®+Tr]: @@IdF=qTrF 9F®IdF_9F g qO,

0(x, x)=0g(x, x)Zq(Trp 0 ®1Idg) (x, x)=¢q Z 0(1;®ey, 1;®e))

1<j15q

<s Y 0(1,®e;, 1;@e)=5(Tr; 0@1dg) (x, x). [
1Sjsq
1<y

Les principales conséquences de la proposition 2. 3 seront obtenues en choisissant pour 6 la
forme de courbure ic(E) d’un fibré hermitien. Nous aurons besoin du lemme classique
suivant, qui relie la courbure des fibrés dét E et E* a celle de E.

LEMME 2.5. — Soient E, F des fibrés hermitiens au-dessus de X. Onnote dét E=A"E ou r est

le rang de E. Alors les formes de courbure des fibrés dét E, E* (dual de E) et E ® F sont données
par :
c(dét E)=Trg c(E),

c(E*)=—"c(E),
C(E® F)=c(E)®Idz+1d; ® c(F),

ou la trace Trg est celle de Hom (E, E) et '? [lopérateur de transposition
Hom (E, E) » Hom (E*, E*).

THEOREME 2.6. — Soit E un fibré semi-positif (resp. positif) au sens de Griffiths. Alors :
(2.1) E® dét E est semi-positif (resp. positif) au sens de Nakano.
(2.2) Pour tout entier s=1, le fibré E* ® (dét E)® est s-semi-positif.
(2.3) E* ®(dét E)° est s-positif si E> |0 et si rs>1 (r désignant le rang de E).
Démonstration. — (2.1) résulte aisément de la proposition 2.3 et dulemme 2. 5. Lorsque E
est semi-positif au sens de Griffiths, il est classique que E* est semi-négatif en ce sens (i. e.
E*<,0). La conclusion (2.2) résulte donc du corollaire 2.4 appliqué a 6= —ic(E*),
compte tenu de I’égalité :

ic(E* ® (dét E)*)=ic(E*)—s Trg. ic (E*).
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Side plus E> ,0, il existe une formé hermitienne positive m sur TX telle que ic(E) =, o ® 1d;,
d’ou :
0=—ic(E*)—o®Id.>,0.

Le corollaire 2.4 entraine que :
—s Tr ic(E*)+ic(E*)+(1—rs)o ® Idg. = 0,

soit ic(E* ® (dét E)*) = (r1s— 1o ® Ide.> 0. O

3. Etude du terme de courbure dans Pidentité de Kodaira

Soit X une variété analytique complexe de dimension », munie d’une métrique hermitienne
®. On rappelle que I’algebre A Homg(TX, C) des formes différentielles sur X admet la
décomposition en somme directe orthogonale :

A Homg(TX, C)= @® AP9T*X,

p+gsn
oul’espace AP 2T* X desformes de bidegré (p, ¢) est muni de la métrique naturelle déduite de
celle de TX (conventions de A. Weil [29]).

On note dV=n"/n ! I’élément de volume euclidien de X, A I’adjoint de ’opérateur L de
multiplication extérieure par o, de sorte que :

La=ow A a, (Aa|B)=(x]|ow A B)

pour toutes formes o, € A Homg (TX, C).

Soit maintenant E un fibré vectoriel holomorphe hermitien de rang r au-dessus de X, dont
la métrique est de classe C2. Les opérateurs L et A sont étendus aux espaces de formes
AP *T*X ® E a valeurs dans E en tensorisant par Idg. L’inégalit¢ de Kodaira-Nakano (¢f.
lemme 4.4) fera intervenir un terme de courbure du type (ic(E) A a|a). C’est I’étude de ce
terme que nous allons entreprendre.

Si 0 est une (1, 1)-forme réelle a valeurs dans Herm (E, E), on définit pour tout entier g=1,
2, ..., nuneforme sesquilinéaire 6, sur les fibres de A™ ? T* X ® E en posant en chaque point
zeX:

0,(ct, B)=(6 Ao|P)
pour toutes les formes o, BeA™?T¥X® E,. Les deux lemmes suivants, que nous
démontrons simultanément, seront utiles par la suite.

LEMME 3.1. — Lesformes 0, sont hermitiennes. Si la forme 6 est (n—q+ 1)-(semi-) positive,
alors 0, est (semi-) positive.

On suppose désormais que 0= ,_,,;0. Si ae A" *T*X ® E, on note |a |, le plus petit
nombre =0, éventuellement infini, tel que :

(G.1) l@lB)I*<[al5(® ABIB)
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pour tout Be A" IT*X ® E.

LEMME 3.2. — La (n, n)forme |a|2dV :
(3.2) est indépendante de o si g=1,
(3.3) décroit lorsque o croit si g=1.

D’autre part, pour tout nombre réel A20 tel que 6=, ,,, Ao ®Id; et tout
aeA"IT*XQ®Eona:

1
(3.4) Idlﬁéq—xldlz-

Enfin, soit 1 une (0, 1)-forme sur X. On a alors :

(3.5) InAalgsInl. ol
Démonstration du lemme 3.1. — Relativement & un couple de bases orthonormées (dz,, dz,,
., dz,) de T¥*X et (e, e,, ..., ¢,) de E,, on peut écrire :
R —
0=>7 Z dz; A dz,
i
9=§ Y Ciumdz; A dz, ®@ef @e,
1<), k<n
1€, m<r

AVEC C = Crjm €t POUT BEA" I T*X ® E :

B=Y" Y Bidzy A ... ndz, Adz; @ ey,

J=q 1=1

ol la notation )’ signifie que la sommation est étendue a tous les multi-indices J croissants.
On vérifie que :

A _
AB=2 Y N (=1 dzy AL AdZiA L A dz, A dZ R e
Il=¢-1 1gjzn
1I<r

. A .
(la notation dz; rappelant que le terme dz; est omis), et que :

(3.6) eq(B’ B)=(O AB|B)=2""1 z, z cjklmBjJ,lBkJ,m'
Il=g-1 1<j kzn
1S, m<r

Le multi-indice J étant fixé, |J| =¢—1, la matrice (B ,); , est de rang n-(g—1) au plus,
puisque B; ,=0sijel.
Si0=,_,.,0, on a donc pour tout J :

chklmBjJ lBkJ »20. O
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Démonstration du lemme 3.2. — Soit ®' une deuxiéme métrique hermitienne sur T, X. On
choisit une base (dz,, ..., dz,) de T¥X, orthonormée relativement & ® et orthogonale

relativement a @’. On peut donc écrire :

’
n

i - \
3 Y a;dz; A dz; ou a;>0.
i=1

’

W =

L’isométrie a'/? : (T, X, ') = (T, X, ®) qui a tout (¢,),,<, associe (a'/?t),<,<, induit un
z z q Jj 1=j=fl Jj JNN<jsn
isomorphisme métrique :
AT*X, 0) > (AT¥X, o).
Si(]),] |’ A, dV’ sont respectivement associés & ®’, on a donc :
AN=a"* A a2

(@|B)=(a""?ala”V?B)=(ala" " B)

pour toutes formes o, e A" 1T¥ X ® E,. Par conséquent :

) —sup @B (la Pl _  |@lp)?
"W OABIBY Y 0 A TBlaB) ) 0aP AT BIB)’

Il est facile de vérifier que :

(9(11/2/\a1/2B||3)=2"+"a1...an Z, ay Z CjklmBjJ,lBkJ,m’

[JI1=¢q-1 1<j,kSn
1<, msr

ou a;=[]a;, et ol la somme qui suit a; est =0 quel que soit J. Si ' Zw (c’est-a-dire si
Jjel
a;21, 1= j=n) on obtient donc :

(0a"? A a?BIB)2a,...a,® A BIB),

2
a2 14
= b
a;...a,
" "
2= < 27
|°‘|9 n! =la‘|0n!a

avec égalité si g=1. Les conclusions (3.2) et (3.3) sont donc bien vraies. Si
0=,_,.1 20 ®Idg, le lemme 3.1 et I’égalité 3.6 montrent que :

OABIB)Z2"" e ¥ Y MBul*=qrIBI%

Hl=q-1 Jj, 1

d’ou par dualité :

lalfs —al?

1
qr

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N°3



FIBRES HOLOMORPHES SEMI-POSITIFS 471

D’autre part, comme 6= ,_,,, 0, et afortiori6=,_,0, les formes hermitiennes 6, et 6,
sont semi-positives. Pour tout ne A% *T*X, a e A»91T*X, BeA» 4" T*X on a :

I A alB)?=]@|n JB)I2< |20, JB, 0 L B),

ot n _I B désigne le produit intérieur de B par 1. Pour démontrer (3.5), il suffit donc de
vérifier : '

(3.7) 8,(n 1B, I B)=In|*0,41 (B, B),
et pour cela, on peut supposer que n=dz,. Il vient |n|?>=2:
N AB=2Y" ¥ BusdziA... "dz,Ad5 ® ey,

[Jl=¢g 1=1

eq(W—{ B, H - ﬁ)=2n+q+2 z/ Z Cikim stJ,lBskJ,m'

Hl=q-1 1<), ksn
1<, m<r

Si I’on compare cette inégalité a I’égalité (3.6) o ¢+ 1 est substitué a ¢, la ligne (3. 7) devient
évidente. [

Nous aurons besoin aussi du résultat simple qui suit.

LemMME 3.3. — Soit ® et ®' deux formes hermitiennes sur TX telles que ®<®'. Pour tout
aeA"IT*XQ®E, ¢=0,1, ...,n,0onal|a|>dV' < |a|?dV.

r
Démonstration. — Posons a=Y' Y oy ,dz; A...Adz, A dz;® e, avec les mémes
l=q =1
notations que dans le lemme 3.2. Il vient :

[
dV'=a,a,...a,dV avec a;2=1,

lo2=2""4%" oy |2,
5

2
o
lo|2dV'=2"*4y Toa,/1” 2" av. O
J, 1 J

4. Estimations L? pour Popérateur D"’

Dans ce paragraphe, nous étendrons les estimations de L. Hormander [13] et [14] au cas des
(n, g)-formes a valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe semi-positif. Il s’agit en fait d’une
généralisation immédiate des estimations de H. Skoda [24], qui étaient relatives au cas des
variétés faiblement C2-pseudoconvexes.

Nous obtiendrons un théoréme d’existence valable pour toute variété kahlérienne
compléte, avec des hypothéses de positivité plus faibles.

Un passage a la limite sur la métrique kéhlérienne nous permettra de court-circuiter la
« méthode des trois poids » utilisée antérieurement par L. Héormander [14] et H. Skoda [24].
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THEOREME 4.1. — Soit X une variété kihlérienne compléte de dimension n, munie d’une
métrique kdhlérienne ® non nécessairement compléte. Soit E un fibré vectoriel hermitien de
classe C? sur X. On suppose que E est (n— q+ 1)-semi-positif. On se donne une (n, q)-forme g a
" coefficients LY, et a valeurs dans E, telle que D" g=0 :

J‘|g|2dV<+oo et [lglf(E)dV<+oo
X X

[cf. (3.1); pour simplifier Iécriture, on a noté | g|.gy= |8\l Alors il existe une (n, q—1)-
forme f a coefficients L2, a valeurs dans E, telle que :

D"f=g,
et:

J |f|2dV§f !glcz(E)dV'
X X

Remarque 4.2. — D’aprés le lemme 3.2 (3.4), si on dispose d’une minoration de la forme
de courbure du type :

ic(E)gn-q+1 )\,(l) ® IdE:

ou A est une fonction mesurable >0 sur X, et si la forme g est telle que :
jlgl%lV<+oo, j A lg|?dV<+ o,
X X, g#0
alors il existe une (n, ¢ —1)-forme f vérifiant D' f=g et :
1
|f12dvgj Ligrav. D
jx x 41

Le théoréme 4.1 sera une conséquence simple de I’inégalité de Kodaira-Nakano, moyennant
l'utilisation de la méthode d’analyse fonctionnelle de L. Hormander [14].

On désigne par 2, ,(X; E)’espace des (p, q)-formes de classe C* a support compact dans
Xetavaleursdans E et par L2  (X; E)'espace de Hilbert des (p, g)-formes a coefficients L2,
muni de la norme :

IIuIIZ=J |ul?dv.
x
On définit deux opérateurs non bornés :

T

2 2 2
Lp,q*l - Lp,q—+ Lp‘q+1
4 domaines denses Dom T, Dom S, en considérant I’opérateur D"’ calculé au sens des
distributions. Soient T* : L2  —» L2 _,etS*:L2 . —L2 lesadjoints respectifsde T et
S.
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D’aprés L. Hormander [14], lemme 5.2.1, on a le résultat suivant :

LeMME 4.3. — Sila métrique o est compléte [hypothése (1.3) vérifiée] 9, ,(X; E) est dense
dans Dom T* n Dom S pour la norme du graphe :

u—Jull + [ T*ull + [[Sull.

Soit maintenant 8’ I’adjoint formel de I’opérateur D", défini par :

[(6”u|’v)dV=J (uld"v)dV
X

JX

pour toutes formes ue 9, ,(X; E),veZ X; E).

Lelemme 4.3 montre que T* coincide avec I’opérateur &'’ calculé au sens des distributions.

p,q—1 (
Les opérateurs D’ et 8’ vérifient par ailleurs I'inégalité fondamentale suivante (¢f. A,
Douady et J.-L. Verdier [9], exposé III, th. 3).
LemME 4.4 (Inégalité de Kodaira-Nakano). ¢ Pour toute forme ue 9, ,(X; E),ona:

IID”u|I2+I|5’UI|22J(iC(E) Aulu)av.

X

Démonstration du théoréme 4.1. — Nous supposerons provisoirement que la métrique ®
est compléte. Considérons les deux opérateurs D'’ décrits plus haut, avec p=n :

2 2 2
Ln,q—l _>Ln,q_*Ln,q+1'

Les lemmes 4.3 et 4.4 montrent que :

llT*u||2+HSu||22J(ic(E)Aulu)dV

X

pour toute forme u € Dom S n Dom T* [on notera que (ic (E) Au |u)=0d’apresle lemme 3. 1
et ’hypothese ic(E)=,_, ., 0].
L’inégalité (3.1) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent :

l(glu)|*= ( Iglf(E)de(iC(E) /\ulu)dVéf | g1Ze dV.(IIT* ull®+ || Sull?).
X X

X

Par décomposition orthogonale de toute forme ue Dom T* en u=u, +u, avec u; eKerS,
u,e(Ker S)* =(Im T)* =Ker T*, on en déduit comme dans [14], lemme 4.4.1 :

I(glu)|2=l(glu1)_|2§f lg 1l dV I T*u, ||* < ( lg|Ze dV I T*ull?,

X vX
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car ge Ker S. Le théoréme de Hahn-Banach implique I’existence d’une forme f e L2 ,_, telle
que :

Hfllzéj lgléw dv,
X

et (g|u)=(f|T*u) pour tout ue Dom T*, ce qui signifie précisément que g=T f=D" f.

Il ne nous reste plus qu’a éliminer ’hypothése de complétude de la métrique w. Il existe par
hypothése une métrique kihlérienne compléte ® sur X. On définit de nouvelles métriques
complétes en posant :

Si| |,et| |, g désignentles normes associées a 0,, et si dV,=w}/n !, on obtient d’apres
les lemmes 3.2 (3.3) et 3.3 :

j|g|ic(E)WV§J‘ |g|c2(E)dV<+OO,
X X

nglﬁdVéj

| g|?dV <+ 0.
X,

Les résultats déja établis montrent qu’il existe des formes f,e L2 qg-1tellesque D f =get :

Ivalliéj

\

lg's,c(E)dvvé\[ Igl,z(E)dV.
¥

Soit p un entier fixé et K une partie compacte de X. Pour tout vZp on a:

J valf.dV,éIIfVIIfévallféj | gliwdvV
K X

d’aprés le lemme 3.3. On peut donc extraire de la suite (f,) une sous-suite faiblement
convergente dans L7 __, (X; E; loc).

La limite faible f est telle que :

D" f=g et J |f|ﬁdvpéj Iglcz(E)dV
K X

pour tout compact K de X et tout entier p. L’estimation du théoréme 4.1 s’obtient par
convergence monotone en faisant tendre p vers +oco. [l

Remarque 4.5. — Pour toute (n, 0)-forme f, on vérifie aisément que :
|f12dV=0"f A f,
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le produit extérieur étant combiné avec la forme bilinéaire E ® E — C définie par le produit
scalaire. Cette observation, jointe au lemme 3.2 (3.2), montre que ’estimation du théoréme
4.1 est indépendante de la métrique kéhlérienne si ¢ =1 [ceci n’est plus vrai pour I’estimation
de la remarque 4.2]. o

Remarque 4.6. — La condition | |g|>dV < + oo est en fait superflue, et sera levée au

X
paragraphe suivant. Si la variété X est faiblement pseudoconvexe, on peut se débarrasser de
cette hypothése en appliquant le théoréme 4.1 a chaque ouvert faiblement pseudoconvexe
X (c), et en faisant tendre ¢ vers 4+ 0.

5. Estimations avec métriques et poids plurisousharmoniques singuliers

On considére comme précédemment une variété kdhlérienne compléte X, un fibré vectoriel
holomorphe hermitien E de rang r et de classe C? au-dessus de X. Soit ¢ une fonction semi-
continue supérieurement sur X, telle que ¢ soit localement somme d’une fonction de classe C?
et d’une fonction plurisousharmonique. La décomposition de Lebesgue du courant d’ordre 0
id' d"” ¢ est donc de la forme :

idld/l(p=i(d/dll (p)c+i(d/d//(p)s’

ou la partie singuliére i(d'd"’ @), est un courant =0 de bidegré (1, 1), et ou la partie
absolument continue i(d’ d"’ @), est une (1, 1)-forme localement minorée a coefficients L} .
On multiplie la métrique de E par le poids e~ °. Il sera commode de poser :

¢(E, 9)=c(E)+(d'd" ¢)..

Nous nous proposons de démontrer dans ce paragraphe le résultat suivant, qui est seulement
une amélioration technique du théoréme 4. 1.

TueorREME 5.1. — On suppose ic(E, )=, ,+,0. Alors pour toute forme

geL2 (X; E; loc) telle que :

D" g=0 et J‘Ig!f(ﬁ,q,)e_"’dV<+oo,
X

n,g—1

il existe une (n, g—1)-forme feL?2 (X; E; loc) telle que :
D"f=g et f Iflze“"dV§J|g|3(E,¢)€_"’dV-
X X

Si @ est de classe C2, le théoréme 5.1 se réduit au théoréme 4.1. Lorsque ¢ n’est plus de
classe C2%, la démonstration est techniquement plus délicate, et repose sur un théoréme
d’approximation des fonctions plurisousharmoniques exposé dans les deux derniéres
sections. Pour simplifier les notations, nous nous placerons sous des hypothéses un peu plus
générales.
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HyrotriEEsES. — On suppose que E est muni d’une métrique hermitienne | | positive, non
nécessairement continue. On dira que cette métrique est « s-approximable » s’il existe une
suite| |, de structures hermitiennes de classe C?sur Eetune (1, 1)-forme réelle ic(E)= 0 a
valeurs dans Herm (E, E), a coefficients mesurables, telles que les propriétés (5.1) a (5.6) ci-
dessous soient vérifiées.

(5.1) pour tout indice p=1, 2, ... et tout élément e€E, |e|,<|e],+;

(5.2) en presque tout point ze X, la métrique | |, tend vers | | sur la fibre E ;

(5.3) ic(E),2,0,—A,0 ® Idg, ot ¢(E), est la forme de courbure du fibré hermitien (E,
| 1,);6,une (1, 1)-forme hermitienne = ;0 et continue; A, une fonction continue telles que :
(5.4) 0, tend vers ic(E) presque partout sur X;

(5.5) A, tend vers zéro presque partout sur X;

(5.6) il existe une fonction continue A sur X telle que 0<A,<A pour tout p. [J

Le théoréme 9.1 et la remarque 9.2 montrent que si la métrique | | est de classe C? et si
ic(E,)Z,_,4+,0,alorslamétrique| |e~*?est(n— g+ 1)-approximable [avec précisément
ic(E, @) comme forme de courbure].

Démonstration. — Nous supposons donc @ =0 et E muni d’une métrique | |(n—g+1)-
approximable par des métriques | |, de classe C>. On se raméne d’abord au cas ou la

\

meétrique kéhlérienne ® est compléte par un passage a la limite analogue a celui du
paragraphe 4. Nous indexerons par p tous les opérateurs et toutes les normes associées a la

métrique | |,. On notera ainsi || u||ﬁ=f lul2dV,et L? (X; E), [resp. L2 ,(X; E)] I'espace
X

de Hilbert des (n, g)-formes u telles que || u||, < + oo (resp. || u|| < + o0); on désigne par T, S,
les extensions fermées de 1’opérateur D", calculées au sens des distributions :

L2 (X;E). 312 (X;E), 312, (X;E)
n,g— 1% u n, g \“*> u n, g+ 1% [

Si (x,) est la famille de fonctions tronquantes de la définition 1.2 (1.3) et si
ueLﬁ_q(X; E: loc), I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

I(xvglu)}.lzéj 1g17 0 dV . (@AY, ul XUy

Suppx,

ou I’on pose :

1
(5.7) 0=0,.=0,+ o8l

D’autre part, pour tout ue Dom T} n Dom S, les lemmes 4.3 et 4.4 montrent que :
TS O ) 11 +11SE Oy u) 13 2 (e (B) Ay ] oy ),
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D’aprés (4.3), (4.7) et le lemme 3.2, il vient :

. | .
(OA xvulxvu)ué(w(E)uAxvulxvu)uﬂr((kﬁ E)OJAxvulxvu)

p

1
SITEL W IE+IS, 0w IR+ qllAy xvullﬁ+gllu||f.~

Comme T (y,u)=yx,Tu—d y, JuetS,(x,, w)=x,S,u+d"x,Au, on voit aisément en
utilisant (1.3) que :

1T G w) 2+ 1S, (e w) 113
1 ’ ‘ "
g(l+;>(||T::uuf.+||suu||ﬁ)+(1+v)(nd Xo JulZ+lld g, Aul)
1 .o 112 ,0 1 5
<( 1< (N TE IS+ S uliE)
Pour tout ue Dom T} n Dom S, on obtient finalement I’estimation :

2
(5.8) l(xvglu)uI2§A<HT,"Iullf.+llSpullﬁ'-l-qli?»i”xvullﬁ;lluHﬁ>,

avee |

1
A=A, ={1+- Iglf,@,dV.
v Supp x,

Cette estimation va nous permettre de démontrer le théoréme 5.1 par récurrence sur n—gq.
(a) Le cas ¢=n est particuliérement simple; (5.8) s’écrit en effet dans ce cas :

2
I(xvglU),,|2§A<IlTﬁullﬁ+qHM/2 Xvul|ﬁ+;I|ulIﬁ>,

pour tout ue Dom T}. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach appliqué pour chaque p et

chaque v fixés, il existe f,, v, w, dans L? ,_, (X; E), tels que :
(5.9) L(prlﬁﬂ'vu atlw, D dvsA,
et:

(gl =/ Thu), + (0,1 g2 A2 Xvu)p'+<wu

o))

1/2
xvg=D”fp+q”zli,/"‘xv‘vp”r(;) W,

pour tout ue Dom T}; ceci entraine que :
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Faisons tendre p vers + oo, v étant fixé. On peut extraire de (f,) et (w,) des sous-suites qui
convergent faiblement vers des limites f~ et w" dans L. Comme ¢'/?1}/? v, tend vers zéro
dans L} (pour la topologie forte) d’aprés (5.5), (5.6) et (5.9), on obtient :

2 1/2
xvg=D”fv+<_> w",
v
ou :

J' (1Y 1>+ w|*)dV <lim sup A.
X

[t o4

(5.3) et (5.7) montrent que ®=,_,,;(1/gv)o®Idg; le lemme 3.2 (3.4) fournit donc
lgl? <vlIg|2<vlg|*. Le théoréme de convergence dominée implique d’apres (5.4) :

e =
. ., 1 2 1 2
lim supA<| 14— lg Iic(E)+(1/qV)(n®IdE davs(1+4— |g5e) dV.
v Suppy, v X

B

Un nouveau passage a la limite v — + oo permet de conclure.

(b) On suppose maintenant que le théoréme 5. 1 a été€ démontré pour toutes lesformes g de
bidegré (n, g+ 1) avec 1 <g=n [on notera que ic(E)=,_, 0 implique ic(E)=,_,0].
Il existe donc une forme g, eL? _(X; E) telle que :

D"g,=D"(x,g)=d" %, "&

avec [¢f. lemme 3.2 (3.95)] :
1
J g PdVE — J‘ |g|2g e *dV < + o0.
X v X

Moralement, , g est « proche » de Ker S, ce qui se traduit par le fait que la norme || g, || est
« petite ». Toute forme ueDom T} peut s%écrire u=u;+u,, avec u;eKerS,
u,€(Ker S,)* =(ImT,)* =Ker Tj.

On observe que g, eL2 ,(X; E), et que y,g—g,eKer S, d’ou :

(ng—gvlu)pz(ng_gvlul)pa
(nglu)p=(ng|u1)p+(gv|uz)p,

1
I(xvglu)p|2§<1+;> [10eglu) P+ vilgy I3 ITus 1]

1 1
g(u—)[uxvmu1>p|2+—nunﬁJ lglfas)dV}
\Y \% X

En combinant cette estimation avec I'inégalité (5.8) appliquée a u, € Dom Tk~ KerS, on
obtient :

1 B
I(xvglu)p|2§<1+;>A(IIT:uIIﬁ+qIIlt’zxvul 1)+ poll ]
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1
B=<1+—> <2A+J |g|f(E,dV>.
v X

Notons P, : L2 ,(X;E), - Ker S, la projection orthogonale sur Ker S,. D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, il existe des formes f,, v,, w, dans Lﬁ, .(X; E),, telles que :

avee :

1 B
llfullf.+ll‘vpl|ﬁ§<1+;>A, Ilwpllﬁév,
(5.10)
(g lw),=(f, | TEu), + ] g > A x, PLu), +(w,|u),
pour tout ue Dom T, c’est-a-dire :
x&=D"f,+q"* P, (A%, v,)+w,
¢) La seule difficulté nouvelle par rapport a la partie (a) du raisonnement est de montrer
(¢) L le difficulté 11 a1 ie (a) du rai d

que le terme a,=P,(A}*y,v,) tend faiblement vers zéro dans L}, quand p— 4+ co.
Draprés (5.6), (5.10) et la définition de P, on voit que :

(5.11) J Iaulf.dVéj Ayl xyv,l2dV <sup(rx?).lto, II2=C,,
X X

ou C, est une constante. Notons H, (resp. H) I'unique opérateur hermitien positif sur les
fibres de (E, | |;) tel que pour tout e E on ait :

lel,=IH,el, (resp. |e|=|Hel,).

On a donc pour tout p : Idg<H,<H,,,, et H, tend vers H presque partout sur X.
Comme la boule unité de L2 , (X; E), est compacte et métrisable pour la topologie faible, il

suffit de vérifier que la limite faible de toute suite extraite de la suite H,, a, est nulle. Sila sous-

suite b, =H, a, tend faiblement vers b e Lz 4(X; E);, alors pour toute forme u e L2 JX; E)a

support compact, il vient :

lim J(aulu)ldV= lim J(bulH;‘u)ldV=J(b|H“u)ldV,
X X X

p— +oo p—> +oo

car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Jx(b,,I(H"—H;‘)u)ldV’éllb,.lll IH=HYull,

ol [|b,|I}=la,llZ<C, [¢f (5.11)], et ou [|(H™*—H; ') u||, - 0 par convergence dominée.
La suite a, correspondante converge donc faiblement dans L2 versa=H™'beL?  (X; E).

loc
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Puisque D" a,=0, on a aussi D' ¢=0. Il s’ensuit que :

L|a|2dV=L|b|de = lim L(HaIHpau)la’V= lim L(HualHuau)ldV,

un—> +o TR )
car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

sIH=Hyall,.lla

ll

J ((H—Hp)alHuau)1 dav

ou [[(H—H,)a|l; — 0 par convergence dominée. On obtient donc :

f]al%in lim J(a|au)“dV.
X X

p— +o

Onremarque que (a|a,),=(a|A}?x,v,),, puisqueacKer S, eta, =P, (A}/*y,v,). Deplus :

U @ xy,) W@V Sl A2 g all Sl A x all;
X

Xv€sta support compact, et d’aprés les hypothéses (5.5),(5.6) A, tend vers O presque partout
sur X, avec 0<A, <A,

Grace au théoréme de convergence dominée, on voit que ||A}/>x,al| - 0. On a donc

j |a|?>dV =0, de sorte que a=0 presque partout sur X. [
X

6. Théoréme de relévement des sections globales
d’un fibré semi-positif par un morphisme surjectif.
Théoréme d’extension

Le théoréme 5.1 va nous permettre de retrouver directement les résultats de H. Skoda [25]
sous des hypothéses un peu plus générales. Soit g : E — Q un morphisme de fibrés vectoriels
holomorphes hermitiens de classe C2 au-dessus d’une variété kihlérienne (X, ) de
dimension n. On suppose que le morphisme g est surjectif en dehors d’un ensemble
analytique Z rare dans X.

On cherche des conditions géométriques simples portant sur les courbures des fibrés E, Q
pour obtenir un théoréme de relévement des sections globales de Q. Pour pouvoir donner un
énoncé intrinséque, nous serons amenés a introduire la définition suivante.

DEFINITION 6.1. — Soient v et v’ des (1, 1)-formes réelles semi-positives sur I'espace
tangent T,X. On note [y’ : y] le plus petit réel A=0 tel que Ay —y' =0 si ce réel existe, et
[Y' : Y=+ o0 sinon.

Lorsque y est définie positive, [y’ : ] est la plus grande des valeurs propres de la forme v,
calculées dans une base y-orthonormée. En particulier on voit que [y’ : yY]<Tr,y’, ou Tr,y’
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est la trace de y’ dans une base y-orthonormée. On a alors le résultat suivant dans lequel
g* : Q — E désigne I’adjoint de g, gg* I’endomorphisme cotransposé de gg*,

‘i’ (dét Q) =ic(dét Q) +id'd’' Log(détgg*)=0
la forme de courbure du fibré détQ lorsque Q est muni de la métrique quotient [cf.
ligne (6.13)].

THEOREME 6.2. — Soient r le rang de E, k le rang de Q, q un entier tel que 0=g=<n et
s=inf(n—gq, r—k). Si s= 1, on suppose que le fibré E est s-semi-positif et que la variété X est
kihlérienne compléte. Si le morphisme g n’est pas surjectif, on suppose de plus X faiblement
pseudoconvexe. On se donne sur X une fonction ¢ localement plurisousharmonique
modulo €*(X), une (1, 1)-forme réelle y =0 a coefficients L., un fibré linéaire M tels que (au
sens des courants) :

(6.1) ic(M)+id' d’ ¢—sic(dét Q)=y.

Alors pour toute (n, q)-forme D"'fermée f a valeurs dans Q®M, telle que l'intégrale :
A=J (1+s[ic’ (dét Q) : v]) (€&*f1f)(dét gg*)"*e™*dV
X\Z

soit finie, il existe une (n, q)-forme D"'-fermée h d valeurs dans EQM, telle que f=g . h, vérifiant
la majoration :

J | k| (dét gg*) " Se ®dV < A.
X\Z

Remarque 6.3. — Le théoréme 6.2 est vrai sous ’hypothése de positivité suivante, plus
générale mais moins manipulable :

(6.2) ic (B)+(ic(M)+id d"’ ¢ —isc(dét Q)—y)®Idg = 0.

Remarque 6.4. — Si Q est de rang 1, on a simplement gg*=Id, et dét gg*=|g|* est le
rapport de ’homothétie définie par gg*.

Remarque 6.5. — Comme dans la remarque 4.5, on vérifie que :

|h|>dV=i"h Ak,
E&*f1/)dV=1"gg*f A [

N
s

pour toute (r, 0)-forme 4 (resp. f) & valeurs dans E (resp. Q).
Lorsque ¢=0, les estimations du théoréme 6.2 ne dépendent donc pas de la métrique -
kéhlérienne ®, mais seulement des métriques hermitiennes sur E et Q.

Démonstration. — Nous renvoyons a H. Skoda [25] pour un exposé détaillé des idées et des
calculs qui vont suivre.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



482 J.-P. DEMAILLY

On suppose d’abord que g : E — Q est surjectif, et on considére la suite exacte de fibrés
holomorphes au-dessus de X :

(6.3) 0-N->E3Q -0,

ou N est le fibré noyau de g. Les fibrés N, Q seront provisoirement munis des métriques
induites par celle de E.

La connexion hermitienne canonique Dy de E se décompose suivant le scindage
orthogonal E=N@®Q de la maniére suivante :

— R*
D, = < Dy -B ) ’
B Dq
ou Dy et D, sont les connexions hermitiennes sur N et Q, ou Be 47 o (X, Hom(N, Q)),et ou
B*e%s (X, Hom(Q, N)) est I’adjoint de B. Il est classique que la forme D”’-fermée — p*

représente 1’obstruction au scindage holomorphe de la suite exacte (6.3). Considérons la
suite exacte (6.3) tensorisée par M :

(6.4) 0->N®M - E®QM > Q®M - 0.

* Le théoréme 6.2 est trivial si s=0. Si s=1, on cherche un relévement 4 de la section
feLl ,(X; Q®M; o) en écrivant :

h=f+u

ou u est une (1, g)-forme a valeurs dans le fibré noyau N®M. A sera une forme D'’-fermée si et
seulement si :

(6.5) Dyu=—Dgf=B*/.

On est donc ramené a résoudre un D’’ a valeurs dans N®M.

La résolution est possible grace au théoréme 5.1 et grice au fait que la forme de
courbure ¢(N) du fibré noyau s’exprime a ’aide de f*. Un calcul classique montre que :

Di—p*~p  —Dp* >

cr=pi=( 0P e

On en déduit les courbures de N et Q :
(6.6) c(N)=c(E)n+B*AB,
(6.7) c(Q)=c(E) o +BAB*

L’idée du lemme 6. 6 ci-dessous est déja essentiellement contenue dans [22]. Le corollaire 2.4
nous permettra d’obtenir un énoncé plus général et une démonstration plus courte.
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LEMME 6.6. — On a les inégalités de semi-positivité :
(6.8) iBAB*z,0, ip*AB=,0;
(6.9) ‘ —iP*AB= sTrg(iB A B*)@Idy;
et sous lhypothcse E= (0 :
(6.10) ic(détQ)=Try (i B A P*):
(6.11) ic(N)Zic(E)y—sic(détQ)®Idy =,—s ic (dét Q) ® Idy.

Démonstration. — Pour obtenir (6. 8), il suffit d’observer que quels que soient les éléments
teTX, eeQ (resp. eeN)on a :

(BAB*(t, it).e|e)=(B (1) B(1)*.e|e)=B(1)*.e|?

[resp. (iB* AB(2, it).e|e)=(—B(t)* B(1).ele)=—|B(2).e|’].
(6.9) résulte de (6.8) et de I'égalité Try(—iB* AB)=Try(ip A P*), en appliquant le
corollaire 2.4 a la forme 0= —ip* A B.

Lorsque E= 0, on a en particulier E=, 0, et (6.7) implique :
ic(dét Q)=Trq (ic(E) o)+ Trq (i B A B*) 2= Tro (i B A B*),

d’ou (6.10). Enfin (6.11) est conséquence immédiate de (6.6), (6.9) et (6.10). [
Nous admettrons d’autre part le résultat élémentaire suivant :

LEMME 6.7 (¢f. H. Skoda [25], lemmes (3.2) et (3.4)). — Pour toute (n, g+ 1)-forme v a
valeurs dans M®N, on a :

(iB*ABAvIv)=—|BJv|
Conformément aux notations introduites au début du paragraphe 5, posons :

c(N®M, ¢)=c(NOM)+(d'd" 9)..

LEMME 6.8. — Sous les hypothéses de semi-positivité (6.1) ou (6.2) la (n, g+ 1)-forme B*f
‘vérifie la majoration :

|B*f2nem. o =slic(détQ) = ] |12
Démonstration. — Pour toute (n, ¢+ 1)-forme v a valeurs dans les fibres de N ® M, ona :
[B*flo)P=1(/1BI)PSIf12 1Bl
Les hypothéses (6.1) ou (6.2) et les lemmes 2.5, 6.6 (6.11) impliquent :

ic(N®M, ¢)=,y®Idygy.
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D’autre part le lemme 6.6 (6.9), (6.10) et la définition 6.1 montrent que :

—iB* AP sic(dét Q) ® Idy =, s[ic(dét Q) : v]y ® Idy.
Puisque s=inf (n—¢q, r—k) et que N®M est de rang r—k, on en conclut :

(—iB* AB)®Idy =, ;s[ic(détQ) : y]ic(N®M, o).
En combinant les lemmes 6.7 et 2.1 on voit que :
IBtv > =(—ip* AB Avlv)<sfic(détQ) : v] (icN®M, @) Avlv).

Le lemme 6.8 résulte par définition de I’inégalité :

|(B*f10) 1> <slic(dét Q) : ] (ic(N®M, @)Avlv) |fI*. O

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme principal 6. 2.

Grace au théoréme 5.1, I’équation (6.5) admet une solution ue Lﬁ’ +X; NOM; o) telle
que :

J lulze""dVéj s[ic(détQ) : vl If e *aV,
X X

pourvu que le second membre soit fini. Puisque / est somme orthogonale de f et u, on a bien
f=g.het:

(6.12) 4 J |h|2e_“‘dV§j (1+s[ic(détQ) : v]) |f1>e®dV.

Pour pouvoir traiter le cas ou le morphisme g dégénére, nous allons maintenant démontrer
des estimations faisant intervenir la métrique donnée a priori sur Q, plutot que la métrique
quotient. .

On raisonne comme dans [25]. Le morphisme g*(gg*)~! : Q — E réalise le scindage
orthogonal de la suite exacte (6.3). La métrique quotient | | sur Q s’exprime donc en
fonction de la métrique initiale | | par :

&2*/1/)

12 __| % *\—1 712 = *)—1 —
If1*=1g*(gg*)~ " f1"=((gg*)" " f1/) detlge®)’

ou gg* est ’endomorphisme cotransposé de gg*. Les métriques correspondantes sur dét Q
sont reliées par :

o2 10

—Wj, ‘UEdetQ;

si ¢’ (dét Q) désigne la forme de courbure de dét Q relativement a la métrique quotient, on a
donc :

(6.13) c'(détQ)=c(dét Q)+d'd”’ Logdét(gg*).
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La condition (6.1) imposée a la métrique de M devient donc :
(6.14) icM)+id' d’ ¢—sic(détQ)—sid d'Logdét(gg*)=7y.

En remplagant @ par ¢ +s Log dét (gg*), (6.14) se réduit a la condition (6.1), tandis que
I’estimation (6.12) devient :

j Ihlz(détgg*)‘se_"dVéj (1+slic' (détQ) : y]) |f|* (détgg*)~*e™*dV
X X

=j (1+slic’'(detQ) : v]) (g8* f1f)(déggg*)* "' e~*aV.

On suppose maintenant que I’ensemble Z des points z € X en lesquels g est non surjectif n’est
pas vide. Soit ¢ une fonction d’exhaustion p.s.h. sur X et pour toutc,
X(c)={zeX; o(z)<c}.

D’aprés le théoréme 1.5, X (c)\Z posséde une métrique kahlérienne compléte. Pour
chaque réel ¢, on a donc une section 4, de E au-dessus de X(c)\ Z, telle que f=g.A, et
D’ h,=0, vérifiant une estimation analogue a (6.12). Par passage a la limite faible quand ¢
tend vers + oo, on obtient une section 4 au-dessus de X\ Z, telle que f=g.h et D" h=0
sur X\ Z. La section 4 est en fait fermée sur X tout entier en vertu du lemme suivant, qui
permet de prolonger les solutions de ’opérateur d'’ au travers d’un ensemble analytique. Ce
résultat est une généralisation naturelle du lemme 2 de H. Skoda [22], p. 560, relatif au
prolongement des fonctions holomorphes.

LEMME 6.9. — Soit Qun ouvert de C", et soit Y un ensemble analytique dans Q. On se donne
une (p, q)-forme wa coefficients L} _dans Q et une(p, q— 1)-forme v a coefficients L2 dans Q
telles que d'"v=w sur Q\Y (au sens des distributions). Alors d""v=w sur Q.

Démonstration. — En raisonnant par récurrence sur la dimension de Y, il suffit de se placer
dans un voisinage U d’un point régulier a e Y. Grace a un isomorphisme analytique local, on
se rameéne 4 la situation ou Y est contenu dans I’hyperplan z, =0, avec a=0. Soit y une
fonction de classe C® sur R, telle que y (£)=0 pour t<1/2, y(t)=1 pour t=1.

Nous devons montrer que :

J wAh=(—1)P*1 J'v/\d"h
U U

(U). A cet effet posons y.(z)=1y(]|z,|/€) et remplagons A
(UN\Y) et les hypothéses montrent que :

pour tout élément heD,_, ,_,
par x h;x.h appartient & 9

n—p,n—q
0=J d(v/\xgh)zj d’ (v Ay, h)
U\Y U\Y

=J w/\xah+(—1)"+"’1[J'v/\xs/\d”h+J"v/\d”xE/\h:l.
8] U . U
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Comme ve L (Q), we L} (Q), les deux premiéres intégrales de la derniére ligne tendent
respectivement vers :

fw/\h et Jv/\d”h, quand ¢ - 0.
U U

Le troisiéme terme sera estimé au moyen de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (d\ désignant la
mesure de Lebesgue sur C") :

J’U/\d”xg/\h éJ |UAh|2w~-J |d" x| d);
U |zy|Se Supp h

puisque ve L2_(Q) I'intégrale f [v A h|?d\ tend vers zéro quand £ — 0, tandis que :

[EA RS

2

t
J |d“x€|2dx§%§ x Volume (Supp hn {|z,|Se})<Cte. O
supp h

Remarque 6.10. — Le théoréme 6.2 est vrai plus généralement si on remplace I’hypothése
de faible pseudoconvexité de X par ’hypothése que X est réunion d’une suite croissante X de
variétés kahlériennes complétes, ouvertes et relativement compactes dans X. [

Un cas particulier important du théoréme 6. 2 sera obtenu en choisissant y =g ic’ (dét Q) et
en remplagant ¢ par ¢@+¢& Log dét(gg*) [compte tenu de (6.13)]. On en déduit des
estimations particuliérement simples et satisfaisantes, qui généralisent aux (n, g)-formes les
résultats de H. Skoda relatifs au relévement des sections holomorphes globales ([25], th. 2).

COROLLAIRE 6.11. — On suppose que la variété kdhlérienne (X, ®) est compléte (resp.
faiblement pseudoconvexe si g n’est pas surjectif), et que E est s -semi-positif [avec s=inf (n—gq,
r—k)]. On se donne unréel & >0, une fonction ¢ localement plurisousharmonique modulo €* (X),
un fibré linéaire M sur X tels que :

icM)+id d’ ¢—(s+¢€)ic(dét Q)=0.
Alors pour toute (n, q)-forme D"'fermée f a valeurs dans Q ® M, telle que l'intégrale :
A=J (€8* g | f) (dét gg*)~* "1 "e7dV
X\Z

soit finie, il existe une (n, q)-forme D" fermée h d valeurs dans E @ M, telle que f=g.h,
‘vérifiant Pestimation :

X\Z €

Chronologiquement, le théoréme 6.2 et le corollaire 6.11 ont trouvé leur origine dans
I’étude des idéaux des algébres de fonctions holomorphes avec poids. Les articles initiaux de
L. Hormander [15] et de J. J. Kelleher-B. A. Taylor [17] utilisaient le double complexe de
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Koszul. H. Skoda [22], [23] a montré ensuite comment on pouvait obtenir des résultats
optimaux en adaptant convenablement la méthode d’analyse fonctionnelle de
L. Hormander. Les théorémes énoncés alors correspondaient au cas trés particulier ou E, Q
sont des fibrés triviaux au-dessus d’un ouvert pseudoconvexe de C” (et au cas g=0 des n-
formes holomorphes, i. e. des fonctions holomorphes). J. Briangon et H. Skoda [3], [4] ont
déduit de ces résultats certaines propriétés fines d’algeébre locale, prouvant ainsi que les
théorémes en question sont déja localemertt non triviaux.

Enfin, H. Skoda [24], [25] et [26] a étudié les morphismes surjectifs de fibrés semi-positifs
dans une situation générale qui a été essentiellement reproduite ici.

K. Diederich et P. Pflug [8] ont récemment démontré le corollaire 6.11 dans le cas
particulier ou g est un morphisme surjectif de fibrés triviaux au-dessus d’un domaine
kahlérien complet Q= C". Ce résultat est un outil trés utile pour étudier la structure de tels
domaines (c¢f. [8], [10]).

COROLLAIRE 6.12. — Soit Q un ouvert kihlérien complet de C" tel que Q =Q. Alors Q est un
ouvert d’holomorphie.

o
On notera que le corollaire 6. 12 est faux si on retire I’hypothése Q =Q, comme le montre la
proposition 1.6.

Démonstration. — Soit a=(a,, a, ..., a,)¢Q. On considére le morphisme surjectif
g : QxC"—> QxC de fibrés triviaux défini par g,(()= ) (z;—a;)C; (2, H)eQ x C™.
Jj=1
Le corollaire 6.11, avec @(z)=(n+1) Log (1+|z|?), implique I’existence de fonctions
holomorphes 4, h,, ..., h, sur Q telles que :

n

Z (zj—aj)h;(z)=1.

i=1

0

L’une des fonctions /; ne se prolonge donc & aucun voisinage du point a. L’hypothése Q=0
équivaut a dire que les frontiéres des ensembles Q et Q coincident. Il en résulte par définition
que Q est un ouvert d’holomorphie. [J

On considére maintenant le probléme de I’extension des fonctions holomorphes définies
sur une sous-variété fermée. Comme dans notre article précédent [5], nous envisageons aussi
le prolongement de sections a valeurs dans un fibré holomorphe (avec hypothése de semi-
positivité), généralisant ainsi les résultats de B. Jennane [16]. Le point de vue adopté a permis
d’obtenir un énoncé plus géométrique et plus précis. Le lecteur trouvera des résultats
connexes, avec application a I’analyse harmonique, dans I’article de C. A. Berenstein et B. A.
Taylor [1].

Soit Y une sous-variété fermée de X. On suppose que Y est le lieu des zéros d’une section o
d’un fibré hermitien S de rang s et de classe C? au-dessus de X.

Soit d’autre part E un fibré hermitien de classe C? et f une section holomorphe de E au-
dessus de Y. Alors, si I’extension est possible sur un voisinage convenable de Y et si E vérifie
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certaines hypothéses de positivité, il existe une section holomorphe F de E au-dessus de X qui
prolonge f. On supposera ici que X est une variété kdihlérienne compléte.

THEOREME 6.13. — 'On se donne des réels £ >0, k>0 tels que la fonction | o |~ 2* soit non
sommable au voisinage de tout point de Y. On fait ’hypothése de semi-positivité suivante :

(ic(S)slo)
1+|c|?

(icS)o|o)

|o?

(6.15) ic(E)g,,<e +k >®IdE

(au sens de Nakano). Soient @, \ deux fonctions p'lurisousharmoniques sur X et f une section
holomorphe de E au-dessus de Pouvert U= {zeX; |c|*<e v}, telle que :

J [ f|2e "k dV < + 0.
U

Alors il existe une section F de E au-dessus de X, qui coincide avec f sur Y, et telle que :

|F|2e"®" v aV 2 ,—o+k
6.16 — ————=<C(k etk gV,
( ) J (1+|0_l2€\|/)k+s—c( 58) Ulfl e
avec:

2
C(k, s)=1+(k_zl) k=1,
2
Clk, 6)= o + &F ) k<1.
2k—1
Remarque 6.14. — En pratique, k sera un entier =1; on peut prendre par exemple

k=Inf(n, s) ou k=sup codim Y,.

zeY

Remarque 6.15. — Le théoréme 6. 13 est vrai sous I’hypothése de semi-positivité (6. 17) ci-
dessous, qui ne suppose pas nécessairement @, \ plurisousharmoniques :

6.17)
lo|?

ic(E)+<id’ ' o+er o id’d”q,)@IdEg,,(s

(ic(S)olo)  , (ic(S)o|o)

k Id
i+lof o O
ol ¢, | sont localement somme de fonctions de classe C?> et de fonctions
plurisousharmoniques.

Démonstration du théoréme 6.13. — En utilisant le théoréme d’approximation 9.1 et les
méthodes du paragraphe 5, on se raméne au cas ou ¢, | sont de classe C*. Multiplions la
métrique de S par eV et celle de E par e~ ®**¥. La condition (6.17) devient :

(ic(S)o|o) (ic(S)o| o)
+lo17 T Top?

(6.15) ic(E)g,,(s >®IdE
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tandis que I’estimation (6.16) s’écrit :

___ifﬂj____dv<<cxk g)| [f12aV
(I+]o?)F*="" =777 ’
X

avecU={zeX;|o|?><1}.Onpeutalors appliquer textuellement la preuve donnée dans [5],
en remplagant la référence a [24] par le théoréme 5.1. [

Le théoréme 6.12 contient, sous une forme optimale, un résultat di 4 Hormander,
Bombieri et Skoda, qui s’est avéré particuliérement utile en théorie des nombres (cf.
E. Bombieri [2], H. Skoda [27]). Choisissons pour X un ouvert de C", pour E un fibré trivial
derang 1, et S=E", 6(z)=z=(z,, z,, ..., z,), k=n, y=Cte, f =1. On obtient le :

COROLLAIRE 6. 16. — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans un ouvert pseudoconvexe
QcC". On suppose que e~ ® est localement sommable au voisinage d'un point =, € Q. Pour tout
€>0, il existe une fonction holomorphe F sur Q telle que F(zy)=1 et :

|F|?e®

X ~—~(1+|Z|2)n+£dV<+oo.

7. Théoréme d’annulation pour la cohomologie a valeur
dans un fibré positif de rang quelconque

Nous allons traduire les théorémes d’existence obtenus dans les paragraphes précédents en
des théorémes d’annulation de la cohomologie. On suppose désormais que X est une variété
(kahlérienne) faiblement pseudoconvexe, c’est-a-dire qu’il existe une fonction plurisoushar-
monique et exhaustive sur X. E désignera un fibré hermitien de classe C> et K=A"T*X le
fibré canonique des n-formes holomorphes sur X. Le théoréme suivant généralise un résultat
classique de S. Nakano [20].

THEOREME 7.1. — Soit E> 0 unfibré s-positif au-dessus de X. Alors H4(X; K ® E)=0 pour
qg=Sup (1, n—s+1).

Démonstration. — D’aprés I'isomorphisme de Dolbeault, le groupe H?(X; K ® E) est
isomorphe au groupe de D’’-cohomologie des (n, g)-formes a valeurs dans E. Soit g une
(n, q)-forme fermée a valeurs dans E et & coefficients L2, avec n — g+ 1 < 5. L’existence d’une
solution L2 4 I’6quation D"’ f=g résulte du théoréme 5. 1 (on remplace ¢ par po ¢ ou p est
une fonction convexe croissante choisie de telle maniére que I’intégrale

j |g |2 e ?°°dV converge). [
X

Le théoréme 2.6 (2.1) permet d’en déduire :
CoroLLAIRE 7.2 (P. Griffiths [12]). — Si E> |0 est un fibré positif au sens de Griffiths, ona :
HY(X; KRE®dEtE)=0 pour tour ¢=1.
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Si E est seulement semi-positif au sens de Griffiths, on a :
HY(X; KRE®dJEt EQM)=0
pour tout q=1 et tout fibré en droites M >0.
Le théoréme 2.6 (2.2) et (2.3) entraine d’autre part le :

COROLLAIRE 7.3. — Soit E> 0 un fibré hermitien de rang r, positif au sens de Griffiths. Si
rs>1, on a alors :

H!(X; K ® E* ® (dét E)*)=0
dans les deux cas suivants :
(7.1) g=sup(l, n—s+1);
(7.2) g=1 et S2T.

Si E est seulement semi-positif au sens de Griffiths, chacune des hypothéses (7.1) ou (7.2)
entraine :

HY(X; K ® E* ® (dét E)* ® M)=0

pour tout fibré en droites M > 0.

Le résultat (7.1) est nouveau a notre connaissance. La partie (7.2) résulte aussi du
théoréme de Griffiths appliqué au fibré A""! E~E* ® détE.
Examinons maintenant dans ce contexte les résultats du paragraphe 6. Soit :

(7.3) 0>N>ES>Q-0

une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de X. E étant supposé hermitien,
on munit N et Q des métriques hermitiennes induites par celle de E.

Le théoréme 6.2 peut se traduire en un théoréme d’annulation, avec hypothése de
positivité stricte. Soient r le rang de E, k le rang de Q, ¢ un entier tel que 0=<g=<n, et
s=inf(n—gq, r—k). On se donne d’autre part un fibré linéaire hermitien M sur X, et on
désigne par L le fibré en droites K ® (dét Q)* ® M. Considérons la suite exacte longue de
cohomologie associée a la suite exacte (7.3), aprés tensorisation par L :

L H'(XNL)-HGE®L) SH(X;Q®L) > H* ' (X; N®L). ..

Nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREMET.4. — Supposons E= 0, M 20, l'une de ces inégalités étant stricte. Alors pour
tout entier [Zq, on a H'"1(X; N ® L)=0, donc le morphisme :

g: HXE®L)-H'(X;Q®L)
est surjectif.
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Démonstration. — Lelemme 6.6 (6.11) implique N ® (détQ)*® M >, _ O (car lerang de
N ® (dét Q)* ® M est r—k). Le théoréme 7.4 est donc conséquence du théoréme 7.1. [

On a d’autre part un théoréme d’annulation partielle pour I'image du morphisme cobord
8, moyennant une hypothése de semi-positivité convenable sur M.

THEOREME 7.5. — On suppose qu’il existe une fonction €>0 continue sur X telle que
ic(M)z¢ ic(détQ), E érant toujours s-semi-positif.

Alors le morphisme cobord & : H(X; Q ® L) » H'" 1 (X; N ® L) est nul pour 12 q, c’est-a-
dire que le morphisme :

g HXE®L-HX QQ®L)

est surjectif.

Démonstration. — Conséquence immédiate du théoréme 6.2, en choisissant ¢ pour faire
converger les intégrales. []

Pour ¢=0, les théorémes 7.4 et 7.5 sont dus a H. Skoda [25].

Le cas g=1=0 est particuliérement intéressant puisqu’on obtient alors un théoréme de
relévement pour les sections holomorphes du fibré Q ® L.

Ces résultats sont a rapprocher du théoréme de Le Potier [19] : si E est unfibré de rang r au-
dessus d’une variété compacte X, et si E est positif au sens de Griffiths, alors :

H”4(X; E)=H!(X; A’T*X ® E)=0 pour p+q2n+r.

Ce théoréme semble toutefois malaisé & démontrer par un usage direct de I'identité de
Kodaira lorsque r>1.

8. Régularisation des fonctions plurisousharmoniques sur une variété kihlérienne

Soit (X, @) une variété kdhlérienne, ¢ une fonction mesurable sur X. On suppose que ¢ est,
au voisinage de tout point ze X, somme d’une fonction de classe C? et d’une fonction
plurisousharmonique. La décomposition de Lebesgue de id’ d"’ ¢ est donc de la forme :

id/ du (P=(ld, d//(p)s_q_(l-drdn(p)c,

ou la partie singuliére (id’ d”’ @), est un courant positif, et ou la partie absolument continue
(id' d" @), est minorée par une (1, 1)-forme réelle continue.

Le premier procédé de régularisation qui vient a I’esprit est le suivant : on se raméne dans
une carte locale en tronquant ¢ a I’aide d’une partition de I'unité, puis on approxime par
convolution avec les noyaux standards. Cette méthode ne donne pas de bons résultats, car
elle ne respecte pas les symétries du probléme. C’est pourquoi nous serons amenés a travailler
plutot avec un noyau « symétrique » vis-a-vis de la métrique kahlérienne . R. Greene et H.
Wu [11] ont déja utilisé des techniques semblables pour démontrer des théorémes
d’approximation de fonctions convexes, de fonctions plurisousharmoniques continues, etc.,
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sur les variétés riemanniennes. La non-continuité de la fonction ¢ va entrainer ici quelques
difficultés techniques supplémentaires.

Notons exp : TX — X I’application exponentielle, qui envoie le vecteur tangent {e T, X,
ze X, sur le point correspondant exp, ({) de la géodésique issue de z et de vecteur tangent
initial {. Sila variété (X, w) n’est pas compléte, exp est définie seulement sur un voisinage de la
section nulle du fibré tangent TX.

Soit ¢ : R — R la fonction de classe C* définie par :

1 .
x(t)=—exp<t—_—l> st t<1,

x(1)=0 si t=>1,

8.1)

de sorte que :

1 1
"(1)= i 1.
X' (2) =17 exp(t_1> st 1<

Pour tout réel £€]0, 1], on pose :

1 ¢l
2

8.2) ?:(2)= 52 Lnx@(expz(i))x( . >d7»(C),

ouC =J %' (1¢1%)d\(C), et ou dh désigne la mesure de Lebesgue sur I’espace hermitien
LeC”

T,X (resp. C").
La fonction ¢, est définie sur tout compact K <X dés que € est assez petit.

Notre objectif est de montrer la convergence de ¢, vers @, et d’étudier le comportement
local du Hessien id’ d'’ ¢.. Nous aurons besoin pour cela d’un développement limité & ’ordre
3 deexp, (). Désignons par n la dimension de X. Au voisinage d’un point fixé 0 € X, on pose :

i _
o=z Y, o;dz; A dz,,
15j,kEn
relativement a un systéme de coordonnées locales (z,, z,, . . ., z,) en 0; désormais, tous les

indices notés j, k, [, m, p, q... seront supposés implicitement compris entre 1 et n. Comme la
métrique o est kdhlérienne par hypothése, I’équation différentielle des géodésiques va se
simplifier.

LemmE 8.1. — La géodésique t — u(t)=exp, (t{) est la solution du sysiéme différentiel du
second ordre : d? 0 du. d
auj Wi a4 A _ 1<k <
;mjk(u) a2 T ,Zz G di i ’ <k<n,

avec conditions initiales :

du,

u, (0)=z,, o

0)=Cy.
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Bien que le lemme 8.1 soit tout a fait classique, nous expliciteront briévement les calculs pour
montrer ou intervient le caractére kahlérien de la métrique.

Démonstration. — Comme le probléme est local, on peut supposer X<C". Soit
u : [0, 1] » X un chemin de classe C'. On définit I’énergie de u par :

! du; du,
di=| Y ouun)l —tdr

0 j, k

Dans I’ensemble P(z,, z,) des chemins de classe C* ayant pour origine z, et pour extrémité
z,, les géodésiques sont les chemins qui réalisent un minimum local de I’énergie. On va donc
utiliser le calcul des variations pour déterminer I’équation des géodésiques.

SoitueP(z,, z,)ets : [0, 1] = TX une section de classe C! de TX au-dessus de u, tangente
a P(z,, z,), 1.e. s(0)=5(1)=0. La différentielle de ’énergie est donnée par :

1 du; ds, 0w, du; du,——
E.s=2 . k Jk ZJ Tk dt.
D,E.s 2Rej0<j§’k(oj o t+,~,§k,l du, di tS,(t)>

Intégrons la premiére sommation par parties et permutons les indices k et / dans la deuxiéme.
Il vient :

' 170 du du
D E.s=2 d0y duy duy ——
JE.S RCJO[ Z(D;k(u) 2 Sk(t) 1%1 2, 7 dr (1)
0w, du; du, —— 0w;, du; dit, ——
j,zk‘:z ou, @ dr s"(t)+j,zk;l ou, di di sy (1) |dt.

La métrique ® étant kahlérienne par hypothése, la condition dw=0 se traduit par les
relations dw; / ou,= 0w j,/alk. On obtient par conséquent :

1

du; du, \——
D,,E.s=—2ReJ Z(zw,k(u 1+2 6”‘7";-;t—’>sk(t)dt-

0

La différentielle D, E est donc nulle si et seulement si u vérifie le systéme différentiel du lemme
8.1. O

Pour simplifier les calculs ultérieurs, on se placera dans un systtme de coordonnées
géodésiques. L’existence de ces coordonnées est assurée par le lemme suivant :

LeMME 8.2. — Soit V un voisinage assez petit du point a® € X. Il existe une application :
u=(uy, Uy, ..., u,): VxV-C"

de classe C*, telle que pour tout point z°€V fixé, Papplication u(?, z°) : V- C" soit un
systéme de coordonnées analytiques locales, vérifiant les propriétés :

uk(zoa ZO)=0;
(83) (Djk(u)=8jk_ Z cjk,mulﬁm+0(|u|3),

IL,m
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dans les coordonnées u, (?, z°), o (¢ ikim) €St la matrice de courbure de Levi-Civita de (X, o),
représentant le tenseur ic(TX) au point z°, et out 8 ;i est le symbole de Kronecker (8;;=1,8 ;=0
si j#k). Les coefficients ¢y, vérifient les relations :

(8.4) cjklm=gkjml=clkjm=cjmlk'

Les coordonnées géodésiques u, =u, (exp, (), z°) de exp,({) admettent alors en fonction de
z=u(z, 2°) et {, =d_u,(z, 2°).( le développement limité :

®.5) — ot S\ 02 4 L)
. Uy=2z, Ck+§ lz Cikim\| Zm 3 ngj z I

J i, m

Les majorations O (?) sont uniformes pour z°€V.

Démonstration. — Soit (v,, v,, ..., v,) une carte locale de X définie sur V. On commence
par centrer cette carte en un point quelconque z°€ V en posant :

0 (2, 2%) =0, (2) =0, (2°).
Grace au procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on obtient un systéme de coordonnées
w(z, 2% =w,, ..., w,) tel que :

0=" Y dw, A dw,
24

au point z°. Les coefficients o, de o relativement a (w;, w,, ..., w,) admettent un
développement limité du type :

(8.6) ©u=8;+Y a; w+Y ajw,
1 1
+3, ajklmwl';m_" Y bikim W Wyt Y b}k:mﬁtﬁm"‘oﬂw[s),
IL,m IL,m IL,m

N . . o
ou les coefficients a1, g1 @jxims b jkims> bjiim SONt des fonctions de classe C* de z°. On peut
imposer de plus :

’ L
(8.7) bjklm=bjkml> jkim = O jkmi-

La métrique o étant hermitienne, les relations @ ; =o,; impliquent :

! p — ’ —
(8.8) Ak = Qg jis Qjkim = Ak jmi> bjklm_bkjlm'

Le caractére kihlérien de  se traduit par la condition dw =0 (soit 0w ;,/ 0w ;= 0w, /0w ;), qui
entraine les relations supplémentaires :

(8.9) Ajj1= A j> Ajiim = Ak jm> bjkzm=btkjm-

Posons :

1 1
uk=wk+—2‘ Zajk,ij,-i-g z bj“mijlwm;
il i lLm
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si on utilise (8.7), (8.8) et (8.9), un calcul immédiat montre que :

duy=dw,+ Y a; w dw;+ Y by, 0w, dw;.
Y

s l,m

En comparant avec (8.6), on voit qu’il existe des nombres complexes c ;,;,, tels que :

Jjklm

i — i - -
3 Ek:duk A duk=m+§ Y CiumWi Wy dw; A dw+O(Jw]?)

Jok, I,m

=0+5 Y Ciumtndu; A du+O(ul?).
Jk,l,m

L’écriture (8.3) en résulte. Les relations (8.4) sont des cas particuliers de (8.8), (8.9) avec
juime L'interprétation de la matrice (cj,) comme tenseur de
courbure ne sera pas utilisée de maniére essentielle par la suite, et sera donc laissée au lecteur.

ajkl=bjklm:07 Ajgim= —C jkim

Soit maintenant u, (¢) les coordonnées locales de exp, (z§).
Le développement limité a ’ordre 1 de u,(¢) est donné par :
u()=z,+15+0(?) pour [f|=1, [C]=],
d’ou par homogénéité, en écrivant exp,(1{)=exp,(¢'(’), t'=¢t|(], |{'|=1":

w()=z,+1,+0(|C]*)  pour ¢[{| <1,

et:
du, 2
S +0(IL1)  pour =1, [G|SL.
Aprés substitution dans le systéme différentiel du lemme 8.1, on obtient :
dzuk ” 2112 = r 2 2 2
ar Z CiktmUmG; G +O(lul*|C]°) = Z CitimZm+ 18,58 +O0 (1212 +181%)IC]%,

Jol.om Jsl,m

les majorations étant uniformes pour r <1, |{| =1; (8.5) s’en déduit apres deux intégrations
successives, en faisant t=1. [

Désormais, tous les calculs seront exprimés dans le systeme de coordonnées (u, ) centré en
un point a e V. Les majorations qui seront démontrées au point a seront vraies uniformément
sur V. /

Effectuons le changement de variable u=exp.({) dans l’intégrale (8.2) et posons
v,=u,—z,:(8.5) entraine :

{ s
(8.10) Ckzvk_i Z cjklm<zm+v?m>vjvl+o(lu|+|Z|)4'
ihlm

D’apres (8.3), on peut écrire de plus :
IC1?=0@, iQ)=In*+...+In,I%
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oi n=(My, ..., n,) est un systéme de coordonnées orthonormées sur les fibres de TX,
linéaire en {, de classe C* en z, tel que :

1 _
(8.11) - m=Ck—§ Z Cjklmzlzm§j+o(|2|3)'c-

Jsl,m

Substituons dans (8.11) expression de {, donnée par (8.10) :

1 - 1-
(8.12) Me=0e— > ; cjk,m<zm‘vju,+§vmvj’v,>+0(|u| +z|)*
Js t,m

Comme I’application { — 1 est (2 z fixé) une isométrie de (T, X, o) sur C", il vient :

8.13 o= cpsr | 0w (M )

In|*=|n(z, u)|? étant de classe C* par rapport a (z, u), on voit que @, est de classe C* sur
tout compact, deés que € est assez petit. Nous aurons besoin de I’estimation suivante des
valeurs moyennes de .

LemME 8.3. — Il existe une constante C, telle que pour tout z voisin de 0 et tout € assez
petit, on ait :

- 1
€ Z"J | ()| dh(u)=C, Log_.
lu—z| <e

Démonstration. — Soit B une boule { |u|<2a } contenue dans V (¢f. lemme 8.2). Quitte a
ajouter une fonction de classe C* convenable a @, on peut supposer ¢ plurisousharmo-
nique <0 sur B. La valeur moyenne :

p.(8)=8_2"f @ (u)d\(u)
lu—zj<e

est alors pour e<a, |z|<a fonction convexe croissante et négative de Loge (voir
P. Lelong[18]). On obtient donc pour eZa/e:

p()—p(e) o o
(8.14) méu(@)—ll(;)é—ll(;),

2n 2n
—u<3>=<5> J —w(u)dx(u)§<5> J—cp(u)am(u)=ca.
e a lu—z| <afe o B

(8.14) implique pour e<a/e, |z|Sa :

avec

o

a a eq
a'“j o W)l drw)=—p(e)S —H<;>L0gg ~R(@)SCiLog—,
|lu—z| <e

ce qui achéve la preuve du lemme 8.3. [
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LeEmMME 8.4 (minoration de ¢,(z) et de d/de[@,(z)]). — 1/ existe des constantes C, 20,
C,20 relles que :

1
(8.15) 9. (2)29(z)—C, €2 Log_,

d 1
(8.16) 7 [@:(2)12 —CseLog

pour tout z voisin de 0 et tout € assez petit.

Démonstration. — Le développement limité (8.12) fournit :

In(z, u) >=|z—ul>+O(Jul+]z])*
et :
d(n)=(14+0 (|u|+]z])*)d\(u)

[u étant la variable; ¢f. (8.19)]. Fixons z=0. Comme | 1 (0, u)|?> = (| u| /2)* pour u assez petit,
et comme ' (1)=0 pour t=1, on obtient :

X('““i#)dx(n):(x’(lzz' >+o<':2' >+0(|u12)>dx(u)
2
=<x'<'zz' >+0(82)>dx(u),
d 0, u)|2 al [ lu2
£[X/<D(8Z_")|>]dx(n)={g[x <|ZZ| >j|+0(s)}dk(u).

Substituons ces estimations dans 'intégrale (8.13). Il vient :

|u|?

1 .
0.0)= =z LJ’“‘””( 5 >dx(u>+0[sz'z"flu<2€|<p(u)|dx(u)}

d d 1 A ul? : L—2n '
001 | g [ owr (1 )aw] vole=] ewiaw|

Compte tenu du lemme 8.3 et de ’'uniformité des estimations O (?) (¢f. lemme 8.2), il suffira
de prouver les inégalités :

s2

d 1 o ul? ,
(E[chp(u)x< 2 >dx(“):|Z—C38-
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On observe qu’il existe une constante Cj' telle que la fonction Y (u)= @ (u)+C5 |u|? soit
plurisousharmonique (C} pouvant étre choisie indépendante de ae V). On a donc :

1 o ul? 1 lu|?
@jcpmx( )= e [ (1 -

1

=< ﬁulzx'uuv)duu).

avec :

2T C

D’aprés P. Lelong [18], la valeur moyenne :

2
0.0~ e W0z (1 )= & [bewr (u aw.

de la fonction p.s.h. \ est fonction croissante de €, et on a |, (0)=(0)=¢@ (0). Les deux
inégalités (8.17) en découlent (avec C;=2C}). Le lemme 8.4 est démontré. []

Nous arrivons maintenant & I’étape essentielle du raisonnement, qui est d’estimer le
Hessien de ¢.. Le probléme revient a commuter les dérivations par rapport a z et u dans
l'intégrale (8.13), en faisant apparaitre les termes correctifs dus a la courbure.

Prorosition 8.5 (calcul de id'd”’ @,). — Soit s=(sy, S, ..., $,) un vecteur de C". Le
Hessien de ¢, au point aeV est donné par :

a (\DE - 1 62(p /Wi ’ |T](O’ u)lz
z 62,62 )S$15m= Ce?n len au,aam(u)s’smx < g2 ()

1 0? u 1
—amj kz;, 6u6(P CikimS15m X(I N )dl(lt)-I-O(eLOg >.|s|2
Ji

m

avece

(8.18) sp(w)=s,+ Z
.

J

|u|2 2
Cikp1 Uj ”k 2 1- 2 chkplsp’

p k, p

la majoration O(?) étant uniforme localement par rapport d ae V.
Démonstration. — Nous raisonnerons en trois étapes.

Etape 1. — Evaluation de la mesure d\(n).
Différentions par rapport a u I’expression de n, donnée par (8.12) (z étant fixé). En se
rappelant que v, =u, —z, et en faisant usage des relations (8.4), on obtient :

1 - - 1_ 1_
dnk=duk—§ ; cjk,m<zm‘vjdu,+zmu,duj+g‘v,,,‘vjdu,+§'vmv,duj>
Jst,m
1

Jjslm
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1

Js b, m

_ -2
Cikim zmv,+zmu,+§vmv, du;
1 3
Z ]klm Jv,du +O([u|+]zl)
1,

J

1 - 1 _
=du,— 3 D cjk,m(u,um—g'viv,n)duj

i lLm
1 _
-5 lem sktm Uy U — 1 0,,) dut;
1 — 3
% Y Cium VU du, +O(Jul+]z])>

i l,m
Dans le développement limité a I’ordre 2 de la (n, n)forme :

dk(n)=<~%> dnyAdny A ... Adn,Adn,,

les deux derniéres sommations apportent une contribution nulle.
On trouve donc :

(8.19) dx(n)=dx(u)[1— y ckk,m<u,u —éu, >+0(|u|+|z|>}

k,l,m

Etape 2. — Dérivation sous le signe jet commutation des dérivées.

Calculons sur le vecteur s=(s,, $,, ..., 5,)€ C" le Hessien de @, au point a. En dérivant

(8.13) sous le signe J: il vient :

z = | 0w Y o () s,
62,62 S'S"'—Csz" “ecn(pu ,Z,:n 0z,0z,, e N7 [515m

Pour simplifier, on écrira désormais y au lieu de y (|m(z, u)|?/€?), et de méme les
notations ', x"’, x’" désigneront les valeurs de ces fonctions au point | n (z, u)|%/e2. Comme
la (n, n)-formey' d\(n) est réelle, on a : :

62 62 _ K
(8.20) :,Zm <m—m>(x dr(M))s;Sp

0 0 0 0
=Re l,zr:n (éz——m 6_> (62, + 5 au >(X dn(n)) s, s,

Aprés permutation des indices, I’égalité (8.12) s’écrit [¢f. (8.4)] :

1
BTN CNERS B PSRNy

JLp

_ 1 1
-5 X cjklp<vkupzl+3vkv 01>J|‘0(|“|+|Z|)4
k.l p
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L’opérateur V,=(0/0z,)+(0/0u,) annule les coordonnées v, =u, —z, et v, : V;0,=V, v, =0.
On obtient donc :

1 _
thk="§ Z Cjkl;ivjzp+o(|“|+lz|)3,
ip

| __
Vin;= ) kZ Cjkzﬁvk“p‘f'o(l”l"'lzl)a,
s P

V2 (1B ) | SRV S, 9 ) )

’

=—d7\(u)|:%.§ Y Ciapi 0 (Z,tu )+X O(Jul+]|z|)*

Jik.p

—

+x. Y ckk,pﬁp+x’.0(|u|+|z|)2:].
k. p

Comme :
(i—i>|n|2=—2v,,,+0(|u|+|z|>3,
0z,, Ou,
il vient :
FE 8 0 In|2
(a—‘a—><a—+?>[’°( )
=dk(u|: Y Ciup? m(z_p+17p)+x—84—.0(|u|+|z|)5
Jjikop

’ ’ "

- - X
+5 % c,.m,,,u,.(z,,+u,,)+2% Y, ety Umity+ 23 - O(Jul+12]
s p k, p

+X'chkzm+x’-0(lul+|2l)}
k

Au point z=0 (c’est-a-dire au point a), cette derniére expression est égale a :

e’

X

d)»(u)li?— ; cjk,pujukumup+ chm,pu,ltp
Jo K, P

3o
X — ,
+ z Ckklpumup+x chklm-'_o(s)J,
g2 ko k

soit encore, par un calcul aisé :

2 2

* _ 0
dk(u)gm[x j’zkc,-k,,,u,.uk+s2x;ckm,,] —dx(u);k W(ezxcjk,m)+0(e)d7»(u).
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L’égalité (8.20) nous donne en définitive au_point z=0 :

0? 52 )
l,zn(m - W>(X dr(M)) $; S
2

0 _
=d\(u)Re Z 6 6_ X’ chklp juk+szxzk:ckklp]slsm

2

0
—d\(u) ) £y 814( X Cixtm) St S+ O (€) | 517 dh(u).

jok.l.m
Etape 3. — Intégration par parties.

La derniére égalité obtenue a ’étape 2 entraine aprés intégration par parties :

Z az ah St Sm

1
erst J‘ <Z ﬁuf’u 515m

62
(8.21) + ) 7% . uukv,> (u)

Jklp™j
jok,l,m. p aup aMm

62

1 _
+ rors Re JSZX Cutp St Sm AN (1)

1 R O) —
(8.22) —ijﬂ(;.mmcik,ms,smdﬂw

—
k. im, p OU,0U,

(8.23) +O(sl‘“)|s|2.J [ o (u)|d\(u).

lul<2

D’aprés le lemme 8.3, le terme (8.23) est majoré par 0 (elog(1/€)|s|?. La fonction y définie
en (8.1) est telle que y (1)= —(1—1)? /(t); le terme (8.21) peut donc s’écrire :

| 2

1 T ¢ 2 In 2 —
. — 1— d)\. ,
Ce2n .[ Z ﬁulau [ ,; Cikpt UjUiSpSm —€ < 2 ) ;pckkp,spsm (u)

p

soit, en introduisant le champ de vecteurs s; défini par (8.18) :
1 ' 2 2)2
rorzl L) 6u & (55, + O (&7 +|u|?)?) dh (u).
1

Une nouvelle intégration par parties montre que le terme d’erreur est de la forme :

1
C—SZ—J Q) O 6>+ ul?)|5]* dr(u),
Ju|<2e
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donc ce terme est majoré par O (e2 Log(1/¢)|s|? en vertu du lemme 8. 3. Enfin si on remplace
v (|m1%/€?) par ¢ (| u|?/€?) dans Pintégrale (8.22), on introduit un nouveau terme d’erreur
qui est majoré par O (g2 Log (1/¢)|s|*. Le lemme 8.5 est démontré. [

Nous allons maintenant estimer les différents termes qui apparaissent dans I’expression de
id' d'" @, telle qu’elle est donnée dans le lemme 8.5. Nous commencerons par I’étude du terme
de courbure.

On désigne par 1 (a) la plus petite’« valeur propre » du tenseur de courbure (i/2 1) ¢(TX) au
point a, définie par :

(@@= il el TibiEam il S cTX)COL @)

1
T IKl=lgl=1

On pose t_ (a)=sup (0, — 1 (a)). Comme ¢ est localement somme d’une fonction de classe C?

et d’une fonction plurisousharmonique, on peut d’autre part considérer le nombre de

Lelong :

(n—1)!

v(p; a)= lim T T gz juq A (u)dh (u),

e~ 0

de ¢ au point a. Il est classique que v(@; @) est une fonction =0 et semi-continue
supérieurement de la variable a.

LemME 8.6. — Il existe une constante C, ayant les propriétés suivantes. On pose :

(8.24) A (@)= — = (@) fA(p(u)x( '“'2>dx(u)+c482.

C2Cg 2 g2
Alors pour tout € assez petit et tout aeV,on a:

1 0? _ ul?
Ce2n—2 Z on a([; CjkzmsszX<| | >d7\.(u)§kz(a)|s|2,
)j k1, m j k

2
j €

(8.25)

(8.26) A (a) est fonction continue 20 de a, fonction croissante de ¢, et :

lim A, (a)="1_(a) v(p; a).

e—0

Démonstration. — En remplagant éventuellement ¢ (u) par \ (u) +C5 | u|? comme dans le
lemme 8.4, on peut supposer ¢ plurisousharmonique.

On va alors démontrer le lemme 8.6, avec C, =0. Pour chaque se C" fixé, on peut écrire
dans une base orthonormée convenable de T, X :

- ) ,
Y CikimS1Sm=0;.7;151%, 1=), ken,
IL,m
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en diagonalisant par rapport aux indices j, k.
Les valeurs propres t; sont minorées par —2nt_(a). On obtient donc :

1 ¢ - [ Iul?
W—TL kZi,m ggja—ukcmmszsmx<€—z d (u)

_sP? ’o |ul?
‘CEZ"—ZJETfau,.aJ,.X g2 . (w)

é_MJAw( lu|2>k(u)=7»5(a)|SI2

C82n—2 82
R 0) Rl 0) 1
> — =_A0.
car x <0, Ou; 0u; = et Zj:aujau,. 4A(p
Posons :
(8.27) @ ae)= "V | Aowdw)
. VI®; a; T g igin2 e \ .

Des calculs élémentaires montrent que :

ul?

(8.28) —JA(p(u)x< 2 )d)»(u)=JA(p(u)d7»(u)J 2ty (1) dt
t>|ul/e

=J12tx’(t2)dtj A@ (1) d\ ().
0 lu|<et

On obtient par conséquent d’aprés (8.24), (8.27) et (8.28) :

_2n"t_(a)

(8.29) xa(a)—c(Tl)—!Jotzn—lx'(ﬂ)v(@; a;et)dt

avec par définition de C :

c=[ ywaupaw=" [ erp@a

ueC" (n - 1) ! 0
La quantité v(¢; a; €) définie par (8.27) est fonction croissante de € et tend vers v(o; a)
quand & tend vers zéro (¢f. P. Lelong[18]). L’assertion (8.26) résulte donc de (8.29) [la

continuité de A, est évidente sur ’égalité de définition (8.24)]. [

9. Théorémes d’approximation pour les fonctions plurisousharmoniques

R. Richberg[21], dans un travail déja assez ancien, a résolu le cas des fonctions strictement
p.s.h. continues sur un espace analytique quelconque. Grice aux outils techniques établis au
paragraphe 8, nous pouvons maintenant énoncer différents théorémes d’approximation
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pour des fonctions non nécessairement continues, résultats qui avaient été utilisés a plusieurs
reprises dans les sections antérieures. On se dorfne comme précédemment une variété
analytique X de dimension »#, munie d’une métrique kéhlérienne w.

THEOREME 9.1. — Soit ¢ une fonction définie sur X et localement plurisousharmonique
modulo €*(X). On suppose données une (1, 1)-forme réelle continue 8 telle que id' d"’ ¢ =9.

Alors il existe une famille croissante ((I)E)SE]O, jj de fonctions de classe C® sur X, une famille de
(1, 1)-formes réelles continues(y,) et une famille croissante(\,) de fonctions continues sur X
ayant les propriétés suivantes :

9.1 lim @,(a)=¢(a) pour tout aeX;
e~ 0

(92) id’d”a)ngE_xam;

©.3) V. 29;

(9.4) v, tend vers (id' d’ ¢), presque partout sur X quand € tend vers zéro;

(9.5) A, tend vers zéro presque partout sur X (plus précisément en tout point a € X ou le nombre
de Lelong v(o; a) est nul);

(9.6) Si v (¢; a)=0 pour tout acX (en particulier si @ est localement bornée) A, converge
uniformément vers zéro sur tout compact de X.

Démonstration. — Soit | une fonction exhaustive de classe C* sur X, & croissance
suffisamment rapide pour que la fonction ¢, définie par (8.2) soit de classe C* au voisinage
du compact {zeX; y(z)<1/e}. Soit p une fonction numérique de classe C*, telle que
0<p=l,avecp(t)=1sit<1/2etp(z)=0sit=1. Lafonction ¢, (z) p (eV(z)) est donc définie
et de classe C® sur X tout entier. Le lemme 8.4 montre de plus qu’il existe des fonctions
continues C, >0, C;>0 sur X telles que pour tout € on ait :

1
0.(2)peV(2)2(z)—C,(z)€? Log,

9.7
10, p(ev ()2 ~Cy (e Log
Soit C; une fonction de classe C* sur X, telle que C5>sup (C,, C;). On pose :
©-8) 9.(2)=0,(2)p(eY () + Cs (2) 2 (Log% +%>
Les inégalités (9.7) entrainent que :
(I)s(z)>(p(z) et . fi%ﬁ >0.

D’autre part, la semi-continuité supérieure de ¢ implique :

lim sup ¢, (z)=lim sup ¢,(2)< o (2),

£ 0 e—=>0
ce qui démontre (9.1).
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11 nous reste & démontrer les propriétés (9.2) a (9.6) en construisant les formes vy, et les
fonctions A, A. D’aprés (9.8) il suffit de raisonner pour @,. On observe aussi qu’il suffit de
construire y,, A,, A localement, sur un voisinage V d’un point quelconque a° € X. On recollera
ensuite les différentes formes et fonctions au moyen d’une partition de I'unité.

D’aprés la proposition 8.5 et le lemme 8.6 la fonction (8.24) :

2
hu0)=— emiens [s0n( 1 )@+ CosLosg

- 2Cg2n—2

sera croissante en € et aura les propriétés (9.2), (9. 5) requises pourvu que la constante Cg soit
assez grande. L affirmation (9.6) résulte tout simplement du théoréme de Dini. Quant a la
formevy,, elle proviendra du premier terme dans le second membre de I’égalité de la
proposition 8.5. Soit en effet :

dd e=y+v',

la décomposition de Lebesgue du (1, 1)-courant d’ordre 0 id'd" o.

La partie singuliére y’ est un courant =0, tandis que la partie absolument continue y vérifie
par hypothése I'inégalité y=6. On pose :

1 - 0, u)|?
Y. (s, 8)= Cam L;ny,m(u)s;s;,,x(m(sz—u)l)d)»(u)

(ouy=iY v, du,du,),desorte que(9.2)est bien vérifié. Puisque y est & coefficients y,,, € L.

loc>

le théoréme de Lebesgue montre que vy, tend vers y presque partout sur X. Ceci prouve (9.4).
L’hypothése y =0 implique d’autre part :

1 _ 0, u)|2
V5 )2 oo Zel,,,(u)s;s;nx'<'"“€—2”)')duu).
IL,m

Grace a la continuité de 0, le second membre converge uniformément vers 0 (s, s) lorsque €
tend vers zéro. Quitte a remplacer v, par y,+o(€) o et A, par A, + o (g) [avec lim T o (£)=0],

e—>0

toutes les propriétés (9.1) a (9.6) sont vérifiées, y compris(9.3). O

Remarque 9.2. — Plus généralement, soit 8 une (1, 1)-forme continue a valeurs dans le
fibré Herm (E, E) des endomorphismes hermitiens d’un fibré hermitien E. On suppose
id d’ e®Idg = 0. Alors le théoréme 9.1 est vrai en remplagant (9.3) par :

Pour établir les propriétés (5.1) a (5.6) relatives a ’approximation de
ic(E, o)=ic(E)+i(d' d" 9),,
on choisira 0= —ic(E). 0O
Lorsque ¢ est plurisousharmonique, il est possible de donner un énoncé plus simple.
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COROLLAIRE 9.3. — Soit @ une fonction plurisousharmonique sur X. Il existe une suite
décroissante (9,) de fonctions de classe C* et une suite (\,) de fonctions continues 20 sur X
telles que : '

(9.10) lim! o,=o,
v—=> to
9.11) dd ¢,z -\ 0,

(9.12) X, converge uniformément vers zéro sur tout compact de X.

Démonstration. — On applique le théoréme 9.1 avec 8 =0. La convergence uniforme de A,
n’est obtenue a priori que si ¢ est localement bornée. On remplace donc @ par sup (¢, —v)et
on prend pour ¢, une fonction de classe C* qui approche sup (¢, —v). Il est clair qu’on peut
s’arranger pour que la suite ¢, soit décroissante et pour que les conditions (9.10), (9.11),
(9.12) soient réalisées. [

Le résultat suivant est relatif & I’approximation des fonctions plurisousharmoniques
exhaustives, et constitue un maillon essentiel dans la preuve de la proposition 1.3.

THEOREME 9.4. — Soit (X, ) une variété kihlérienne faiblement pseudoconvexe et ¢ une
fonction plurisousharmonique exhaustive sur X. I/ existe des fonctions continues m, M
exhaustives sur X, telles que 0 <m <M, et ayant la propriété suivante : pour toute fonction
continue >0 sur X, on peut trouver une fonction \y de classe C* sur X, telle que m< Yy <M et
idd' Y=z —\o.

Démonstration. — Nous supposerons ¢ = 1 [sinon il suffit de remplacer ¢ par sup (o, 1)].
Pour tout réel ¢20, on désigne par X(c) louvert {zeX; o(z)<c}. Soit

co=0<1l<e¢;<...<c,<...unesuitederéelstelsque lim c¢,=+o0etX(c,)=X(cys1);

v+
la suite c, existe car ¢ est exhaustive. On a donc :
(9.13) sup @(z)<cyyq-
zeX(c,)
On considére d’autre part une suite de réels a,=1<a, <o, <... qui sera déterminée

ultérieurement. La fonction plurisousharmonique ¢,=a, (¢ —cj3,), qui est localement
bornée, peut étre approximée au moyen du théoréme 9.1. D’aprés (9.13) on a :

sup @, (z)<at,(¢3,46—¢3y)  pour zeX(csyis),

sup ¢, (z)<0 pour zeX(cz,_q), v=1.

Il existe donc une fonction Y, de classe C* sur X telle que :
1 . v
(9.14) idd'y,> —57\.0) en tout point ze X(c5,15)>

(9 15) (pv(z)é‘j’v(z)<av(c3v+6_c3v) en tout pOint ZEX(C3v+5)9

V,(z)<0 en tout point zeX(c3,_,), v=1.
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Des inégalités (9.15) on déduit pour zeX(c3v+2)\ X(c3v41):

\lfv(z)g(pv(z)gav(c&l-kl _c3v)7

9.16) .
‘Ijv—l(z)<av—1(c3v+3_c3v—3) S1 Vgl?

tandis que pour zeX(c3,_) \ X(c3,_,), V21, on obtient :

(9.17) Vo1 (2) 20,1 (2) 2,y (c3,- 5 —C3,-3)>0> 1, (2).

Pour pouvoir exploiter (9.16), nous définirons o, par récurrence en posant :
©.18) oy (Cay41—C3) =201 (3,43 Cay—3)

de sorte que :

9.19) oy (C3y41—C3y)>20, 1 (€392 —C3y—3)>...>20(c; —co)>2".

L’idée est de recoller les fonctions \, pour obtenir une fonction qui satisfasse aux
exigences du théoréme 9.4. .

Soit y, une fonction 20 de classe C* sur R, a support dans I'intervalle [0, 2], telle que
2

X1 (2—t)=yx,(2) et j %1 (2)dt=1. 1l vient :
0

(9.20) Jztxl(t)dt=f2(2—t)xl(t)dt=J2x1(t)dt=1.
0 0

0

On « interpole » entre Y, _, et \, en posant :

©.21) \VQ(Z)=JOSUP(1\IM1(Z), v, (2) %, (1) dr.

Les inégalités (9.16) et 1’égalité (9.18) entrainent :
V., =1\, au voisinage de X(C3ys2) \ X(C3y41),
tandis que (9.17) et (9.20) impliquent :
W, =V,_, au voisinage de X(cs,_1) \ X(c3,_,)-

Il est donc légitime de poser :

V=1V, sur X(c,),
(9.22) U=V, sur X(c3y+z) \ X(cay41), v
\l]:‘p:/ sur X(c3v+1)\ X(c3v—1)7

1\%

19
L.

<
1\

Le changement de variable u= 1V, _,(z)—V,(z) dans l'intégrale (9.11) donne :

, _ + o0 u+\l]v(2) du .
wv(z)—wv(Z“L “’“( Vo1 () ) Vo1 (@)
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V/, est donc de classe C* sur ouvert X(c;,.;)\X(c3,_;), car sur cet ouvert on a d’aprés
(9.16) et (9.19) :

(9.23) Vo120, 120, (3 2—c3,-3)>2""1

Par conséquent s est de classe C® sur X. Les lignes (9. 15) et (9.22) montrent I’existence de la
fonction continue M. De plus :

\P=\Po§¢o=¢zl sur X(c,),
U=Vy,>2" sur X(cz,4,) \ X(caysq) [ (9.16), (9.19)],

U=y,2V, ;>2"71 sur X(ezye \X(eay_ )

[¢f: (9.20), (9.21) et (9.23)]. 1l en résulte ’existence d’une fonction continue exhaustive m
ayant les propriétés annoncées.

Il nous reste seulement & montrer que id' d”’ y= —Ao.
D’apres (9.14) et (9.22), il suffira d’étudier le cas de la fonction ;. Soit zoeX(c3,45) un
point fixé de X et p une fonction de classe C? au voisinage de z,, telle que id' d’ p=»A(z,) ® au
point z,. (9.14) montre que Y, +p et 1y, _; +p, 0= 7=2 sont p.s.h. sur un voisinage de z,
indépendant de ¢. Par conséquent :

2
\IJ’V+H=J sup(tW,_; +u, Y, +p)x, (2)dt
0

est p.s.h. au voisinage de z,, et id' d’,= —Ao en z,. [

Le prochain énoncg fait intervenir la notion de stricte plurisousharmonicité pour une
fonction non nécessairement de classe C2.

Par définition, une fonction plurisousharmonique @ sera dite strictement p.s.h. si le
courant id’ d"’ ¢ est minoré par une (1, 1)-forme continue 6 >0, ce qui revient a dire que ¢ est
localement somme d’une fonction p.s.h. et d’une fonction strictement p.s.h. de classe C2.

COROLLAIRE 9.5. — Dans le théoréme 9.4, on suppose de plus que @ est strictement p.s.h. en
dehors d’un compact K de X. Alors il existe une fonction p.s h. s de classe C*, exhaustive sur X
et strictement p.s.h. en dehors d’un compact de X.

Démonstration. — Reprenons en détail la construction du théoréme 9.4. On peut trouver
un compact K, et des fonctions\, de classe C* vérifiant (9.14), (9.15) ainsi que la
condition :

id d’,>0 en tout point ze X(c3,45)\K;.

Le reste du raisonnement montre alors que \ est strictement p.s.h. en dehors de K. Pour
rendre | p.s.h. sur X tout entier on choisit-un réel ¢>sup Y (K,) et on remplace \ par la
fonction C* :

Cp(z)=ﬁsup(c+t, w(z))xl(z)dt=¢(z)+f+°°uxl(u+w<z)—c)du.

0
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Il est clair que  est p.s.h. sur X, et égale a  donc strictement p.s.h. en dehors de
K,=Vy"!(]—o0,c+2]). O

Le théoréme 9. 1 permet aussi de retrouver dans le cas particulier des variétés kahlériennes
les résultats de R. Greene et H. Wu sur ’approximation des fonctions plurisousharmoniques
continues.

CoRrOLLAIRE 9.6 (R. Greeneet H. Wu[11]). — Soit 0 une (1, 1)-forme réelle continue et ¢ une
fonction continue sur X telle que id' d'’' ¢ 2 0. Alors pour toute fonction continue A >0 sur X, il
existe une fonction ¢ de classe C* sur X telle que :

o<V<o+r et idd ¥=0—)o.

Démonstration. — Gréace au théoréme 9.1, on sait construire { sur tout ouvert
relativement compact dans X. La seule difficulté est de construire une fonction V globale.

Soit p : X - [0, + oo[ une fonction exhaustive de classe C* sur X; on pose X(c¢)= { zeX;
p(z)<c} pour tout réel c. On considére une suite de réels positifs o, €, €,, ... tels que
€,+1<(1/2)e, pour tout v. Cette suite sera précisée ultérieurement. Le théoréme 9.1 montre
qu’il existe une fonction ¢, de classe C* sur X(v+1) telle que :

9.24) o<, <0+g, et idd' ¢,20—¢,0 sur X(v+1).

On va recoller les fonctions, en utilisant un procédé analogue a (9.21). Soit y, une fonction
. + o
de classe C® sur X, a support dans [1/2, 3/2], telle que y, (2 — )=y, (2) et j X2 (1) dt=1,
0
+ o

de sorte qu’on a aussi J ty,(t)dt=1. Posons :
0

(9.25) Y, (2)=0¢,,, @)+ te,(1=(p(z)—V)?) pour zeX(v+2), v=0,

(9.26) \11\,(:)..mesup(\j;v_l‘t(z),dlvyl(z))xz(t)dt pour zeX(v+1), v1.
0

Le changement de variable u=u(t)=V,_, ,(z)—V, ,(z) montre que :

= e u+\l’v, (Z)_(pv(z) du
V(@) “’v,l(Z)J“JO ”X2<gv_1(1—1(p—v+1)2)> v (—(p—v+1))

donc V, est de classe C* sur I'ouvert { v—2<p<v}.
Pour p(z)=v, on a d’aprés (9.24), (9.25) et (9.26) :

\l/v—l, t(Z)=(va(Z)<(p(Z)+8v<(pv+l(Z)+8v=\ljv,l(z)’

tandis que pour p(z)=v—1 on obtient :

V. 1(2)=0,41(2)<0@(2)+&,4 1, Yy, 2)=0,(2)+18,_;.
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On a donc V,_, ,(2)>V, ,(z) lorsque p(z)=v—1, teSuppy,=[1/2, 3/2], car
(1/2)e,_;>¢€,>€,:,, Il en résulte que :
V, =V, ; au voisinage du compact { p=v },

+ 0
QIV:J Uy_1. X2 (1) dt=1\,_,  au voisinage de { p=v—1}.
0
On définit donc une fonction de classe C* sur X en posant :

9.27) V(z)=V,(2) pour v—1=p(z)<v, vzl.

Lorsque v—1=p(z)<v, les relations (9.24) et (9.25) montrent que :

(p(Z)<\llv, l(z)é(pv+l(Z)+8v<(p(z)+28va
et :

() <Vyo1, (2)S0,()+ 35, <0()+25,,  pour te[é,%}

par suite @ (z) <y (z)=V,(z)<@(z)+2¢,_,;. La condition ¢ <y <@+ A sera donc réalisée
des que les réels €, sont choisis assez petits. De plus, il est clair d’apres (9.24),(9.25) et (9.26)
qu’on peut faire en sorte que id'd’y=06—-Ao. [

Remarque 9.7. — N. Sibony m’a communiqué un exemple simple montrant que le
corollaire 9.6 n’a pas d’analogue si I’on ne suppose pas que ¢ est continue. Ainsi, soit ¢ une
fonction sousharmonique dans C telle que (z,)= — co pour une suite dense { z, } =C. On
considére dans C? la fonction strictement p.s.h. :

¢ (z, w)=0(z)+log|w|+]z|*+|w|?,
et 'ouvert de Stein X={(z, w)eC?; ¢(z, w)<0}.

Alors il est impossible de trouver une fonction p.s.h. ¥ continue sur X telle que ¢ <\ <0.
Une telle fonction \ serait en effet constante sur chacune des droites {z,} xC et Cx {0}
contenues dans X. D’aprés la continuité de et la densité de la suite{z, }, { serait une
constante ¢. On aurait donc @ < ¢ <0 sur X, ce qui est impossible.
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